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Vorwort. 


Die  zahlreich  vorhandenen  deutschen  funktionentheoretischen 
Lehrbücher  berücksichtigen  fast  alle^  einseitig  entweder  nur 
WKiEBSTBASSSche  odcr  nur  RiEMANNsche  Funktionentheorie.  Neuere 
französische  und  englische  Lehrbücher  (Picard,  Forsyth,  Habekess 
und  Morley)  sind  seit  Jahren  bemüht,  die  Kluft  zwischen  beiden 
Methoden  zu  überbrücken;  auch  bei  uns  sind  die  Vorlesungen  wie 
die  wissenschaftliche  Arbeit  selbst  nachgerade  wohl  äberall  über  sie 
hinausgewachsen;  aber  es  fehlt  noch  an  einem  unseren  deutschen 
Unterrichtsverhältnissen  angepaßten  Buch  von  mäßigem  Umfang, 
das  geeignet  wäre,  den  Studenten  von  Anfang  an  den  Zugang  zu 
beiden  Gedankenkreisen  zu  eröfinen.  Das  Fehlen  eines  solchen 
Buches  machte  sich  mir  lebhaft  fühlbar,  als  ich  auf  Aufforderung 
der  Verlagsbuchhandlung  ein  kurzes  Lehrbuch  der  elliptischen 
Funktionen  zu  schreiben  unternahm;  ich  habe  mich  daher  ent- 
schlossen, ihm  diese  Einführung  in  die  Funktionentheorie  voraus- 
zuschicken. Die  RiEMANKSchen  geometrischen  Vorstellungsweisen 
sind  in  ihm  durchweg  in  den  Vordergrund  gestellt;  dabei  wird  aber 
versucht,  unter  angemessener  Einschränkung  der  Voraussetzungen 
diejenige  Schärfe  der  Beweisführung  zu  erreichen,  die  niemand 
mehr  entbehren  kann,  dem  einmal  in  der  Schule  von  Weiebstbass 
die  Augen  geöfhet  sind. 

Die  verbreiteten  Darstellungen  der  BiEMANNschen  Funktionen- 
theorie geben  im  wesentlichen  eine  Vorbereitung  auf  Riemanns 
Theorie  der  Integrale  algebraischer  Funktionen.  Das  war  ganz 
sachgemäß,  solange  diese  Theorie  der  einzige  zur  Ausfährung  ge- 
langte Teil  von  Riemanns  funktionentheoretischen  Entwürfen  war. 
Inzwischen    ist    das    anders    geworden:     durch    die    Arbeiten    von 


*  Soviel  mir  bekannt,  macht  nur  Harnacks  Grundriß  der  Diflferential-  und 
Integralrechnung  eine  Ausnahme;  aber  der  kann  Anfängern  nicht  wohl 
empfohlen  werden. 


VI  Vorwort 


PoiNCARft  und  Klein  sind  die  linearen  Diflferentialgleichungen  und 
die  automorphen  Funktionen  in  den  Vordergrund  getreten.  Auch 
ein  elementares  Lehrbuch  wird  dieser  Verschiebung  des  Schwer- 
punkts Rechnung  tragen  müssen;  der  Begriff  des  Fundamentalhereichr 
mit  allem  was  daran  hängt  wird  nicht  mehr  in  ihm  fehlen  dürfen^ 
sondern  an  den  ja  durchaus  den  Elementen  angehörenden  einfachsten. 
Beispielen,  wie  r*»  und  tf',  ausflihrlich  exponiert  werden  müssen.  SolL 
dafür  Platz  werden,  so  muß  ein  Teil  des  herkömmlichen  Stoffe» 
fallen;  ich  habe  geglaubt,  am  ehesten  die  allgemeine  Analysis  Situ» 
der  endlichblättrigen  RiEMANNschen  Flächen  opfern  zu  können. 

Was  die  Disposition  des  Stoffes  im  einzelnen  angeht,  so  ist  sia 
im  allgemeinen  aus  dem  beigegebenen  Inhaltsverzeichnis  ersichtlich; 
im  einzelnen  darf  ich  vielleicht  folgendes  erwähnen. 

Im  ersten  Abschnitt  habe  ich  das  Rechnen  mit  complexen 
Zahlen  als  ein  Rechnen  mit  Zahleupaaren  eingeführt,  dabei  mich 
aber  auf  eine  allgemeine  Theorie  der  Zahlensysteme  mit  zwei  (oder 
gar  mit  mehr)  Einheiten  nicht  eingelassen,  sondern  gleich  die  fiir 
die  Theorie  der  „gemeinen  complexen  Zahlen"  charakteristischen 
Voraussetzungen  apodiktisch  hingestellt. 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  zunächst  eine  ausführliche  geome- 
trische Theorie  der  elementaren  rationalen  Funktionen  einer  com- 
plexen Veränderlichen  und  der  durch  sie  vermittelten  konformen 
Abbildungen.  Der  Übergang  von  der  Ebene  zur  Kugel  durch 
stereographische  Projektion  wird  zeitig  vorgenommen  und  dann  im 
folgenden  überall  wo  es  zweckmäßig  schien  wieder  benutzt.  Den 
Schluß  des  Abschnitts  bildet,  statt  irgend  eines  an  und  für  sich 
gleichgültigen  Beispiels  einer  rationalen  Funktion  allgemeineren 
Charakters,  die  Diskussion  der  symmetrischen  Invariante  von  vier 
Punkten  als  Funktion  ihres  Doppelverhältnisses. 

Über  die  Anlage  des  dritten  Abschnitts  habe  ich  am  längsten 
geschwankt.  Einerseits  schien  es  mir  durchaus  erforderlich,  von 
vorneherein  mich  auf  bestimmte,  auch  arithmetisch  fe^^tgelegte  Be- 
griffe der  Irrationalzahl  und  des  Grenzwerts  zu  stützen.  Geht  man 
den  Schwierigkeiten  in  der  allgemeinen  Theorie  aus  dem  Wege,  so 
kommen  sie  einem  nachher  bei  jeder  einzelnen  P>age  in  die  Quere. 
Andererseits  wollte  ich  doch  auch  nicht  ein  Lehrbuch  der  Theorie 
reeller  Veränderlicher  und  ihrer  Funktionen  schreiben.  Mich  aber 
einfach  auf  eine  der  vorhandenen  Darstellungen  dieser  Theorie  zu 
beziehen  schien  mir  auch  nicht  thunlich.  So  habe  ich  mich  schließ- 
lich entschlossen,  Definitionen  und  Sätze  ohne  Beweise  zusammen- 
zustellen,    um     wenigstens     keinen     Zweifel     darüber     zu     lassen, 


I- 
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in  welchem  Sinne  ich  die  einzelnen  Termini  gebrauche  und  in 
welchem  Umfang  ich  die  Sätze  benutze.  Dabei  glaubte  ich  nament- 
Uch  den  Begriff  der  gleichmäßigen  Annäherung  an  eine  Grenzfunktion 
hervorheben  zu  sollen. 

Der  vierte  Abschnitt  bringt  die  Lehre  von  den  eindeutigen 
Funktionen  complexen  Arguments  im  wesentlichen  im  Anschluß  an 
Caucht  und  Riemann.  Nach  Ableitung  der  Eigenschaften  solcher 
Funktionen  in  Bereichen,  in  denen  sie  sich  regulär  verhalten,  schalte 
ich  zunächst  die  specielle  Discussion  der  Exponentialfunktion,  sowie 
des  Sinus  und  Cosinus  ein.  Erst  dann  folgt  die  Lehre  von  den 
isolierten  singulären  Punkten,  in  Verbindung  mit  dem  LAURENTSchen 
Satze,  an  den  ich  auch  gleich  die  FouBiERSche  Reihe  anschließe. 
Bei  der  Behandlung  des  MiTTAG-LEFFLERSchen  Satzes  beschränke 
ich  mich  auf  den  einfachen  Fall,  in  welchem  man  nicht  nötig  hat, 
die  Grade  der  Zusatzpolynome  ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen. 
Anwendungen  dieses  Satzes  auf  einfach  periodische  Funktionen 
schließen  den  Abschnitt. 

Im  fünften  Abschnitt,  der  von  mehrdeutigen  Funktionen  handelt, 
habe  ich  eine  Änderung  der  herkömmlichen  Anordnung  gewagt,  die 
vielleicht  nur  geteilter  Zustimmung  begegnen  wird:  ich  "habe  den 
Logarithmus  und  die  zugehörige  unendlichblättrige  RiEMAXNsche 
Fläche  vorangestellt  und  seine  Eigenschaften  dann  bei  der  Unter- 
suchung auch  der  einfachsten  Irrationalitäten  ohne  Scheu  benutzt. 
Gewiß  kann  man  diese  Untersuchung  führen,  ohne  irgend  welche 
transcendente  Hilfsmittel  zu  benutzen;  will  man  aber  dann  kon- 
sequent sein,  so  muß  man  auch  die  trigonometrische  Form  einer 
complexen  Zahl  vermeiden,-  die  doch  nichts  anderes  ist  als  die  Ein- 
fuhrung ihres  Logarithmus,  und  die  Existenz  der  w^®°  Wurzeln 
complexer  Zahlen  mit  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  beweisen. 
Für  ein  Elementarbuch  schien  mir  das  zu  umständlich  zu  sein. 
Übrigens  ist  in  diesem  Abschnitt  die  allgemeine  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  ganz  bei  Seite  gelasseiyf  dafür  sind  die 
einfachsten  Fälle  um  so  ausführlicher  diskutiert.  Zum  Schluß  des 
Abschnitts  werden  die  Eigenschaften  des  Logarithmus  benutzt,  um 
die  Darstellung  einer  ganzen  transcendenten  Funktion  durch  ein 
unendliches  Produkt  aus  der  Partialbruchzerlegung  ihrer  logarith- 
mischen Ableitung  zu  gewinnen. 

Den  sechsten  und  letzten  Abschnitt  habe  ich  „allgemeine 
Funktionentheorie"  genannt  Erst  in  ihm  entwickle  ich  die  all- 
gemeinen Begriffe  der  analytischen  Fortsetzung,  der  analytischen 
Funktion,  der  RiEMANNSchen  Fläche,  der  natürlichen  Grenze.    Außer- 


vni  Vorwort. 


dem  enthält  der  Abschnitt  noch  eine  Darstellung  der  einzigen  bis 
jetzt  bekannten  Methode,  die  in  geeigneten  Fällen  die  analytische 
Fortsetzung  einer  zunächst  nur  filr  einen  beschränkten  Bereich 
definierten  Funktion  wirklich  zu  bestimmen  gestattet,  nämlich  des 
Spiegelungsprinzips. 

Eine  Angabe  der  ersten  Quelle  der  angeführten  Definitionen 
und  Sätze  habe  ich  unterlassen  zu  dürfen  geglaubt  An  einzelnen 
Stellöi  habe  ich  Binweise  auf  die  Litteratur  für  solche  Leser  bei- 
gefügt, die  eine  oder  die  andere  Frage  weiter  zu  verfolgen  wünschen, 
als  es  im  Text  geschehen  konnte;  auch  dabei  habe  ich  nicht  stets 
die  erste  Quelle  genannt,  sondern  womöglich  auf  solche  Darstellungen 
verwiesen,  die  mir  für  den  Anfänger  geeignet  zu  sein  schienen. 

Schließlich  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht,  meinen  Göttinger 
Lehrern  und  Fi*eunden  für  das  fördernde  Interesse  zu  danken,  mit 
dem  sie  die  Entstehung  des  Büchleins  begleitet  haben. 

Ansbach,  den  26.  März  1897. 

,  H,  Burkhard! 
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ERSTER  ABSCHNITT. 
Complexe  Zahlen  und  ihre  geometrische  Darstellung. 

§  I.   Die  allgemeine  Arithmetilc. 

Objekte  der  elementaren  Ärithmitih   sind   die  einzelnen  ganzen 
Zahlen,     Sie   lehrt,    wie    durch   einfache    Verknüpfungen  je   zweier 
Zahlen  (Addition,   Subtraktion,   Multiplikation   u.  s.  f.)   eine   dritte 
gefunden  werden   kann.      Sie   leitet  dann  Gesetze  ab,    welche   aus- 
sagen:  das  Resultat  einer   gewissen  Reihe   von   nacheinander  vor- 
genommenen Verknüpfungen  (z.  B.  a[b  +  c))  kann  auch  durch  eine 
Reihe  anderer  Verknüpfungen  (im  genannten  Beispiel  ab  +  ac)  er- 
halten werden.     Sie   wendet  endlich   diese   Gesetze   an,   um   fest- 
zustellen, wie  eine  Größe,  die  bestimmten  Verknüpfungen  mit  anderen 
Grössen  unterworfen  werden  soll,  gewählt  werden  muß,  damit  das 
Besultat  dieser  Verknüpfungen  einen  vorgeschriebenen  Wert  erhält. 
Die  Beteeise,    welche  sie  für  diese  Gesetze   und  Vorschriften  giebt, 
and  von  zwei  ganz  verschiedenen  Arten.      Bei  der  Ableitung  der 
fundamentalen  Gesetze  beruft  sie  sich  auf  die  reale  Bedeutung  ihrer 
Objekte  (der  Zahlen)  und  der  Operationen,   welchen   diese  Objekte 
unterworfen  werden;   im  weiteren  Verlauf  wird  auf  diese  reale  Be- 
deutung nicht  mehr  rekurriert,  sondern  es  wird  nur  mit  den  Zeichen 
der  Objekte  und  der  Operationen  auf  Grund  der  Lehren  der  formalen 
Logik  und  der  vorher  schon  abgeleiteten  Sätze  der  Arithmetik  selbst 
manipuliert    Diese  Unterscheidung  hat  weiterhin  eine  wichtige  Kon- 
sequenz.     Die  Entwicklung   führt   nämlich   dahin,    daß  neben  den 
^positicen,  ganzen^*  Zahlen,  denen  der  Name  „Zahlen''  ursprünglich 
allein   zukommt,   noch   andere  Gedankendinge  ebenfalls  als  Zahlen 
(n^tive,  gebrochene,  irrationale)  bezeichnet  und  zu  Objekten  der 
nOÜgemeinen  Arithmetik''  gemacht  werden.     Für  diese  Zahlen  in  all- 
gemeinerem Sinne  des  Wortes  werden  dann  gewisse  Verknüpfungs- 
operationen definiert,  welche  große  Analogie  zu  den  Verknüpfungen 
der  ganzen  Zahlen  zeigen  und  auf  welche  auch  die  Namen  dieser 
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letzteren  Verknüpfungen  übertragen  werden.  Von  diesen  Operationei 
mit  allgemeineren  Zahlen  wird  auf  Grund  ihrer  Definition  gezeigt 
daß  sie  den  oben  erwähnten  fundamentalen  Gesetzen  genügen 
daraus  folgt  dann  mit  einem  Schlage,  daß  auch  die  abgeleitete] 
Gesetze  für  sie  gelten;  die  früher  unter  Voraussetzung  nur  positive 
ganzer  Zahlen  gegebenen  Beweise  behalten  Wort  für  Wort  Gültig 
keit,  da  sie  ja  auf  die  Eigenschaften  der  Objekte  nicht  mehr  rekur 
rieren,  sondern  nur  auf  die  vorher  schon  bewiesenen  Eigenschafbei 
der  Operationen  sich  stützen. 

Daß  es  erlaubt  ist,  solche  allgemeinere  Zahlen  einzuführen,  ia 
in  der  Freiheit  des  wissenschaftlichen  Denkens  begründet,  das  siel 
seine  Objekte  selbst  wählen  kann;  daß  es  zweckmässig  ist,  zeigt  de 
Erfolg,  Die  negativen  und  gebrochenen  Zahlen  stellen  Relationei 
zwischen  Objekten  der  täglichen  Erfahrung  in  übersichtlicherer  Fom 
dar,  als  sie  sich  bei  ausschließlichem  Gebrauch  ganzer  positive 
Zahlen  darstellen  lassen;  die  irrationalen  Zahlen  entspringen  aus  de 
Forderung,  die  in  der  Erfahrung  approximativ  vorliegenden  Gesetz* 
unserer  Baumanschauung  zum  Zwecke  ihrer  wissenschaftlichen  Ver 
arbeitung  als  absolut  genaue  zu  erfassen  —  einer  Forderung,  der  durcl 
Relationen  zwischen  ganzen  Zahlen  allein  nicht  genügt  werden  kann 

Im  folgenden  wird  die  Einführung  der  negativen  und  der  ge 
brochenen  Zahlen  als  bereits  erledigt  vorausgesetzt;  dagegen  wiw 
von  irrationalen  Zahlen  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  nur  ai 
wenigen  Stellen  Gebrauch  gemacht. 

§  2.  Einfuhrung  von  Zahlenpaaren;  ihre  Addition  und  Subtraiction 

Neben  die  Algebra  der  einfachen  Zahlen  tritt  nun  eine  Algebrs 
der  ZaJdenpaare  („double  algebra"  sagen  die  Engländer).  Sie  leite 
aus  je  zwei  Zahlenpaaren  ein  neues  ab  und  sucht  die  Gesetze 
welchen  diese  Verknüpfungen  der  Zahlenpaare  unterliegen.  Dl 
Algebra  der  einfachen  Zahlen  findet  ihr  Gegenbild  in  der  Geometri 
auf  einfach  ausgedehnten  Gebilden,  insofern  es  möglich  ist,  jedec 
Punkte  eines  solchen  Gebildes,  z.  B.  einer  geraden  Linie,  eine  be 
stimmte  Zahl  und  jeder  Zahl  einen  bestimmten  Punkt  zuzuweiset 
Von  der  Algebra  der  Zahlenpaare  werden  wir  sehen,  daß  sie  ih 
Gegenbild  in  den  geometrischen  Beziehungen  zwischen  den  Punkte: 
auf  zweifach  ausgedehnten  Gebilden  —  Flächen  —  findet,  nament 
lieh  auf  den  einfachsten  unter  diesen,  der  Ebene  und  der  Kugel. 

H^elcherlei  Verknüpfungen  von  Zalilenpaaren  wir  betrachte 
wollen,    steht   zunächst   in    unserer  Hand;    ob    die  Wahl,   die    wi 
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treffen,  eine  zweckmäßige  ist  —  diese  Frage  wird  dann,  aber  auch 
erat  dann  bejaht  werden  dürfen,  wenn  sich  Resultate  ergeben  haben, 
die  auf  anderem  Wege  nicht  oder  doch  nicht  so  leicht  zu  gewinnen 
sind.  Wir  haben  aber  für  die  Auswahl  zwei  Gesichtspunkte,  die 
an8  leiten  können.  Wir  werden  einmal  nach  Verknüpfungen  suchen, 
die  denselben  oder  doch  nahezu  denselben  Gesetzen  gehorchen,  wie 
die  Verknüpfungen  der  einfachen  Zahlen;  wir  werden  andererseits 
immer  die  Beziehung  zum  geometrischen  Bilde  im  Auge  behalten. 
Doch  wollen  wir  nicht  die  allgemeine  Frage  aufwerfen,  welches  denn 
die  allgemeinsten  Verknüpfungen  sein  mögen,  die  die  erste  Forderung 
erfiiUen  und  dabei  auch  dem  zweiten  Gesichtspunkt  gerecht  werden; 
wir  wollen  vielmehr  mit  der  Definition  der  Verknüpfungen,  die  wir 
betrachten,  beginnen  und  nachher  erst  beweisen,  daß  sie  jenen  Ge- 
setzen gehorchen,  und  zeigen,  wie  sie  sich  geometrisch  darstellen. 
Wir  knüpfen  dabei  an  die  historische  Entwicklung  an:  die  Zahlen- 
paare sind  zuerst  in  der  Form  „imaginärer**  Zahlen  a  +  b  Y--  1  bei 
der  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  2.,  3.,  4.  Grades  auf- 
getreten. Man  hat  mit  diesen  „imaginären"  Zahlen  zuerst  zaghaft, 
bald  durch  glückliche  Erfolge  ermutigt,  wie  mit  reellen  Zahlen  ge- 
rechnet, ohne  sich  vollständig  Bechenschaft  darüber  zu  geben,  wieso 
ein  solches  Vorgehen  berechtigt  sei,  und  was  ein  solches  imaginäres 
Symbol  überhaupt  bedeute.  Die  folgenden  Definitionen  sind  alle 
zuerst  in  der  Form  gegeben  worden:  man  soll  mit  den  imaginären 
Zahlen  a  +  bi  wie  mit  reellen  Binomen  rechnen,  dabei  aber  höhere 
Potenzen  von  i  durch  die  Belation  i*  +  1  =  0  auf  die  erste  re- 
dacieren. 

Wollen  wir  mit  Zahlenpaaren  rechnen,  so  müssen  wir  uns 
erst  darüber  einigen,  welchen  Sinn  die  Aussage  haben  soll:  „zwei 
Zahlenpaare  sind  einander  gleich".     Wir  definieren: 

I.  Zwei  Zahlenpaare  (a,  b)  und  (c,  d)  sollen  dann  und  nur  dann 
emander  gleich  heißen,  wenn 

a  =  c  und  b  =  d 

itt  (nicht  etwa  auch  wenn  a  =  d  und  i  =  c  ist).  Iline  Gleichung 
wischen  Zahlenpaaren  vertritt  also  zwei  Gleichungen  zwischen 
Zahlen. 

n.  Wohl  die  einfachste  Art,  aus  zwei  Zahlenpaaren  {a,  b)  und 
[cj  d)  ein  drittes  abzuleiten,  ist,  daß  man  bildet: 

{a  +  c,  b  +  d), 

\  Wir  bedürfen    eines    Namens    und    eines    Zeichens    für    diese    Ver- 
fafipfung;    wir  wollen  keine  neuen  einführen,  sondern  den  aus  der 
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einfachen  Algebra  bekannten  Namen  der  Addition  mit  ihrem  Zeichen  -f 
auch  hier  benatzen.  JVir  nennen  demgemäß  das  dritte  Zahlenpaar 
die  Summe  der  beiden  andern  und  schreiben: 

1)  (a,  b)  +  (c,  d)^(a  +  c,b  +  d). 

Diese  Worte  und  Zeichen  (Addition,  Summe,  +,  =)  haben  damit 
eine  neue  Bedeutung  erhalten. 

Diese  Verknüpfung  der  Zahleupaare  ist  eine  in  jedem  Falle  aus-' 
fuhrbare  und  eindeutig  bestimmte  Operation.  Es  gelten  für  sie  das 
Gesetz  der  Commutation: 

2)  (a,  *)  +  {c,d)  =  (c,  d)  +  {a,  b) 
und  das  Gesetz  der  Association: 

3)  [(a,  b)  +  (c,  d)]  +  {e,f)=  («,  ^^)  +  [(^,  d)  +  {e,  f)]. 

Das  erste  dieser  Gesetze  wird  bewiesen,  indem  man  die  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  geforderten  Operationen  der  De- 
finition (II)  gemäß  ausführt;  die  sich  ergebenden  Zahlenpaare 
{a  +  c,  b  +  d)  und  {c  +  a,  d  +  b)  sind  nach  Definition  (T)  einander 
gleich,  weil  nach  dem  für  die  Addition  der  Zahlen  geltenden  Eom- 
mutationsgesetz  a  +  c  ^  c  +  a  und  b  +  d  =  d  +  b  ist.  —  In  der- 
selben Weise  ist  die  Gleichung  (3)  zu  beweisen. 

Aus  den  beiden  Gesetzen  der  Kommutation  und  der  Association 
werden  in  der  elementaren  Algebra  die  weiteren  Sätze  über  die 
Umordnung  der  Glieder  in  einer  Summe  von  3  oder  mehr  Sum- 
manden durch  rein  logische  Deduktion  gewonnen,  ohne  daß  man 
dabei  nötig  hätte,  auf  die  reale  Bedeutung  der  Operation  des  Ad- 
dierens  zurückzugehen.  Daraus  folgt  (man  wolle  die  allgemeine  Er- 
örterung des  §  1  über  diese  Schluß  weise  vergleichen),  daß  auch 
diese  weiteren  Sätze  für  das  Rechnen  mit  Zahlenpaaren  ebenso  wie 
für  das  Rechnen  mit  gewöhnlichen  Zahlen  Gültigkeit  haben.  Dem- 
gemäß gilt  der  allgemeine  Satz,  von  dem  die  Gleichungen  (2)  und 
(3)  spezielle  Fälle  darstellen: 

in.  In  einer  Summe  beliebig  vieler  Zahlenpaare  dürfen  die  einzelnen 
Summanden  in  beliebiger  Auswahl  und  Reihenfolge  zu  Teilsummen  zu- 
sammengefaßt  werden. 

Wir  definieren  weiter: 

IV.  Bas  Zahlenpaar  (—  a,  —  b)  heißt  zu  dem  Zahlenpaar  (a,  b) 
en  tgegengesetzt 

V.  Unter  der  Differenz  zweier  Zahlenpaare  verstehen  wir  dasjenige 
Zahlenpaar,   das  zu  dem  Subtrahenden  addiert  den  Minuenden  liefert 

Aus  dieser  Definition,  der  Definition  der  Summe  (II)  und  den 
Eigenschaften  der  Addition  und  der  Subtraktion  der  einfachen 
Zahlen  folgt: 
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Satz  FI,  der  sich  durch  die  Gleichung  ausdrückt 

4)  {a,  b)  —  (c,  (/)  =  (a  —  i,  tf  —  d)\ 

sowie  Satz  VIT:  Subtraktion  eines  Zahlenpaares  ist  dasselbe  wie  Ad- 
dition des  entgegengesetzten  Zahlenpaares,  also  eine  in  jedem  Falle  aus- 
ßhrhare  und  eindeutig  bestimmte  Op'eration. 

Die  Summe  einer  Anzahl  (m)  gleicher  Summanden  a 

12         3  m-l       m 

a  +  a  +  a  +  ..  +  a  +  a 

wird  in  der  elementaren  Algebra  „das  Produkt  aus  der  Anzahl  m 
in  die  Zahl  a"  genannt.  Zufolge  des  Satzes  (III)  hat  es  einen  be- 
stimmten Sinn,  wenn  wir  diese  Definition  auf  Zahlenpaare  ausdehnen ; 
wir  können  sagen: 

VIIL  Unter  dem  Produkt  aus  einer  ganzen  Zahl  m  und  einem 
Zahlenpaar  {a,  b)  verstehen  wir  die  Summe  von  m  einander  gleichen 
laklenpaaren  {a,  b). 

Bilden  wir  diese  Summe  nach  den  Vorschriften  der  Definition  IT 
and  des  Satzes  m,  so  finden  wir  einen  Satz  IX  der  sich  durch  die 
Gleichung  ausdrückt: 

5)  m  (a,  b)  =  {ma,  m  b). 

X,  Die  Division  eines  Zahlenpaares  durch  eine  ganze  Zahl  definieren 
wir  als  Umkehrung  der  eben  definierten  Multiplikation.  Zufolge  der 
Gleichung  (5)  ist  dann: 

VI         \m     m) 

XI.  Multiplikation  eines  Zahlenpaares  mit  einem  Bruch  definieren 
wir  als  „Multiplikation  mit  dem  Zähler  und  Division  durch  den 
Jfenner^^;  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  folgt  dann: 

m  f      ,v       Im     m  j\ 
n    ^  '    '       \n    '  n    ) 

Vermöge  IV — VII  und  der  Definition  der  Multiplikation  nega- 
tiver Zahlen  gelten  die  Sätze  IX — XI  auch  für  negative  ganze 
Zahlen  m,  wu 

XIL  Auf  Grund  der  Definitionen  II  und  XI  kann  jedes  Zahlen- 
paar in  der  Form: 
8j  {a,  b)  =  acy^  +  ^  ^2 

ab  algebraische  Summe  von  Multiptis  der  beiden  speziellen  Zahlenpaare: 

«I  =  (1,  0) 
e,  =  (0,  1) 

dar  gestellt  werden,  die  man  wohl  Einheiten  nennt 


^\  tn 
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§  3.  Multiplikation  der  Zaiilenpaare;  die  Zahlenpaare  als  complexe 

Zahlen. 

In  der  elementaren  Arithmetik  wird  neben  der  Addition  als 
eine  zweite  Art  der  Verknüpfung  zweier  Zahlen  zu  einer  dritten 
die  Multiplikation  betrachtet.  Von  den  Eigenschaften  derselben 
heben  wir  für  unsere  nächsten  Zwecke  einmal  die  Commutativität 
hervor  (vgl  §  2,  Glchg.  (2)),  derzufolge: 

1)  ab  =  ba 

ist;  dann  aber  die  distributive  Beziehung^  in  welcher  sie  zur  Addition 
steht.     Diese  letztere  drückt  sich  durch  die  identische  Gleichung: 

2)  a{b  +  c)  =  ab  +  ac 
aus. 

Wir  fragen  nun,  ob  es  auch  für  Zalilen/?aartf  eine  Verknüpfung 
giebt,  welche  diesen  beiden  Gesetzen  gehorcht,  welche  also  erstens 
selbst  commutatiy  ist,  zweitens  zu  der  in  §  2  gelehrten  Addition 
der  Zahlenpaare  in  distributiver  Beziehung  steht.  Giebt  es  eine 
solche,  so  wollen  wir  den  Namen  Multiplikation  und  die  Bezeichnung 
durch  Nebeneinanderstellen  der  Faktoren,  mit  oder  ohne  ver- 
bindenden Punkt,  auf  sie  übertragen. 

Vermöge  der  in  §  2,  Glchg.  (8)  gelehrten  Darstellung  der  Zahlen- 
paare und  vermöge  der  gestellten  Forderungen  der  Commutativität 
und  Associativität  wird  das  Resultat  der  Multiplikation  irgend  zweier 
Zahlenpaare  bestimmt  sein,  wenn  die  Produkte  der  beiden  Einheiten 
mit  sich  selbst  und  mit  einander  bestimmt  sind  (natürlich  wieder 
als  Zahlenpaare).  Wir  wollen  aber  hier  nicht  die  Frage  allgemein 
aufwerfen  und  beantworten,  welches  die  allgemeinsten  mit  den 
übrigen  Voraussetzungen  verträglichen  Annahmen  sind,  die  wir  hier 
noch  machen  können,  oder  welche  von  den  verschiedenen  etwa  mög- 
lichen Annahmen  auch  wirklich  zu  wesentlich  verschiedenen  „double 
algebras"  führen;  wir  wollen  vielmehr  gleich  diejenigen  Voraus- 
setzungen einführen,  welche  für  die  Theorie  der  sogenannten 
„gemeinen  complexen  Zahlen^*  charakteristisch  sind. 

I.  }Fir  setzen  dementsprechend  fest,  daß  die  Produkte  der  Ein- 
heiten  durch  die  Gleichungen  definiert  seien: 

3)  (1,0).(1,0)  =  (1,0) 

4)  (0,1).(1,0)  =  (1,'D)(0,1)  =  (0,1) 

5)  (0,1).  (0,1)  =  (-1,0) 

Wir  müssen  uns  vor  allem  den  Inhalt  dieser  Gleichungen  klar 
machen. 
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Ans  der  ersten  von  ihnen,  zusammen  mit  den  Resultaten  des 
vorigen  Paragraphen,  ergiebt  sich,  daß  alles  Rechnen  mit  Zahlen- 
paaren, deren  zweite  Elemente  =  0  sind,  so  auszuführen  ist,  wie 
wenn  diese  zweiten  Elemente  gar  nicht  vorhanden  wären,  indem 
nämlich  nur  mit  den  ersten  Elementen  wie  mit  einfachen  Zahlen 
zu  rechnen  ist.  Gleichung  (4)  sagt  zusammen  mit  dem  Gesetz  der 
Distributivität  aus,  daß  die  Zahlenpaare  (er,  0)  auch  für  die  Multi- 
plikation mit  andern  Zahlenpaaren  wie  einfache  Zahlen  zu  behandeln 
sind.  Infolgedessen  dürfen  wir  diese  speziellen  Zahlenpaare  geradezu 
mit  den  einfachen  Zahlen  identifizieren: 

n.   M7r  dürfen  und  wollen: 

6)  (1,0)  =  1 

setzen;  dann  folgt  vermöge  §  2,  Glchg.  5,  daß  allgemein 

7)  (a,0)  =  a 
ZU  setzen  ist. 

Gleichung  (5)  endlich  kann  vermöge  (7)  geschrieben  werden: 

8)  (ü,l).(0,l)=-.l. 

Infolgedessen  können  wir  sagen: 

m.  ^Fahrend  es  nicht  möglich  ist,  eine  einfache  Zahl  zu  finden, 
die  mit  sich  selbst  multipliziert  —  1  ffiebt,  giebt  es  ein  Zahlenpaar,  näm^ 
lieh  (0, 1),  das  diese  Eigenschaft  hat. 

Die  Aufgabe^  eine  Zahl  zu  finden,  die  mit  sich  selbst  multi- 
pliziert eine  gegebene  Zahl  liefert,  heißt  in  der  elementaren  Algebra 
„Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus  dieser  Zahl"  und  wird  mit  y 
bezeichnet;  übertragen  wir  diese  Bezeichnungsweise  (vorläufig  ohne 
nähere  Diskussion)  auf  das  Rechnen  mit  Zahlenpaaren,  so  können 
wir  Satz  III  auch  folgendermaßen  formulieren: 

IV.  Die  durch  )/—  l  geforderte  Bechnungsoperation  ist  im  Gebiete 
der  einzelnen  Zahlen  unmöglich'^  aber  im  Gebiete  der  Zahlenpaare  wird 
ihr  durch  (0, 1)  Genüge  geleistet. 

(Ob  ihr  etwa  noch  andere  Zahlenpaare  Gentige  leisten,  bleibt 
vorläufig  dahingestellt;  vgl.  aber  §  58.) 

Dementsprechend  setzen  wir,  indem  wir  uns  einer  von  Gauss 
eingeführten  Bezeichnungsweise  bedienen: 


9)  (0,1)  =  V-1=/ 

V.  Zufolge  Glchg.  8  des  §  2  kann  dann  jedes  Zahlenpaar  in  der 
Form  geschrieben  werden: 

10)  (a,b)^a  +  bi. 
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Wir  ändern  nunmehr  unsere  Ausdrucksweise: 

VI.  Was  wir  bisher  schlechtweg  j^eine  Zahl^^  nannten j  soll  in  Zm^ 
kunft  „eine  reelle  Zahl"  heißen;  was  wir  bisher  ein  Zahlenpaar  nannten^ 
soll  in   Zukunft   j,eine  Zahl^^,   oder  wo  ein  unterscheidender  Zusatz 
wünschenswert    ist,    eine  „complexe  Zahl'^   (complexe  Größe)  gewami 
werden. 

Dementsprechend  dehnen  wir  den  Gebrauch,  unbestimmte  . 
Zahlen  durch  Buchstaben  zu  bezeichnen,  dahin  aus,  daß  ein  BuckstJk  ■■- 
eine  beliebige  complexe  Zahl  soll  bezeichnen  können  y  wenn  nicht  die  "^ 
Beschränkung  auf  reelle  Zahlen  (oder  eine  andere  Beschränkung)  aus-  ^ 
drücklich  ausgesprochen  oder  au^  dem  Zusammenhang  ersichtlich  ist 

VII.  a  heißt  der  reelle j  b  i  der  imaginäre  Bestandteil  der  ccmr 
plexen  Zahl  a  +  bi.  Eine  complexe  Zahl,  deren  reeller  Bestandteil 
0  ist,  heißt  eine  rein  imaginäre  Zahl. 

Man  darf  sich  durch  diese  Namen  nicht  zu  falschen  Vo^ 
Stellungen  verleiten  lassen;  wie  wir  bald  sehen  werden,  sind  die 
complexen  Zahlen  sehr  wohl  zur  Darstellung  bestimmter  Beziehungen 
zwischen  reellen  Objekten  geeignet 

Wir  wollen  die  eben  eingeführte  Bezeichungsweise  sofort  be- 
nutzen,  um  in  ihr  das  Resultat  explicite  anzugeben,  welches  sidi: 

Vni.  für  die  Multiplikation  von  irgend  zwei  complexen  ZaUtM' 
durch  Anwendung  der  Gleichungen  (1) — (5)  ergiebt: 

11)  {a  +  b  i)  (c  +  di)  =  ac  —  bd  +  i{ad  +  bc). 

Die  durch  diese  Gleichung  definierte  Multiplikation  complexer 
Zahlen  ist  demnach  eine  in  jedem  Falle  ausführbare  Operation,  uni 
ihr  Resultat   ist   eindeutig   bestimmt.     Daß  die  Regeln  der  Multi» 
plikation   reeller  Zahlen   für  sie  gelten,  ist  nicht  selbstverständliA 
(ebensowenig    wie    die    entsprechende    Eigenschaft    der    Addition]^ 
sondern  muß  bewiesen  werden.      Dabei  wird  es  genügen,  die  fort*" 
dauernde    Gültigkeit   der  fundamentalen  Gesetze   nachzuweisen,  um . 
schließen    zu   können,   daß  auch  die  abgeleiteten  Gesetze  bestehen, 
bleiben;    wir   haben   diesen    Punkt   in    den   §§  1,  2  so  ausfÜhrlidb^ 
erörtert,  daß  wir  hier  nicht  mehr  darauf  zurückzukommen  brauche 
Solcher  fundamentalen  Gesetze  besitzt  die  Multiplikation  aber  drei; 
nämlich  außer  den   beiden  zu  Anfang  des  Paragraphen  genannten] 
noch  das  folgende: 

12)  {ab).c  =  a.{bc) 

das  als  Gesetz  der  Association  (§  1,  Glchg.  3)  bezeichnet  wird.    Z\ 
Verifikation   der  Thatsache,    daß   diese    drei  Gesetze   auch   für 
durch  Glchg.  (1 1)  definierte  Multiplikation  complexer  Zahlen  Gültigkeit 
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behalten,  bedarf  es  nur  der  Ausführung  der  geforderten  Operationen 
Dach  den  gegebenen  Vorschriften;  sie  kann  dem  Leser  tiberlassen 
bleiben,  und  wir  dürfen  gleich  den  Satz  aussprechen: 

IX.  Für  die  durch  Gleichung  (11)  definierte  Multiplikation  gelten 
die  drei  Gesetze  (1),  (2),  (12)  mit  allen  ihren  Folgerungen, 

Alle  Folgerungen  aus  Gleichungen  sind  natürlich  wieder 
Gleichungen.  Es  giebt  aber  noch  eine  wichtige  Eigenschaft  der 
Multiplikation  reeller  Zahlen,  die  sich  nicht  durch  eine  Gleichung, 
sondern  durch  eine  Ungleichung  ausdrückt,  und  die  daher  jedenfalls 
nicht  aus  jenen  drei  Grundgesetzen  allein  abgeleitet  werden  kann: 
nämlich  den  Satz,  dass  ein  Produkt  nicht  0  sein  kann,  wenn  nicht 
einer  der  beiden  Faktoren  0  ist.  Wir  müssen  daher  noch  besonders 
zeigen,  daß  auch  dieser  Satz  für  complexe  Zahlen  gültig  bleibt 
Soll  die  rechte  Seite  der  Glchg.  (11)  =  0  sein,  so  muß  nach  der  in 
§  2,  I  gegebenen  Definition  der  Gleichheit  complexer  Zahlen: 

ac  —  Ä£f  =  0      c\  —  d 
ad  +  bc  =  0     d\       c 

sein.     Aus  diesen  Gleichungen   folgt  durch  Multiplikation  mit  den 
beigesetzten  Faktoren: 
13)  a(c2  +  ^*)  =  0, 

h{c^  +  d^)  =  0. 

Der  Gleichung  c^  +  d^  =  0  kann  durch  reelle  Zahlen  c,  d  nicht 
anders  genügt  werden,  als  wenn  c  =  0  und  d  =  0  ist.  Wenn  aber 
c*  +  d^  nicht  =0  ist,  folgt  aus  den  Gleichungen  (13),  daß  a  =  0 
und  4  =  0  sein  muß,  eben  weil  für  reelle  Zahlen  der  angeführte 
Satz  Gültigkeit  hat     Wenn  also 

{a  +  b  i)  (c  +  di)  =  0 

ist,  muß  entweder  a  +  bi  =  0  oder  c  +  di  =  0  sein ;  d.  h.  es  gilt 
anch  för  unsere  complexen  Zahlen  in  der  That  der  Satz: 

X.  Mn  Produkt  kann  nicht  Null  sein,  tceim  nicht  einer  der  Faktoren 
XuU  ist 

§4.  Geometrische  Darstellung  der  complexen  Zahlen  durch  die 

Punkte  der  Ebene. 

Zu  Beginn  unserer  Untersuchungen  (in  §  1)  haben  wir  uns 
daran  erinnert,  daß  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahlen  und  die 
Gesamtheit  der  Punkte  einer  geraden  Linie  einander  umkehrbar  ein- 
deutig, d.  h.  80  zugeordnet  werden  können,  daß  jedem  Punkt  eine 
liestinimte  Zahl  (seine  „Abscisse'*)   und  jeder  Zahl  ein    bestimmter 
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Punkt  entspricht  Wir  haben  auch  bereits  darauf  hingewiesen,  da£ 
ebenso  den  Punkten  einer  Fläche,  als  eines  zweifach  ausgedehnten 
Gebildes,  Zahlenpaare  zugeordnet  werden  können.  Die  einfachste 
derartige  Zuordnung  ist  die  für  die  Punkte  der  Ebene  von  Descartk 
gegebene:  man  zieht  durch  einen  bestimmten  Punkt,  den  „Ursprung 
des  Koordinatensystems",  zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade,  „die 
X-  und  die  y-Axe",  fällt  von  jedem  Punkt  der  Ebene  Senkrechte  aui 
diese  Axen  und  bezeichnet  die  Längen  der  von  diesen  Senkrechtes 
auf  den  Axen  gebildeten  Abschnitte,  vom  Ursprung  aus  gemesser 
und  mit  Vorzeichen  ^  genommen  als  „Koordinaten"  x,  y  des  be- 
trachteten Punktes  (vgl.  Fig.  1).     In    dieser   Darstellung   brauchen 

wir  nur  das  Zahlenpaar  (or,  y)  durch  die  com- 
plexe Zahl  X  +  iy  zu  ersetzen,  so  haben  wii 
die  von  Gauss  und  AjKiAND  gegebene  Beziehung 
der  complexen  Zahlen  auf  die  Punkte  der 
Ebene: 

I.   Wir  ordnen  jeder  complexen  Zahl  x  +  iy 

denjenigen  Punkt  der  Ebene   zu,    der  in  Bezug 

auf  ein  fest  angenommenes  rechtwinkliges  Koordi' 

natensystem  die  Koordinaten  o:,  y  hat,  und  umgekehrt  jedem  Punkt  mit 

den  Koordinaten  x,  y  die  complexe  Zahl  x  +  iy. 

Dabei  entspricht  also  jeder  complexen  Zahl  ein  und  nur  ein 
Punkt  der  Ebene  und  umgekehrt  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  und 
nur  eine  complexe  Zahl.  Also  muss  auch  jeder  bestimmten  Be- 
ziehung zwischen  Punkten  der  Ebene  eine  bestimmte  Beziehung 
zwischen  complexen  Zahlen  entsprechen  und  umgekehrt.  Aus  jedem 
Satze  über  complexe  Zahlen  folgt  durch  Übersetzung  in  die  Sprache 
der  Geometrie  ein  Satz  über  Punkte  einer  Ebene;  umgekehrt  aus 
jedem  Satze  der  Geometrie  der  Ebene  ein  Satz  über  complexe 
Zahlen.  Selbstverständlich  muß  jeder  Satz  jeder  dieser  Theorien 
sich  „rein"  durch  Mittel  beweisen  lassen,  die  ihr  allein  angehören; 
aber  wir  werden  uns  das  mächtige  Hilfsmittel  der  Forschung  nicW 


*  Im  allgemeinen  werden  wir  die  positive  a;-Axe  nach  rechts,  die  positive 
y-Axe  vom  Leser  abgewendet  annehmen;  jedenfalls  aber  denken  wir  uns  die 
positiven  Axenrichtungen  so  gewählt,  daß  sie  durch  bloße  Drehung  in  der 
Ebene,  ohne  Umklappung  derselben,  in  die  eben  angegebene  Lage  gebracht 
werden  können.  Ob  man  diese  oder  die  entgegengesetzte  Festsetzung  triflEt,  ist 
an  und  für  sich  natürlich  vollkommen  gleichgültig;  doch  ist  es  häufig  bequem 
für  die  Ausdrucksweisc,  daß  man  eine  bestimmte  Festsetzung  trifft,  und  ge- 
legentlich für  Vorz(;iclienbestiminunp'n  von  Bedeutung,  daß  man  an  der  ein- 
mal getroffenen  festhält. 
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intgehen  lassen,  das  in  der  Ausnutzung  bekannter  geometrischer 
ätze  fiir  unsere  funktionentheoretischen  Zwecke  besteht  Dieses 
"erfahren  ist  auch  vom  Standpunkt  der  Stringenz  unangreifbar, 
obald  nur  einerseits  die  umkehrbare  Eindeutigkeit  der  gegenseitigen 
leziehung  zwischen  dem  analytischen  Objekt  und  dem  geometrischen 
iild  sichergestellt,  andererseits  eben  nur  bewiesene  geometrische 
ätze  übertragen  werden. 

Insbesondere  entsprechen  den  reellen  Zahlen  (§  3,  VI)  die 
unkte  der  x-Axe,  die  daher  Axe  der  reellen  Zahlen  genannt  wird, 
en  rein  imaginären  Zahlen  (§  3,  VII)  die  Punkte  der  y-Axe  [Axe 
T  rein  imaginären  Zahlen)  ^. 

Aus  den  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  ergeben  sich 
ebnntlich  seine  Polarkoordinaten,  Radius  Vector  r  und  Polarwinkel 
,  durch  die  Gleichungen  (vgl.  Fig.  1): 

X  =  r  cos  op, 

I  .    ^ 

;/  =  rsin9, 

eren  Auflösung  lautet: 

I  r  =  }/jr3  4-  y«,     y  =  arc  tg  |  • 

'ie  Formeln  (1)  sind  auch  dem  Vorzeichen  nach  richtig,  wenn  der 
ositive  Drehsinn  für  die  Winkel  so  gewählt  ist,  daß  die  Halbaxe 

er  positiven  y  mit  der  der  positiven    x   einen  Winkel    +^    ein- 

ihliesst*,  und  wenn  r  stets  positiv  genommen  wird.  Die  Be- 
ründung  dieser  Behauptungen  durch  die  Theorie  der  trigono- 
letrischen  Funktionen  eines  reellen  Winkels  setzen  wir  hier  als 
«kannt  voraus. 

n.  Auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  kann  jede  complexe  Zahl  auf 
fe  Form  gebracht  werden: 
i)  z  =  X  +  iy  =^  r  (cos  (p  +  i  sin  (f). 

lEL  Dabei  ist  r  der  positive   IFert  der  Wurzel: 

M»  nennt  ihn  den  absoluten  Betragt  der  complexen  Zahl 
=  *  +  iy  und  bezeichnet  ihn  mit: 

\z\.  ^ 

^as  Quadrat  des  absoluten  Betrags  wird  Norm  genannt 

'  Man  sagt  auch  wohl  „reelle  Axe^^,  ,,iinaginäre  Axe'^ 

*  Alflo  bei  der  getroffenen  Festsetzung  über  die  positiven  Richtungen  der 
:en:  ..gegen  den  Sinn  des  Uhrzeigers". 

*  Auch  wohl  „^/orfw/";  dieses  Wort  hat  aber  nocli  verschiedene  andere 
dentungeii. 
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IV.  Über  einen  bestimmten  Namen  für  den  Winkel  (p  hat  mai 
sich  nicht  geeinigt;  man  findet  ihn  als  Argument,  Amplitude,  Ab 
weichung,  Anomalie,  Arcus  bezeichnet.  Wir  wollen  die  letztgenannt«! 
Bezeichnung  annehmen. 

V.  Der  Faktor 

cos  (p  +  i  sin  cp 

(Richtungsfaktor  der  complexen  Zahl)  hat  die  Eigenschaft,   daß  seif 
absoluter  Betrag  =  1  ist, 

VI.  Die  Endpunkte  der  Zahlen  vom  absoluten  Betrag  1  liegen  auj 
dem  Einheitskreis y  d,  h,  auf  dem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Null 
punkt  und  dessen  Radius  gleich  der  Längeneinheit  ist. 

Eine  sehr  wesentliche  Frage  ist  hier,  ob  es  nur  auf  eine  Ar 
möglich  ist,  eine  complexe  Zahl  auf  die  Form  (3)  zu  bringen,  odei 
auf  mehrere  Arten.     Darauf  ist  zu  sagen: 

VII.  Der  absolute  Betrag  r  ist  eindeutig  bestimmt;  aber  es  gieb 
(wie  die  Trigonometrie  lehrt)  unendlich  viele  Werte  von  cp,  die  det 
Bedingungen  genügen:  sie  gehen  alle  aus  irgend  einem  von  ihnen  durcl 
Addition  und  Subtraktion  beliebiger  ganzzahliger  Vielfacher  von  2  t 
hervor.  Man  muß  diese  unendliche  Vieldeutigkeit  des  Arcus  be- 
ständig beachten,  wenn  man  mit  der  Form  (3)  der  complexei 
Zahlen  operiert;  übrigens  werden  wir  in  §  54  ausfuhrlich  auf  8i< 
zurückkommen  müssen. 

^    , ,  VIII.  Die  Zahl: 

4)  a  —  ib  =  r(cos(—  qp)  +  2sin(—  qp)) 
=  r  (cos  (p  —  i  sin  g- ) 

heißt  die  zu  a  -\-  ib  konjugiert  complexe  Zaki 
Ihr  geometrisches  Bild  ist  (vgl.  Fig.  2)  da 
^^'  ^*  Spiegelbild  des   Punktes    a  -\-  ib    in  Bezug    au 

die  Axe   der   reellen   Zahlen.    —    Die  zur  konjugierten  konjugiert 

Zahl  ist  wieder  die  ursprüngliche. 

§  5.     Geometrische  Darstellung  der  Addition  complexer  Zahlen 

Aus  den  Punkten,  welche  die  beiden  complexen  Zahlen  a  +b 
und  c  +  di  geometrisch  repräsentieren,  lässt  sich  der  ihre  Summ« 
darstellende  Punkt  nach  folgender  Vorschrift  konstruieren: 

I.  Man  verbinde  die  beiden  gegebenen  Punkte  mit  dem  Nullpunh 
durch  gerade  Linien  und  vollende  das  dadurch  bestimmte  Parallel(h 
gramm;  seine  vierte   Ecke  ist  der  gesuchte  Punkt, 
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(a-f-bhjr-f-d)i 


Wd^ 


Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  Fig.  3,  in   der  die  erforderlichen 
HilfsKnien  gezogen  sind.  —  Daß   er  auch   giltig   bleibt,   wenn    die 
gegebenen  Punkte  nicht   beide  im  ersten  Quadranten   liegen,   folgt 
aas  den  in  §  4  getroffenen  Be- 
stimmungen über  die  Vorzeichen. 

Eine  andere  Form  derselben 
Vorschrift  ist  die  folgende: 

II.  3fan  nehme  a  +  bi  zum 
Akfangspnnkt  einer  Strecke^  welche 
mit  der  iwn  0  nach  c  +  di  pa- 
rallel, gleich(ferichtet  und  gleich- 
kng  ist;  ihr  Endpunkt  ist  dann 
fa+hi)  +  (c  +  di). 

Von  den  in  §  2  behandelten 
Eigenschaften  der  Addition  folgt 

die  Kommutativität  aus  der  L,  die  Associativität  aus  der  II.  Form 
dieser  Vorschrift.  Darüber  liinaus  erhalten  wir  gleich  ein  erstes 
Beispiel  für  die  Nutzbarmachung  geometrischer  Sätze  zu  analytischen 
Zwecken.  Es  gilt  nämlich  der  elementargeometrische  Satz:  in  jedem 
Dreieck  ist  jede  Seite  nicht  grösser  ^  als  die  Summe  (und  niclit 
kleiner  als  die  Differenz)  der  beiden  andern  Seiten.  Aus  ihm  folgt 
auf  Grund  der  Definition  (3)  von  §  4  der  folgende  wichtige,  nament- 
lich bei  Konvergenzbeweisen  immer  wieder  zur  Anwendung  kommende 
Satz -.2 


*  Die  gewählte  Ausdrucks  weise  berücksichtigt  einen  Grenzfall,  der  hier 
nicht  aufigeschlossen  werden  darf:  daß  nämlich  das  Dreieck  in  eine  gerade 
linie  ausartet. 

*  Ein  algebraischer  Beweis  würde  folgendermaßen  zu  führen  sein: 


also: 


Aber 
^er  auch 


;  a  +  6  *  I  =  Va'^  +  6^      \e  -h  di\  =  ]/c^-  +> , 

I  a  +  6 1  +  c  +  c/t  I  *  =  (o  +  f )«  +  (&  +  d)' 

(^,a  +  bi\  +]c-hdi\y  -la  +  bi  +  c-^-dil^ 
=  2  }/(a*  +  b'')(c^'  -Trf*)  -  2  f7C  -  2  W 
«  2  [VV  e-^  +b*c^  +  a^d"  -\-  b^*  -  V'ä-'c^  +  2  abcdT^  Ä-7/^] 


(ad  -  bcf  ^  0, 


a*  (i*  +  6*  c«  ^  2  abcd; 

i^bch  ist  der  Ausdruck  in  [  ]  nicht  negativ,   da  die  erste  Wurzel  positiv  zu 
oehmeii    ist   (mag    die   zweite  Wurzel   positiv  oder   negativ   zu  nehmen  sein). 

kko  ist  auch 

I  a  +  6  A I  +  I  c  +  rft :  ^  i  a  +  6  *  +  e  +  rf*  I 
V.  2.  b.  w. 
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III.  Der  absolute  Betraff  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen  isi 
nicht  größer  als  die  Summe  (und  nicht  kleiner  als  die  Differenz)  der 
absoluten  Beträge  der  Summanden. 

Wiederholte  Anwendung  der  ersten  Hälfte  des  Satzes  III  giebl 
den  allgemeineren: 

IV.  Bei'  absolute  Betrag  der  Summe  beliebig  vieler  complexer 
Zahlen  ist  nicht  großer  als  die  Summe  ihrer  absoluten  Beträge. 

§  6.  Geometrische  Darstellung  der  Multiplikation  complexer  Zahlen. 

Die  in  §  3,  Glchg.  11  gegebene  Definition  des  Produkts  zweies 
complexen  Zahlen  lässt  sich  auf  Grund  der  Entwicklungen  von  §  4 
auf  eine  Form  bringen,  aus  der  sich  die  geometrische  Konstruktion 
des  Produkts  sofort  wird  ablesen  lassen.     Sei  nämlich: 

a  +  bi  =:  Tj  (cos  (f^  +  I  sin  <jpj), 

c  -Jf  di  =^  r^  (cos  (p^  +  i  sin  y^) , 
so  folgt  zunächst: 

(a  +  bi)  (c  +  di)  =  r^  r^  [(cos  rp^  cos  fp^  —  sin  y^  sin  rp^ 

+  I  (sin  (jpj  cos  qpg  +  cos  rf>^  sin  qp^)]  . 

Das   ist   aber   nach   den  Additionstheoremen   der  trigonometrischeii 
Funktionen  nichts  anderes  als: 

1)  =  ''i  ^2  [cos  (¥>i  +  ^a)  +  i  sin  (y  ^  +  cp^)\ ; 
wir  haben  somit  den  Satz  gewonnen: 

I.  Der  absolute  Betrag  eines  Produkts  ist  gleich  dem  Produkt  der 
absoluten  Beträge  der  Faktoren  j  der  Jrcus  des  Produkts  gleich  der 
Summe  ihrer  Arcus. 

Ein  bemerkenswerter  Specialfall  wird  für  r^  =  r^,  (f^  =  —  <jpj 
erhalten,  nämlich: 

2)  {a  +  bi){a-bi)=^a^  +  b^, 
UL  W.: 

EL  Bas  Produkt  zweier  konjugiert  complexen  Zahlen  ist  reellj 
nämlich  gleich  ihrer  gemeinsamen  Norm. 

Die  Gleichung  (1)  lässt  die  Associativität  und 
Kommutativität  des  Produkts  unmittelbar  erkennen; 
sie  führt  ferner  zur  geometrischen  Eonstruktios 
desselben.  In  Fig.  4  sei  c  der  Punkt,  der  das 
Produkt  ab  geometrisch  darstellt;  es  ist  dann 

'^10 a  =  (p^,  -^10 b  =  rp^,  ba  =  r^  ,    0 Ä  =  r, 
und  zufolge  der  Gleichung  (1): 
Fig.  4.  -^^Oc  =  (p^  +  ff^,     Oc^r^r^, 
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also: 


^bOc  =  <p^=^lOa,     ül:0fl=0Ä:0c. 

Demnach  sind  die  Dreiecke  01a  und  Obc  einander  gleich- 
stimmig  ähnlich  und  die  gesuchte  Konstruktion  ist  folgende: 

HI.  Sind  a,  b  die  Punkte^  welche  die  zu  multiplizierenden  Zahlen 
(jtometrisch  darstellen ,  so  konstruiere  man  das  zu  Ol  a  gleichstimmig 
ähnliche  Dreieck  Obc;  die  dritte  Ecke  c  desselben  stellt  das  Produkt 
ab  dar. 

Diese  Konstruktion  benutzt  außer  dem  Nullpunkt  auch  den 
Eiüheitspunkt,  was  bei  der  Konstruktion  der  Summe  in  Fig.  3  nicht 
der  Fall  war. 


§  7.    Division  complexer  Zahlen. 

L  Den  Quotienten  zweier  complexen  Zahlen  a: b  definieren  wir  als 
fliejenige  complexe  Zahl  c,  die  mit  b  midtipliziert  a  ergiebt 

Die  in  §  6,  I  gegebene  Darstellung  des  Produkts  gestattet 
,  sofort  die  Lösung  der  durch  diese  Definition  gestellten  Aufgabe; 
f    man  findet: 

j  n.  r 

I     1)  ^  =  ^  [cos  (qpi  -  y,)  +  /  sin  (y ,  -  rp^)], 

m.  W.: 

IL  Der  absolute  Betrag  des  Quotienten  zweier  complexen  Zahlen 
^t  gleich  dem  Quotienten  ihrer  absoluten  Beträge^  sein  Arcus  gleich  der 
Differenz  ihrer  Arcus  (gleich  dem  Winkel  aOb). 

Die  Vieldeutigkeit  der  Arcus  hat  auf  das  Resultat  keinen  Ein- 
nuß. Denn  vermehren  wir  den  zuerst  gewählten  Arcus  des  Divi- 
denden oder  des  Divisors  um  2;r,  so  vermehrt,  bezw.  vermindert 
8ich  der  nach  der  gegebenen  Regel  zu  bildende  Arcus  des  Quotienten 
^lU  2  ;r ;  weder  das  eine  noch  das  andere  ändert  den  Wert  desselben. 
Wir  können  also  sagen: 

HL  Auch  die  Ditnsion  zweier  complexen  Zahlen  ist  eine  stets  aus^ 
führ  bare,  eindeutig  bestimmte  Operation;  allein  den  Fall  ausgenommen, 
daß  der  Divisor  gleich  Null  ist. 

Geht  man  von  der  trigonometrischen  Darstellung  der  complexen 
Zahlen  wieder  zu  der  ursprünglichen  zurück,  so  findet  man: 

Als  speziellen  Fall  beachte  man  ^i  =  ''2  >  9^2  ~  ""  9^1 '    ^^^ 
IV.  Der  Quotient  zweier  konjugiert  complexen  Zafilen  ist  e 
vom  absoluten  Betrage  L 
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V.  Der  Quotient  von  1  durch  eine  complexe  Zahl  a  heißt  (wie  b' 
reellen  Zahlen)  ihr  reciproker  H^ert,     Ist: 

a  =  a  +  iß  =  r  (cos  qp  +  z  sin  qp), 
so  ist: 

o\  1  n  —  iß  1  f  ... 

3)  -  =  -^^^-^  -  -(cos(jp  -  ism(p). 

Vergleichung  der  Formeln  zeigt,  daß  wie  bei  reellen  Zahle 
der  Satz  gilt: 

VI.  Eine  complexe  Zahl  wird  durch  eine  andere  dividiert,  inde 
man  sie  mit  dem  reciprohen   fFert  der  letzteren  multipliziert. 

Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  auch  für  die  Division  complexi 
Zahlen  alle  Regeln  des  Rechnens  mit  reellen  Zahlen  gelten.  Indei 
wir  dieses  Resultat  mit  den  Resultaten  der  vorhergehenden  Parj 
graphen  in  einen  Satz  zusammenfassen,  können  wir  sagen: 

VII.  Im  Gebiete  der  vier  Grundrechnungsarten  darf  man  mit  con 
plexcn  Zahlen  rechnen  wie  mit  reellen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  daß  man  sich  den  Inhalt  dieser  Au 
sage  vollständig  klar  macht  Sie  enthält  einmal  den  Lehrsatz,  As 
es  Verknüpfungen  von  Zahlen/^oarew  giebl,  welche  denselben  Regel 
gehorchen,  wie  die  mit  den  Namen  Addition,  Subtraktion  u.  s.  i 
bezeichneten  Verknüpfungen  einzelner  reeller  Zahlen;  sie  enthä 
ferner  die  konventionelle  Festsetzung,  dass  man  für  jene  Verknüpfunge 
dieselben  Namen  und  Zeichen  beibehalten  will,  die  für  diese  ii 
Gebraucli  sind. 

Für  Zahlen tripel,  Zahlenquadrupel  u.  s.  w.  gilt  kein  ent 
sprechender  Satz.  Man  kann  zwar  Verknüpfungen  derselben  an 
geben  —  und  zwar  noch  in  mannigfaltiger  Weise  —  welche  fa^ 
allen  Regeln  des  Rechnens  mit  reellen  Zahlen  gehorchen;  aber  mai 
muß  dabei  doch  immer  entweder  die  eine  oder  die  andere  diese 
Regeln  preisgeben.  Der  Beweis  dieses  Satzes  würde  uns  hier  zi 
weit  führen^;  ebensowenig  können  wir  auf  die  IVage  eingehen,  ol 
es  nicht  trotzdem  für  bestimmte  Zwecke  vorteilhaft  ist,  solche  „höhen 
complexen  Zahlen"  einzuführen,  und  auf  welche  von  den  Regeln  de 
gemeinen  Arithmetik  man  noch  am  ehesten  verzichten  kann  ^. 

Wollten  wir  uns  an  den  Entwicklungsgang  der  elementare! 
Algebra    anschließen,    so    hätten   wir   uns   nunmehr   zu   den  sogei 


*  Vgl.  etwa  O.  Stolz,  Allgemeine  Arithmetik,  Bd.  II.  (Lpz.  1886),  I.  AI 
schnitt;  neuerdings  D.  Hilbert,  Gott.  Nachr.  1896. 

-  Vgl.  etwa  H.  Hankel,  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme  (Lpz.  1867 
so^^'ie  S.  Lie,  Contiuuierliche  Oruppen,  hsg.  von  G.  Scheppers  (Lpz.  1898 
Kap.  21. 
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Operationen  dritter  Stufe,  dem  Potenzieren,  Wurzelziehen  und 
Logarithmieren,  zu  wenden;  wir  verschieben  das  jedoch  auf  später 
(§§  18,  56,  63),  bleiben  zuerst  bei  den  vier  elementaren  Operationen 
und  sehen  zu^  was  uns  dieses  Gebiet  für  neue  Resultate  liefert, 
wenn  wir  zu  den  BegriflFen  der  Algebra  noch  die  der  Analysis  an- 
gehorigen  Begriflfe  der  veränderlichen  Größe  und  der  Funktion 
hinznnehmen. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 


rationalen  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen 
und  die  durch  sie  yermittelten  konformen  Abbildungen. 

§  8.    Allgemeine  Vorbemerkungen; 
die  Funiction  z  +  a  und  die  Paralleiverschiebung. 

W  ir  wollen  in  diesem  und  in  den  folgenden  Paragraphen  unser 
Augenmerk  auf  den  Fall  richten,  daß  von  den  beiden  durch  eine 
unserer  Elementaroperationen  zu  verbindenden  complexen  Zahlen 
die  eme  als  fest  gegeben  (konstant)  angesehen  wird,  die  andere  als 
^wabel,  d.  h.  als  ein  Symbol,  unter  welchem  im  Laufe  der  ünter- 
I  suchung  immer  andere  und  andere  (complexe)  Werte  verstanden 
;  werden  sollen.  Wir  präcisieren  das  näher  dahin,  dass  wir  diese 
I  Zahl  als  unbeschränkt  veränderlich  ansehen  wollen,  d.  h.  als  ein 
^bol,  unter  welchem  jede  beliebige  complexe  Größe  verstanden 
werden  darf.  Wir  wollen  diesen  Unterschied  auch  in  der  Be- 
zeichnung zum  Ausdruck  bringen,  indem  wir,  wie  üblich,  constante 
Größen  durch  die  ersten,  variable  durch  die  letzten  Buchstaben  des 
Alphabets  bezeichnen. 

Diese  Unterscheidung  zwischen  konstanten  und  variabeln  Größen 
bekommt  ihre  Bedeutung  eigentlich  erst,  wenn  wir  zwei  verschiedene 
Variable  zu  einander  in  Beziehung  bringen.  Setzen  wir  etwa,  um 
gleich  an  das  einfachste  Beispiel  anzuknüpfen: 

1)  z=z  +  a, 

80  wird  zugleich  mit  z  auch  z'  eine  veränderliche  Größe  sein.    Ihre 
Veränderung  ist  aber  durch  die  Gleichung  (1)  in  bestimmter  Weise 

Bdkkhabot,  Funktionen.    I.  ^ 
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an  die  Veränderung  von  z  gebunden;  wir  nennen  sie  deshalb  eine 
Funktion  ^  von  z,  und  zwar  eine  rationale.    Wir  definieren  nändich: 

I.  Eine  complexc  Variable  z*  heißt  rationale  Funktion  einer 
andern  r,  wenn  ihr  Wert  aus  dem  von  z  und  aus  Konstanten  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Additionen^  Subtraktionen,  Multiplikationem 
und  Divisionen  abgeleitet  werden  kann, 

n.  Wird  von  Divisionen  kein  Gebrauch  gemacht^,  so  heifit  die 
Funktion  eine  rationale  ganze, 

Stellen  wir  z  und  z  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  geometrisch 
dar,  so  stellt  eine  Gleichung: 

2)  z'  =  f{z) 

eine  Abbildung  der  r-Ebene  auf  die  /-Ebene  dar,  bei  der  jedem 
Punkt  z  der  ersteren  ein  Punkt  z  der  letzteren  entspricht  Deuten 
wir  aber  z  und  z  in  derselben  Ebene  und  unter  Zugrundelegung 
desselben  Axensystems,  so  wird  durch  eine  solche  Gleichung  jedena 
Punkt  z  der  Ebene  ein  bestimmter  anderer  Punkt  z  derselben  zu- 
geordnet; sie  stellt,  wie  man  sich  ausdrückt,  eine  Transformation  der 
Ebene  in  sich  dar. 

Was  insbesondere  die  Gleichung  (1)  angeht,  so  zeigt  die  in 
Fig.  8  gegebene  Konstruktion,  daß  ihr  zufolge  jeder  Punkt  z'  aas 
seinem  entsprechenden  z  erhalten  wird,  wenn  man  die  ganze  Ebene 
parallel  mit  sich  selbst  in  der  Richtung  und  um  die  Länge  der 
Strecke  Da  verschiebt: 

in.  Die  durch  Gleichung  (1)  dargestellte  Transformation  der  EberU 
in  sich  ist  eine  Parallelverschiebung  (Translation)  in  der  Richtung  urU^ 
um   die  Länge   der  Strecke  0  a. 

Insbesondere  beachte  man: 

IV.   Wird  der  Zusammenhang  zwischen  z    und  z  durch  Gleichuni 
(1)  dargestellt,   so  ist  jede  aus  Punkten  z   gebildete  Figur  zu  der 
den  entsprechenden  Punkten  z  gebildeten  kongruent. 


*  Wir  werden  später  (§§  33,  67)  das  Wort  „Funktion  einer  complexen  Vef 
änderlichen"  in  einem  engeren  als  dem  hier  angedeuteten  Sinne  definieren;  ^ 
wird  sich  übrigens  dann  zeigen,  daß  die  in  diesem  Abschnitt  zu  behandelnde^ 
rationalen  Funktionen  auch  in  jenem  engeren  Sinne  „Funktionen"  ihres  Aigt*: 
meuts  sind.  Aus  diesem  Grunde  mag  es  gestattet  sein,  hier  „rationale  FunktaiM^ 
von  *"  zu  definieren,  ohne  vorher  förmlich  definiert  zu  haben,  waa  „Funktiot 
von  ***  überhaupt  ist. 

*  Nur  solche  Divisionen  sind  hier  auszuschliesscn,  bei  welchen  der  Neniltf. 
von  X  abhängt;  Division  mit  einer  Konstanten  ist  Multiplikation  mit  ihreli 
reciproken  Wert,  also  auch  mit  einer.  Konstanten. 
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§  9.    Die  Funktion  az. 

Die  nächst  einfache  rationale  Funktion  von  z  ist  das  Produkt: 

z'  :=  az 

s  z  und  einer  Konstanten  a;  wir  fragen,  was  f&r  Transformationen 
r  Ebene  in  sich,  bezw.  was  für  Abbildungen  der  z-Ebene  auf  die 
Ebene  durch  diese  Gleichung  je  nach  dem  Werte  von  a  dar- 
stellt sein  mögen.     Dabei  müssen  wir  vor  allem  den  Fall 

a  =  0 

sscheiden;  in  diesem  wird  z  =  0,  was  auch  z  sein  mag,  und  wir 
ben  es  folglich  gar  nicht  mit  einer  eigentlichen  Transformation  zu 
m.    Dann  betrachten  wir  zunächst  zwei  wichtige  Specialfälle. 
Sei  erstens  a  eine  Zahl  vom  absoluten  Betrage  1,  also  (§  4,  VI): 

a  =  cos«  +  isina, 

a  ein  reeller  Winkel  ist.  Die  in  §  6,  Fig.  4  gegebene  Kon- 
iiktion  des  Produkts  zeigt  dann,  daß  die  Strecke  0/  mit  der 
recke  0  z  gleich  lang  ist,  aber  einen  um  die  Konstante  cc  größeren 
inkel  mit  der  x-Axe  einschließt.  Es  wird  also  jeder  Punkt  z'  aus 
inem  entsprechenden  z  erhalten,  wenn  man  die  ganze  Ebene  um 
n  Nullpunkt  durch  den  Winkel  a  dreht,  m.  a.  W.: 
I.  Die  durch: 

z  =  (cos  a  +  2  sin  a)  z 

reell)  dargestellte  Transformation  der  Ebene  in  sich  ist  eine  Drehung 
«  den  Nullpunkt  durch  den  IVinkel  a, 

(Insbesondere  stellt  z  =  iz  eine  Drehung  um  einen  rechten 
inkel,  r'  =  —  z  eine  Drehung  um  zwei  Rechte  dar.) 

Wir  fügen  hinzu: 

n.  Auch  in  diesem  Fall  (wie  in  dem  §  8  behandelten)  ist  jede  aus 
mhten  z  gebildete  Figur  zu  der  aus  den  entsprechenden  Punkten,  z 
bildeten  kongruent. 

Sei  zweitens  a  eine  reelle  positive  Zahl  r.  Dann  liegen  (vergl. 
eder  Fig.  4)  je  ein  Punkt  z  und  sein  entsprechender  z  auf  einer 
Jraden  durch  den  Nullpunkt  und  stehen  in  der  Beziehung  zu  ein- 
der,  daß  die  Länge  der  Strecke  üz'  zu  der  von  Öz  ein  konstantes 
rbältnis  hat     Wir  sagen: 

lEL  Die  durch: 

z'  =  r  z 

reell  positiv)  dargestellte  Transformation  der  Ebene  in  sich  ist  eine 
fckung  vom  NiMpunkt  aus. 
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(Ist  r  <  1,  so  werden  die  vom  Nullpunkt  ausgehenden  Stre 
nicht  verlängert,  sondern  verkürzt;  das  Wort  „Streckung**  soll  1 
Möglichkeiten  umfassen.) 

IV.  Bei  dieser  Transformation  ist  jede  aus  Punkten  z    geh 
Figur  zu  der  aus  den  entsprechenden  Funkten  z  gebildeten  zwar 
kongruent^  aber  doch  noch  ähnlich. 

Nach  Erledigung  dieser  beiden  Specialfälle  gehen  wir  zum 
gemeinen  Fall  der  Transformation  (1)  über.    Die  Multiplikation 

a  =  r  (cos  cc  +  i  sin  a) 

kann  vermöge  der  Associativität  der  Produktbildung  (§  3*,  Glcl 
dadurch  geschehen,  daß  man  erst  mit  r  und  dann  mit  cos  u  +  i 
multipliziert.     Daraus  folgt: 

V.  Die  allgemeine  Transformation  (1)  setzt  sich  aus  einer  Dre 
um  den  Nullpunkt  durch  den  Arcus  von  a  und  einer  Streckung 
ihm  aus  im  Terhältnis  \a\:  1  zusammen;  sie  ist  eine  Ahnlich 
transformation  mit  dem  Nullpunkt  als  Ahnlichkeitszenhiim, 

Die  Kommutativität   der  Multiplikation   giebt   noch    den 
daß  die  Reihenfolge,  in   der  Streckung  und  Drehung  vorgenon 
werden,  für  das  Resultat  gleichgültig  ist.     Man  pflegt  das  so 
zudrücken: 

VI.  Streckung  von  einem  Funkte  aus  und  Drehung  um  dem 
sind  vertauschbare  Transformationen, 

r 

§  iO.    Die  lineare  ganze  Funiction  und  die  ailgemeine  Älinliclih 

transformation. 

I.  Ist  eine  complexe  Veränderliche  z  an  eine  andere  z  durch 
Gleichung  der  Form  gebunden: 

1)  z  =  az  -\-  b, 

in  welcher  a,  b  beliebige  complexe  Konstante  bedeuten  können^  so  : 
wir:  z'  ist  eine  lineare  ganze  Funktion  von  z. 

Den  Fall  a  =  0  dürfen  wir  wie  in  §  9  bei  Seite  lassen; 
in  diesem  Fall  stellt  Glchg.  (1)  überhaupt  keine  eigentliche  T 
foiTuation  der  Ebene  in  sich  dar,   es  entspricht  vielmehr  einen 
liebigen  Punkte  z  der  feste  Punkt  z'  =  b,     Ist  aber: 

2)  a  4i  0, 

so  können  wir  die  Transformation  (1)  in  verschiedener  Weise 
den  uns  bereits  bekannten  einfacheren  Transformationen  zusam 
setzen.     Wir  können  z.  B.  eine  Hilfs variable  z"  durch  die  Gloicl 

3)  z'  =  az 
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emführen;  dann  drückt  sich  z   durch  dieses  z"  folgendermaßen  aus: 
4)  /  =  /'  +  b, 

II.  Die  durch  (1)  verlangte  Transformation  kann  also  dadurch 
erhalten  werden^  daß  man  zunächst  (Glchg,  3)  eine  Streckung  vom 
Anfangspunkte  aus  samt  einer  Drehung  um  denselben  vornimmt  und 
darauf  (Glchg,  4)  noch  eine  Parallelverschiebung  folgen  laßt. 

Man  kann  auch  (immer  unter  Voraussetzung  der  Ungleichung  2) 
erst  eine  Hilfsvariable  z"  durch: 

0  r    =  z  H — 

einfuhren;  dann  wird: 

b)  z  =  az   .  • 

III.  Die  allgemeine  Transformation  (I)  kann  also  auch  dadurch 
erhalten  icerden,  daß  man  die  Ebene  erst  parallel  mit  sich  verschiebt 
«mi  dann  streckt  und  dreht. 

Dabei  ist  zu  beachten,  daß  zwar  der  Koefficient  der  Streckung 
und  Drehung  in  (6)  derselbe  ist,  wie  in  (3),  daß  aber  die  Koeffi- 
cienten  der  Parallelverschiebung  in  (4)  und  (5)  nur  für  a  =  1  über- 
einstimmen, d.  h.  wenn  überhaupt  keine  Streckung  und  Drehung 
daneben  in  Frage  kommt.  Wir  heben  das  im  Gegensatz  zu  §  9,  VI 
ausdruckUch  durch  den  Satz  hervor: 

IV.  Farcdlelverschiebung  einerseits,  Drehung  mit  Streckung  anderer- 
fdts  sind  nicht  vertauschbare  Operationen, 

Auf  eine  dritte  bemerkenswerte  Darstellung  der  durch  (1)  ge- 
gebenen Transformation  der  Ebene  in  sich  werden  wir  geführt,  wenn 
wir  die  Frage  aufwerfen,  ob  bei  ihr  bestimmte  Punkte  fest  bleiben, 
i  h.  analytisch  ausgedrückt,  ob  es  Werte  z  giebt,  welche  mit  den 
ihnen  vermöge  (1)  entspreclienden  Werten  z  zusammenfallen.  Für 
jeden  solchen  Wert  muß: 
1)  z  =  az  +  b 

sein;  diese  Gleichung  hat,  wenn  a  4=  1  ist,  eine  und  nur  eine  Wurzel. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  ^,  so  erhalten  wir: 

8)  r=— -. 

'  ^       1  -  a 

Fuhren  wir  diese  Größe   an  Stelle  von  b  in  die  Gleichung  (1)  ein, 
80  können  wir  diese  schreiben: 

Die  Transformation  (1)  kann  also  auch  dadurch  bewerkstelligt  werden. 
Jaß  man  nacheinander  die  3  einfacheren  Transformationen: 

z  —  z  --  g,     z    —  az  ,     z  =  z     +C, 
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ausfuhrt,  m.  a.  W.  daß  man  erst  die  Ebene  so  parallel  mit  sieb, 
selbst  verschiebt,  daß  der  frühere  Punkt  r  =  f  in  den  Nullpunkt  zia. 
liegen  kommt;  daß  man  dann  eine  Streckung  von  diesem  Punkt  aus 
und  eine  Drehung  um  ihn  vornimmt;  daß  man  endlich  diesen  Punkt, 
wieder  in  seine  frühere  Lage  z  =  ^  zurückfuhrt  Dabei  erhält  man. 
aber,  wie  man  geometrisch  einsieht,  dasselbe  Resultat,  wie  wenn  man 
einfach  vom  Punkte  z  =  ^  aus  gestreckt  und  um  ihn  gedreht  hätte  ; 
man  kann  demnach  den  Satz  aussprechen: 

V.   Ist  fl  4^  /,   so  kann  die  durch  (1)  geforderte   Transformadt^rt. 
der   Ebene    in    sich    auch    dadurch   geschehen y    daß   man  sie  um   dem, 

Punkt: 

b 

z  =  - 

1  —  a 

durch  den  Arcus  von  a  dreht  und  im  Verhältnis  \a\ :  1  von  diesem 
Funkt  aus  streckt;  also  wird  bei  ihr  jede  Figur  in  eine  zu  ihr  ähnliche 
übergeführt 

Man  kann  zu  demselben  Resultat  auch  noch  auf  einem  etwas 
andern  Wege  gelangen.     Man  kann  eine  Gleichimg  der  Form: 

10)  Z  =  f{z) 

auch  noch  anders  deuten,  als  wir  es  seit  §  8  zu  thun  gewohnt  sind. 
Statt  nämlich  Z  und  z  als  complexe  Zahlen  zu  betrachten,  die  zwei 
verschiedenen  Punkten  der  Ebene  in  Bezug  auf  dasselbe  Koordinatenr 
System  zugehören,  können  wir  die  Gleichung  auch  so  auffassen,  dass 
durch  sie  dem  Punkte,  der  für  ein  bestimmtes  Koordinatensystem 
die  complexe  Zahl  z  repräsentiert,  noch  eine  andere  complexe  Zahl 
Z  zugeordnet  wird.     Hat  die  Glchg.  (10)  insbesondere  die  Form: 

11)  Z^z-i, 

so  ist  diese  Zahl  Z  keine  andere  als  diejenige,  die  der  Punkt  z 
nach  §  4  erhält,  wenn  man  den  Punkt,  der  im  alten  Koordinaten- 
systeme L,  hieß,  zum  Nullpunkt  eines  neuen  Koordinatensystems 
macht,  dessen  Axen  zu  denen  des  alten  parallel  sind,  und  dessen 
Längeneinheit  der  des  alten  gleich  ist.  Der  Punkt,  der  in  Bezug 
auf  das  alte  Koordinatensystem  z  hieß,  erhält  dann  im  neuen  die 
Zahl: 

12)  j^  =  z'  ~  4: 

zugeordnet  Die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  z  imd  r ,  die  im 
alten  Koordinatensystem  durcli  die  Glclig,  (1)  ausgedrückt  war,  drüc^ 
sich  im  neuen  durch  die  Gleicliung: 

13)  Z^aZ 


I 
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aus,  d.  h.  sie  ist  eine  Ähnlichkeitstransformation,  deren  Ahnlichkeits- 
zentnim  im  neuen  System  0^  also  im  alten  ^  heißt  Damit  ist 
Satz  V  von  neuem  abgeleitet 

Wir  können  aber  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen. 
Denn  eine  Ahnlichkeitstransformation  der  Ebene  ist  bestimmt,  sobald 
zu  zwei  verschiedenen  Punkten  z^,  z^  die  entsprechenden  zj,  Z2  ge- 
geben sind;  zu  jedem  dritten  Punkte  z^  ist  nämlich  dann  der  ent- 
sprechende z's  dadurch  eindeutig  festgelegt,  daß  die  Dreiecke 
Tj^gT,  und  z[z2Zs  einander  gleichstimmig  ähnlich  sein  müssen., 
Man  kann  aber  immer  eine  Transformation  der  Gestalt  (1)  angeben, 
welche  Zj,  z^  bezw.  in  z[,  z^  überführt  Denn  dazu  ist  nur  nötig, 
dass  a  und  b  die  Gleichungen  erfüllen: 

14)  zl  =  az^  +b,     Z2  =  az^  +  b\ 

die  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden  Werte: 


yi>a     ~~    X 1  j  Tif  \    Afn     •""    A"«»    %> 


15)  a  =  '!^ — ^,     Ä  =  ^ 


2    ^'»'2^1 


Xq     ^    %  t  Arn      "~"    ^-i 


sind  aber  unter  der  getroflfenen  Voraussetzung  z^  4^  z^  endlich  und 
bestimmt;  wir  können  sagen: 

VI.  Jede  Transformation  der  Ebene  in  sich,  welche  jede  Figur  der 
Ebene  in  eine  zu  ihr  ähnliche  überfuhrt j  lässt  sich  in  der  Form  (1) 
(mdrücken  ^. 

Zum  Zwecke  späterer  Verwendung  wollen  wir  noch  die  Be- 
dingung für  die  Ähnlichkeit  zweier  Dreiecke  durch  die  ihre  Ecken 
darstellenden  complexen  Zahlen  ausdrücken.  Sollen  die  Dreiecke 
^jZ^Zj  und  z'iz^zs  ähnlich  sein,  so  müssen  die  in  (13)  gefundenen 
Werte  von  a  und  b  auch  noch  die  Gleichung 

Z3  =  a  Zg  +  fi 

erfüllen;  das  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn: 


*3        *1  *2  ~  *1 


ist  Hier  können  wir  die  gestrichenen  Buchstaben  auf  die  eine,  die 
ungestrichenen  auf  die  andere  Seite  des  Gleicliheitszeichens  bringen 
und  den  Satz  so  formulieren: 


*  Als  Beispiel  dafür,  wie  sich  geometrische  Sätze  durch  die  Rechnung  mit 
complexen  Zahlen  ergeben,  mag  angeführt  werden,  daß  aus  VI  und  V  der 
Satz  folgt: 

Jede  Ahnlichkeitstransformation  der  Ebene,  die  nicht  eine  bloße  Parallel- 
verschiebung ist,  kann  aufgefaßt  werden  als  Drehung  um  den  einzigen 
bei  ihr  festbleibenden  Punkt,  verbunden  mit  einer  Streckung  von  diesem 
Punkte  aus. 
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VII.  Ute  nottcendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Ähnlich- 
keit zweier  Dreiecke  z^  z^  Zj  und  z'i  Z2  z^  ist  die,  daß  der  Quotient: 

17)  5^-^^^  =  4^,  d.  h. 

^  —  flj^       *j  —  *i 

gleich  ist  dem  entsprechenden  aus  den  gestrichenen  Buchstaben  gebildeten, 
Quotienten, 

(Der  absolute  Betrag  dieses  Quotienten  ist  gleich  dem  Ver- 
hältnis der  Längen  zweier  Seiten  des  Dreiecks  z^z^z^,  sein  Arcus 
gleich  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel.) 

Gelegentlich  werden  wir  die  Gleichung  (17)  in  der  Determi- 
nantenform: 

z\  z^  1 

Z2  ^2    1      =0 
23^3   1 


18) 
benutzen. 


§  ii.  Die  Funktion   -  und  die  Transformation  durcli  reciproke  Radien. 

Die  Untersuchung  des  Quotienten  als  einer  Funktion  des  Divi- 
denden führt  wegen  des  Satzes  V  von  §  7  auf  die  im  §  9  erledigte 
Untersuchung  des  Produkts;  seine  Untersuchung  als  einer  Funktion 
des  Divisors  läßt  sich  wegen  desselben  Satzes  auf  den  Fall  zurück- 
führen, daß  der  Zähler  =  1  ist.  Es  bleibt  die  Frage:  welche  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich  wird  durch  die  Funktion: 


1) 

1 

z  =  — 

vermittelt? 

Setzen 

wir, 

um 

das 

zu  untersuchen: 

z 

=  X 

+  ig  =  r  (cos  (p  + 

i  sin 

V) 

z 

1 

=  X 

'+  iy  =  r  (cosqp'  + 

tsin 

9')y 

so 

ergiebt  i 

jich 

aus 

§  7 

Glchg.  (3): 

2) 

1 

X     : 

X 

"x^+y^'      y   "  x" 

-  y 

j 

3)  r=       i     ,     (p'=    -^cp. 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Transformation  läßt  sich 
aus  zwei  geometrisch  einfacheren  zusammensetzen,  die  einzeln  für 
sich  betrachtet  nicht  durch  rationale  Funktionen  einer  complexen 
Variabein  vermittelt  werden.  Führen  wir  nämlicli  erst  die  Hilfs- 
transformatiou : 

4)  /•  =  ?• ,     7^  =  "~  9^ 
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H 


oder: 

5)  X  ==  X,    y  =  —y 

aus,  80  müssen  wir  nachher  noch: 

b)  r  ^-,     (f  ^  tf> 

oder 

ansfähren,  um  die  Transformation  (1)  zu  erhalten. 

L  Bie  Gleichungen  (4)  resp,  (5)  stellen  (vgl.  §  4,  VI)  den  Über^ 
gang  von  jeder  complexen  Große  zu  ihrer  konjugierten  dar,  geometrisch 
die  Spiegelung  an  der  Axe  der  reellen  Zahlen, 

II.  Die  durch  die  Gleichungen  (6)  dargestellte  Transformation 
Iteißt  (wegen  der  ersten  derselben)  Transformation  durch  reciproke 
Radien  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  oder  auch  Spiegelung  ^  am 
Einheitshreis,  Wir  müssen  vor  allem  ihre  wesentlichsten  Eigen- 
schaften entwickeln: 

in.  Bie  Transformation  (6)  ist  involutorisch,  d,  h,  je  zwei  Punkte 
tntsprechen  sich  bei  ihr  gegenseitig.  Die  Gleichungen  (6)  gehen 
nämlich  in  sich  über,  wenn  man  r  mit  r  und  (p'  mit  (f  vertauscht; 
den  Gleichungen  (7)  sieht  man  diese  Eigenschaft  zwar  nicht  un- 
mittelbar an,  kann  sie  aber  durch  eine  kleine  Rechnung  bestätigen. 
IV.  Biegt  der  Punkt  f,  q)  außerhalb  des  JEinheitskreises,  so  wird 
der  Punkt  r\  fp  konstruiert,  indem  man  von  (r,  (p)  an  den  EinheitS' 
kreis  die  Tangenten  legt  und  die  Verbindungslinie 
ütrer   Berührungspunkte    mit   dem    nach    (r,   (p)  ^^ 

gehenden  Badius  zum  Schnitt  bringt,  (Fig.  5). 
Zu  einem  innerhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen Punkt  wird  der  entsprechende  (wegen 
III)  durch  Umkehrung  dieser  Konstniktion  er- 
halten. Jeder  Punkt  des  Einheitskreises  ent- 
spricht sich  selbst. 

Eine      weitere     wesentliche     Eigenschaft 
unserer  Transformation  ist,  daß  sie  Kreise  in  *^' 

Kreise  überführt,  d.  h.  daß  bei  ihr  den  sämtücheu  Punkten  eines 
beliebigen  Kreises  Punkte  entsprechen,  die  wieder  auf  einem  Kreise 
äegen.    Denn  wenn  die  Koordinaten  eines  Punktes  .f,  y  der  Gleichung: 

J)  a{s^  +  y^)  +  bs  +  cy  +  d  =  0 

'  In  fibertragenem  Sinne;  das  Spiegelungsgesetz  der  Optik  ist  ein  anderes. 
Dagegreu  Ist  die  hier  behandelte  Transformation  für  die  Elektrostatik  von 
l¥iehtigkeit;  sie  heißt  dort  „Prinzip  der  Thomson'schen  BiIder'^ 
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genügt,  die  bei  geeigneter  Wahl  der  Koefficienten  jeden  beliebigen 

Kreis  darzustellen  imstande   ist,    so   genügen  (nach  (7))  z\  y   der 

Gleichung: 

9)  rf(x'2+y'^  +  Äx'  +  cy  +  a  =  0, 

die  ebenfalls  im  allgemeinen  einen  Kreis,  nur  für  rf  =  0  eine  gerade 
Linie  darstellt.  Der  ausgesprocliene  Satz  ist  also  richtig,  wenn  eine 
gerade  Linie  als  Specialfall  eines  Kreises  angesehen  wird;  genau 
präcisiert  würde  er  folgendermaßen  auszusprechen  sein: 

V.  Einem  Kreise,  der  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht  (a  ^=  0,  <f  4=  ^)> 
entspricht  wieder  ein  Kreis,  der  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht;  einem 
Kreise  durch  den  Nullpunkt  (a  4^  0,  rf  =  0)  eine  Gerade,  die  nicht  durch 
den  Nullpunkt  geht;  eine  Gerade  durch  den  Nullpunkt  (a  =  0,  rf  =  0) 
sich  selbst 

Wir  fügen  noch  bei: 

Va.  Parallelen  Geraden  entsprechen  Kreise  mit  gemeinsamer 
Tangente  im  Nullpunkt 

Ferner  hat  die  Transformation  durch  reciproke  Radien  die 
Eigenschaft,  daß  die  Winkel  bei  ihr  erhalten  bleiben,  d.  h.  daß  der 
Winkel,  unter  dem  sich  irgend  zwei  Kurven  schneiden,  gleich  ist 
dem  Winkel,    unter   dem    sich   die    beiden    entsprechenden   Kurven 

schneiden.     Man  erschließt  die   allgemeine   Richtig- 
keit dieses  Satzes  am  einfachsten,  indem  man  zuerst 
den    Specialfall    behandelt,    daß    eine    der    beiden 
ö        P  F'  ^    Linien  eine  Gerade  durch  den  Nullpunkt  ist     Sind 

Fig.  6.  nämlich  PF'  und  QQ'  zwei  Paare  einander  ent- 
sprechender Punkte  (Fig.  6),  so  ist  n.  Glchg.  (6): 


also: 


OP.Or  ==  OQ.OQ'  =  1 
AOPQ^AOQ'P' 


und  insbesondere: 

10)  ^OPQ:==^OQ'P\ 

Lässt  man  nun  den  Punkt  Q  dem  Punkte  P  auf  einer  bestimmten 
Kurve  sich  nähern,  so  nähert  sich  auch  der  Punkt  Q'  dem  Punkte 
P'  auf  der  entsprechenden  Kurve;  PQj  PQ'  werden  die  Tängenten- 
richtungen  der  beiden  Kurven,  -^OQ'  P'  wird  in  der  Grenze  gleich 
^O'P'Q',  und  es  folgt: 

11)  ^opq^^aFQ, 

w.  z,  b,  w.  Zu  beachten  ist  dabei  nur  noch,  daß  das  Gleichheits- 
zeichen hier  nur  von  der  absoluten  Größe  der  Winkel  zu  verstehen 
ist;    der  Sinn  der   beiden  einander  entsprechenden  Winkel  ist  der 
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entgegengesetzte,  und  der  abgeleitete  Satz  ist  daher  vollständig 
folgendermaßen  zu  formulieren: 

Je  zwei  einander  entsprechende  Kurven  bilden  mit  irgend  einer 
sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gleiche  Winkel  entgegengesetzten 
Sinnes. 

Da  nun  der  Winkel  irgend  zweier  Linien  gleich  ist  der  Summe 
resp.  Diflferenz  der  beiden  Winkel,  welche  die  beiden  Linien  mit 
einer  dritten  einschließen,  so  folgt: 

VI.  Der  Winkel^  unter  welchem  sich  irgend  zwei  Kurven  schneiden^ 
ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel,  unter  welcliem  sich  die  beiden 
Kurven  schneiden,  die  den  er  steten  bei  der  Transformation  durch 
reciproke  Radien  entsprechen. 

Da  uns  Transformationen  dieser  Art  öfter  begegnen  werden, 
wollen  wir  hier  gleich  einen  Namen  für  sie  einfuhren.  Wir  de- 
finieren: 

VIL  Eine  Transformation,  bei  welcher  der  Winkel  zwischen  irgend 
zwei  Kurven  gleich  ist  dem  Winkel  zwischen  den  entsprechenden  Kurven, 
heißt  eine  konforme  (auch  wohl  isogonale,  winkeltreue  oder  „in  den 
kleinsten  Teilen  ähnliche")  Abbildung, 

Je  nachdem  dabei  auch  der  Sinn  der  Winkel  erhalten  bleibt 
oder  geändert  wird,  spricht  man  von  einer  konformen  Abbildung 
„ohne^^  oder  „mit  Umlegung  der  Winkel^*,  Satz  VI  würde  mit  Be- 
nutzung dieser  Terminologie  so  zu  formulieren  sein: 

Vm.  Die  Transformation  durch  reciproke  Radien  ist  eine  konforme 
Abbildung  mit  Umlegung  der  Winkel. 

Die  durch  die  Glchgen.  (4)  oder  (5)  dargestellte  Spiegelung  an 
der  ar-Axe  ist  eine  Abbildung  derselben  Art.  Setzen  wir,  um  zu  der 
ursprünglich  vorgelegten  Transformation  (1)  zu  gelangen,  die  beiden 
Transformationen  (4)  und  (6)  zusammen,  so  heben  sich  die  beiden 
Änderungen  des  Sinnes  der  Winkel  gegenseitig  auf;  wir  können  also 
sagen  —  und  das  ist  das  wichtigste  Resultat  dieses  Paragraphen  — : 

EX.  Die  Transformation  z  =  z~^  ist  eine  konforme  Abbildung  ohne 
ümlegung  der  Winkel. 

§  12.     Die  Division  durcli  Null;  der  Wert  Unendlich  einer  com- 

piexen  Variabein. 

Während  Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation  auch  im 
Gebiete  der  complexen  Zahlen,  wie  wir  fijesehcn  haben,  ausnahmslos 
ausführbare  Operationen  sind,  ist  das  mit  der  Division  nicht  der 
Fall;  es  giebt  unter  den  bisher  von  uns  eingeführten  Zahlen  keine, 
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die    mit   0   multipliziert  eine  gegebene  von  0   verschiedene  Zahl  a 
lieferte,  die  also  als  Resultat  der  durch 


a 
ü 


geforderten  Division  gemäß  der  Definition  dieser  Operation  in  §  7 
angesehen  werden  könnte.      Infolgedessen  ist  auch  die  im  vorigen 

Paragraphen    behandelte  Funktion  z  =  -  für  z  =  0  nicht  definiert; 

anders  ausgedrückt:  wenn  die  z-Ebene  vermittelst  dieser  Funktion 
konform  auf  die  z'- Ebene  abgebildet  wird,  ist  der  Nullpunkt  der 
Z-Ebene  ein  Ausnahmepunkt  der  Abbildung,  indem  ihm  kein  Punkt 
der  z'-Ebene  entspricht. 

Nun  ist  man  in  der  Mathematik  gewohnt,  solche  Ausnalimen 
durch  neue  konventionelle  Festsetzungen  aus  der  Ausdrucksweise 
der  Sätze  zu  entfernen.  Wollen  wir  das  hier  thun,  so  müssen  vrir 
definieren : 

I.  Außer  den  bereits  eingeführten  complexen  Zahlen  und  ihren 
Symbolen  führen  wir  noch   eine  neue  „unendlich*^  mit  dem  Symbol  oo 

ein,  welche  als  Besnltat  der  Division        angesehen  werden  soll. 

Dieser  analytischen  Definition  geht  dann  die  folgende  geome- 
trische parallel: 

II.  Außer  den  in  angebbarer  Entfernung  befindlichen  Punkten  der 
Ebene  schreiben  wir  ihr  noch  einen  unendlich  entfernten  Punkt  zUy  der 
als  Bild  des  Nullpunkts  bei  TransformatiuJi  durch  reciproke  Radien  an- 
gesehen werden  soll. 

Wir  müssen  dann  vor  allem  festsetzen,  wie  mit  diesen  Worten 
und  Zeichen  operiert  werden  soll.  Nach  der  analytischen  Seite  dienen 
dazu  die  Festsetzungen: 

1)  ni.     a+oo  =  oo+a  =  oo 

2)  IV.     a   .    00  =  00    .   a  =  00 ,     (a  4=  0), 

von  denen  man  zeigen  kann,  daß  sie  die  in  §  2  und  3  besprochenen 
Grundgesetze  der  Addition  und  Multiplikation  befriedigen;  aus  ihnen 
folgen  für  die  inversen  Operationen  die  Definitionen: 

3) 


5) 
6) 


00 

"— ~ 

a 

Z^M 

00, 

a 

— 

öo 

= 

00, 

a 

= 

0, 

» 

— 

00 

(a  4=  oo) . 


a 
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Die  Zeichen: 

00  ±00,      O.OO,      -;-,      — 

bleiben  dagegen  auch  jetzt  noch  vollständig  unbestimmt,  insofern 
jede  Zahl  der  durch  sie  geforderten  Operation  genügt 

Nach  der  geometrischen  Seite  können  wir  uns  für  den  Augen- 
blick begnügen,  darauf  hinzuweisen,  daß  der  Ausdruck:  „Kreis  durch 
zwei  endliche  Punkte  und  den  unendlich  fernen  Punkt"  soviel  be- 
deutet als:  „Gerade  durch  jene  zwei  Punkte",  sodaß  der  Satz  V 
des  §  11  einfach  folgende  Fassung  erhält:  dem  Kreis  durch  3  Punkte 
entspricht  der  Kreis  durch  die  3  entsprechenden  Punkte;  im  übrigen 
können  wir  auf  den  nächsten  Paragraphen  verweisen. 

Daß  derartige  konventionelle  Festsetzungen,  nach  welchen  ge- 
wissen Worten  und  Zeichen  gegen  vorher  eine  erweiterte  Bedeutung 
beigelegt  wird,  zulässig  sind,  haben  wir  im  ersten  Abschnitt  wieder- 
holt erörtert;  ebenso  daß  über  ihre  Zweckmäßigkeit  allein  der 
Erfolg  entscheiden  kann.  Man  darf  sich  auch  nicht  daran  stoßen, 
daß  in  einem  andern  Gebiete  der  ebenen  Geometrie,  der  projektiven, 
eine  andere  Festsetzung  (unendlich  viele  unendlich  ferne  Punkte, 
die  eine  unendlich  ferne  Gerade  erfüllen)  sich  als  zweckmäßig  er- 
wiesen hat:  man  kann  nicht  verlangen,  daß  eine  und  dieselbe  Fest- 
setzung fiir  alle  Zwecke  ausreicht 


:    §  13.    Obergang  von  der  Ebene  zur  Kugel  durch  stereographische 
I  Projektion. 

!  Wir  haben  bisher  unsere  complexen  Zahlen  durch  Punkte  der 

I  Ebene  dargestellt,  aber  schon  bei  Einführung  dieser  Darstellung 
(in  §  4)  erwähnt,  daß  irgend  eine  Fläche  dazu  dienlich  ist.  Ins- 
besondere bietet  sich  die  Kugel  dar,  und  wir  wollen  die  bereits  ein- 
[  ^eftihrte  Darstellung  der  complexen  Zahlen  durch  die  Punkte  der 
Kbene  von  dieser  auf  die  Kugel  übertragen.  Wir  verfahren  dazu 
^•^Jgendermaßen : 

I.  Wir  legen  eine  Kugel  vom  Durchmesser  1  so  auf  unsere 
(horizontal  gedachte)  xy^Ehene,  daß  sie  diese  im  Nullpunkt  0  berührt 
■^^^  diesem  letzteren  Punkt  diametral  gegenüberliegenden  (höchsten) 
^T^t  der  Kugel  nennen  wir  O;  von  ihm  aus  projizieren  wir  die  Punkte 
"^  Ebene  durch  geradlinige  Projektionsstrahlen  auf  die  KugeL 

Diese  Projektionsart  wird  unter  dem  Namen  der  stereographischm 
^ojektiun  seit  alter  Zeit  in  der  Kartographie  benutzt;  ihre  wichtigsten 
^Eigenschaften  sind  die  folgenden: 
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IL  Jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  ds 
Kugel;  denn  jeder  Projektionsstrahl  schneidet  die  Kugel  außer  ii 
(y  nur  noch  in  einem  weiteren  Punkte. 

in.  Umgekehrt  entspricht  jedem  Kugelpunkt  ein  Punkt  der  Ebene, 
Dabei  würde  der  Punkt  0'  zunächst  auszunehmen  sein;  aber  wir 
können  diese  Ausnahme  beseitigen,  indem  wir  wie  im  vorigen  Para- 
graphen der  Ebene  einen  unendlich  fernen  Punkt  zuschreiben  und 
diesen  dem  Punkt  0'  zuordnen. 

IV.  Jeder  Geraden  der  Ebene  entspricht  ein  durch  (/  gehender 
Kreis  der  Kugel,  und  umgekehrt. 

V.  Zwei  solche  Kreise  der  Kugel  schneiden  sich  unter  demselben 
Winkel,  wie  die  entsprechenden  Geraden  der  Ebene. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  legen  wir  die  Zeichnungsebene 
der  Fig.  7  durch  die  Scheitel  P,  II  beider  Winkel.  Der  Winkel 
an  P  bestimmt  mit  O'P  einen  Keil ;  dieser  wird  von  den  Tangential- 
ebenen der  Kugel  in  0  und  in  77  in  zwei  Winkeln  geschnitten,  von 
denen  der  erste  der  Winkel  zwischen  den  Geraden  der  Ebene  ist, 

der  zweite  aber  gleich  dem  Winkel  zwischen 
den  entsprechenden  Kreisen  der  Kugel;  denn 
seine  Schenkel  sind  Tangenten  dieser  Kreise. 
Diese  beiden  Ebenen  stehen  aber  zu  der 
Ebene  der  Zeichnung  normal,  und  ihre  Spuren 
nT,  PT  schließen  mit  IIP  entgegengesetzt 
Pjg  7  gleiche     Winkel     ein.        (Es     ist     nämlich 

^nPO^^noa,  weil  jeder  dieser  Winkel 
den  Winkel  HO  0  zu  einem  rechten  ergänzt,  und  '^  PIIT^ 
'^O  0  IIj  als  Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen  0'  II.)  Also 
sind  die  beiden  Tangentialebenen  in  Bezug  auf  die  Kante  des  Keilft 
antiparallel  und  schneiden  ihn  folglich  unter  gleichen  Winkeln. 
Also  sind  auch  die  beiden  zu  vergleichenden  Winkel  gleich; 
w.  z.  b.  w. 

Nun  werden  durch  die  Projektion  unendlich  benachbarte  Punkte 
der  Ebene  in  unendlich  benachbarte  Punkte  der  Kugel,  also  auch 
einander  berührende  Kurven  der  Ebene  in  einander  berührende 
Kurven  der  Kugel  übergeführt.  Infolgedessen  kann  aus  Satz  V 
sofort  die  folgende  Verallgemeinerung  desselben  erschlossen  werden. 

VI.  Irgend  zwei  Kurven  der  Kugel  schneiden  sich  in  jedem 
einzelnen  ihrer  Schnittjmnkte  je  unter  demselben  Winkel,  wie  die  «rf* 
sprechenden  Kurven  der  Ebene  in  dem  entsprechenden  Schnittjmnkte. 

Weitere  Sätze  wollen  wir  mit  Hilfe  analytischer  Geometrie  ab- 
leiten.    Wir  führen   ein   rechtwinkliges  Raumkoordinatensystem  dei 
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f ,  f],  L^  ein,  dessen  |-  und  ly-Axe  bezw.  mit  der  x-  und  y-Axe  unserer 
{x  +  zy)-Ebene  zusammenfallen,  während  die  positive  Richtung  der 
^'-Axe  in  OC/  fült;  in  Bezug  auf  dieses  Koordinatensystem  lautet 
die  Gleichung  der  Kugel: 

1)  I*  + 1?'  =  ?(i  -  c\ 

Einem  Punkte  der  Ebene  mit  den  Koordinaten  x,  y  und  dem  Radius- 
vektor r  =  ya:2  +  y*  entspricht  dann  ein  Kugelpunkt  (|,  ^,  i;),  für 
dessen  ^-Koordinate  und  Abstand  q  von  der  ^-Axe  die  ähnlichen 
Dreiecke    (70/7,   /Z^O,    OOP  der   Fig.  7    die  Doppelproportioü 

liefern: 

(l-f):(>  =  p:f=l:r. 

Aus  ihr  ergiebt  sich: 


und  hieraus  weiter: 


2)  r  =  -^  = 


3)  r»  =  r^T,    1+^'=     ' 


1-  C'  1  -  C' 

sowie  umgekehrt: 

Ferner  ist  nach  Konstruktion: 

x\y\r  =  i:rj:g; 
also  findet  man: 

VII.   Die  Koordinaten  eines  Kugelpunktes  drucken  sich,  wie  folgt, 
durch  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der  Ebene  aus: 

Vm.   Umgekehrt  drücken  sich  Koordinaten  und  Radiusvektor  eines 
Pttnktes  der  Ebene,  wie  folgt,  durch  die  Koordinaten  des  entsprechenden 
S     Kuf/elpunktes  aus: 

;  Aus  diesen  Formeln  können  wir  sofort  den  Satz  ableiten: 

IX.  Jedem  Kreise  der  Ebene  entsjyricht  ein  Kreis  der  Kugel,  und 
umgekehrt 

Denn  den  Punkten  der  Ebene,  die  der  Kreisgleichung: 

^)  ar^  +  bx  +  cy  +  d^O 

Rönügen,  entsprechen  die  Kugelpunkte,  deren  Koordinaten  durch  die 
^\!    Gfeichung  verbunden  sind: 
1^    8)  a^+b^  +  cv  +  d{\  -J)  =  0; 


'4 


f 
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das  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ebene,  und  diese  schneidet  di 
Kugel  in  einem  Kreise.  —  Die  Umkehrung  setzt  übrigens  voraas 
daß  das  Wort  „Kreis"  (der  Ebene)  wie  am  Schluß  des  vorige; 
Paragraphen  im  erweiterten  Sinne  genommen  wird,  sodaß  es  di- 
Gerade  mit  einschließt 

Wir  übertragen  nunmehr  unsere  geometrische  Darstellung  dei 
complexen  Zahlen  von  der  Ebene  auf  die  Kugel: 

X.  /f ir  weisen  jedem  Kugelpunkt  diejenige  complexe  Zahl 
z  =s  X  +  ig  zuj  die  bisher  seiner  stereographischen  Projektion  auf  die 
Ebene  zugeordnet  war. 

Dabei  entsprechen  also  z.  B.  den  reellen,  bezw.  rein  imaginären 
Zahlen  auf  der  Kugel  die  Punkte  der  „Meridiane"  i?  =  0,  bezw. 
1  =  0;  den  Zahlen  vom  absoluten  Betrage  1  die  Punkte  de» 
„Äquators"  ^  =  ^.  Entgegengesetzten  complexen  Zahlen  (§  2,  IV) 
entsprechen  Kugelpunkte,  die  zur  f-Axe  symmetrisch  liegen;  kon- 
jugiert complexen  (§  4,  VI)  solche,  die  zur  ft^-Ebene  symmetrisch 
liegen.  Der  in  §  12  eingeführten  Zahl  oo  entspricht  auf  der  Kugel 
ebenso  wie  Jeder  andern  complexen  Zahl  ein  und  nur  ein  Punkt» 
nämlich  0', 

Mit  Hilfe  dieser  Deutung  der  complexen  Zahlen  auf  der  Kugel 
können  wir  nun  auch  fragen,  welche  Transformationen  der  Kugel 
(statt  der  Ebene)  in  sich  die  früher  untersuchten  Funktionen  dar- 
stellen. Die  in  §  8 — 10  besprochenen  Funktionen  liefern  für  die 
Kugel  nichts  einfacheres,  als  für  die  Ebene;  anders  ist  es  mit  der 
Funktion  von  §  11.  Seien  zunächst  (jt,  g)  und  (x\  g)  zwei  Punkte 
der  Ebene,  die  bei  Transformation  durch  reciproke  Radien  in  Bezug 
auf  den  Einheitskreis  einander  entsprechen;  (|^f)  und  (l'iy'f)  seien 
bezw.  ihre  stereographischen  Projektionen  auf  die  Kugel.  Setzen  wir 
dann  in  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  des  §  11  beiderseits  aus  den 
Gleichungen  (6)  des  jetzigen  und  aus  den  entsprechenden  in 
accentuierten  Buchstaben  geschriebenen  Gleichungen  die  Werte  ein, 
so  gehen  jene  Gleichungen  über  in: 

\-  Q'     ; '    1  -  r     : '    1  -  r       ;    ' 

aus  ihnen  folgt: 

9)  r  =  i,  ^'  =  v,  r-i=  -(c-i). 

d.  h.: 

XL  Der  Transformation  durch  reciproke  Radien  in  Bezug  auf 
den  Einheitskreis  in  der  Ebene  entsj)richt  vermöge  stereographischer  Pnh 
jektion  auf  der  Kugel  die  Spiegelung  an  der  Äquatorebene  ^  —  ^  =  0, 


I 
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Die  durch  z  =  z-^  vermittelte  Transformation  der  Ebene  in 
sich  setzte  sich  zusammen  aus  der  Transformation  durch  reciproke 
Sadien  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  und  aus  der  Spiegelung  an 
der  Axe  der  reellen  Zahlen.  Die  entsprechende  Transformation  der 
Engel  in  sich  setzt  sich  also  zusammen  aus  den  beiden  Spiegelungen 
an  der  Äquatorebene  und  an  der  Meridianebene  tj  =  0.  Nun  setzen 
sich  zwei  Spiegelungen  an  zwei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  zu- 
sammen zu  der  „Spiegelung  an  ihrer  Schnittlinie*'  d.  h.  zu  der  Trans- 
fonnation,  welche  jedem  Punkt  den  zu  ihm  bezüglich  dieser  Schnitt- 
hnie  sjmmetrischen  zuordnet;  diese  Transformation  kann  auch  be- 
wirkt werden,  indem  man  die  Kugel  um  diese  Schnittlinie  als  Axe 
durch  180°  dreht.  Also  können  wir  schließlich  den  Satz  aus- 
sprechen: 

XII.  Die  Transformation  z  =  z"^  stellt  eine  Drehung  der  Kugel 
durch  180^  um  den  durch  die  Punkte  z  =  1  und  z  =  —  1  gehenden 
Durchmesser  vor. 

In  der  Ebene  war  der  Nullpunkt  der  Transformation  z  =  z-^ 
gegenüber  insofern  ausgezeichnet,  als  ihm  kein  eigentlicher  Punkt 
entsprach.  Auf  der  Kugel  ist  das,  wie  wir  sehen,  anders,  dort  ent- 
spricht ihm  sein  Gegenpol  C.    Wir  sagen: 

XTTL  Die  Transformation  z  =^  z^^  ist  für  alle  Punkte  der  Kugel 
ausnahmslos  umkehrbar  eindeutig;  jedem  Punkt  z  entspricht  ein  und  nur 
äa  Punkt  /,  und  umgekehrt 

Wir  folgern  ferner  aus  der  in  Xu  enthaltenen  geometrischen 
Darstellung: 

XIV.  Bei  der  Transformation  z  ^z'^^  fallen  zwei  und  nur  zwei 
Punkte  z  mit  ihren  entsprechenden  z    zusammen  j    nämlich  z  =^  1  und 

Wir  können  jetzt  auch  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  hinaus- 
geschobene Frage  zurückkommen,  wie  die  Sätze  der  ebenen  Geometrie 
sich  gestalten,  wenn  man  die  dort  eingeführte  konventionelle  Fest- 
setzung tri£Ft:  man  sieht,  daß  diese  Konvention  darauf  hinauskommt, 
die  Ebene  als  unendlich  große  Kugel  zu  betrachten  und  die  Sätze 
der  gewöhnlichen  sphärischen  Geometrie  auf  die  Ebene  zu  übertragen. 
Auf  weitere  Einzelheiten  wollen  wir  auch  hier  nicht  eingehen;  nur 
das  sei  noch  bemerkt:  die  den  größten  Kjreisen  der  Kugel  ent- 
sprechenden Kreise  der  Ebene  können  dadurch  charakterisiert  werden, 
daß  sie  den  Einheitskreis  je  in  Endpunkten  eines  Durchmessers 
schneiden. 

Anhangsweise  sei  noch  beigefügt:  Verbinden  wir  mit  der 
Transformation    (XII)    noch    die    Spiegelung    an     der    zu    jenem 
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Durchmesser  senkrechten  lyf-Ebene,  welche  x  +  iy  in  —  x  +  iy  über- 
führt, 80  finden  wir: 

XV.  Die  Transformation,  welche  jeden  Kugelpunkt  durch  den  ihm 
diametral  gegenüberliegenden  ersetzt,  drückt  sich  analytisch  aus  durdi 
die  Gleichung: 

10)  X  +  iy  = V 

oder: 

/  _    -  X  ,  __     -  y 

Zwei  complexe  Größen,  welche  in  der  durch  (10)  gegebenen 
Beziehung  zu  einander  stehen,  nennt  man  deshalb  wohl  diametral. 


§  14.    Die  aligemeine  iineare  gebrochene  Funiction  und  die  Kreis- 

verwandtscIiafL 

Indem   wir   in   der   Untersuchung    der    rationalen   Funktionen 

einer  Veränderlichen  von  einfacheren  zu  komplizierteren  fortschreiten, 

gelangen    wir    zunächst    zu    der    allgemeinen    gebrochenen     linearen 

Funktion: 

<v  ^/ a  X  •\-  b 

11  Z        —     7    • 

'  c  ^  +  U 

Wir  untersuchen  vorweg  den  Fall: 

2)  ad^bc  =  0 

oder 

a:b  =^  c\d. 

In  diesem  Fall  wird  die  Transformation: 


^  ^  -    /  ^  /; 

c  [x  ->f 

allen  Punkten  z,  mit  Ausnahme  von  z  = ,  entspricht  also  der 

eine  Punkt   z'  =  - ,    und   allen   Punkten   z,    ausgenommen    diesen 

einen,  der  eine  Punkt  z  = ;  wir  haben  es  mit  einer  ausgearteten 

Transformation  zu  thun  und  können  diesen  Fall  im  folgenden  aus- 
schließen.    Dann  unterscheiden  wir  noch  zwei  Fälle: 
I.  Im  Falle 

c  =  0 
reduziert  sich  z    auf  die  lineare  ganze  Funktion: 
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«leren  Untersuchung  ist  in  §  10  bereits  erledigt,   wir  dürfen  diesen 
Fall  daher  hier  ausschließen. 

II.  Im  Falle: 

5)  czjzO 

können  wir  die  Transformation  (1)  aus  den  folgenden  drei  einfacheren 
zusammensetzen:  wir  setzen  erst: 


6) 

0 

hierauf: 

7) 
endlich: 

z"  -    - 

8) 

z' 

a    ,    b c  —  ad ^„, 

Von  diesen  ist  die  zweite  die  in  §  11  behandelte^  die  erste  und 
dritte  sind  Ahnlichkeitstransformationen  (§  10).  Alle  drei  haben 
demnach  die  Eigenschaft,  daß  sie  Kreise  in  Kreise  überführen; 
dieselbe  Eigenschaft  muß  folglich  auch  der  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzten'Transformation  (1)  zukommen.     Definieren  wir  also: 

in.   Zncei  Funkt  für  Punkt  auf  einander  bezogene  Ebenen  heißen 
hreisverwandty  wenn  jedem  Kreise  der  einen  Ebene  ein  Kreis  der  andern 
entspricht  — 
so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Durch  die  lineare  gebrochene  Funktion  (1)  wird  die  z-Ebene 
auf  die  z'^Ehene  kreisverwandt  abgebildet 

Da  jede  der  drei  Transformationen  (6) — (8)  die  Winkel  un- 
verändert läßt,  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Resultat  ihrer  Zusammen- 
setzung; wir  können  also  hinzufügen: 

V.  Bie  Abbildung  ist  eine   konforme  ohne   Umlegung  der  Winkel. 
Die  Gesamtheit  der  Transformationen  (1)  besitzt  eine  wichtige 

Kigenschaft,  die  wir  nicht  unerwähnt  lassen  dürfen.  Setzen  wir 
neben  (1)  noch: 

SO  folgt  durch  elementare  Rechnung: 

10)  .       g-^  +  r 

wo  die  zweigestrichenen  Koeffizienten  sich  folgendermaßen  aus  den 
ungestrichenen  und  eingestrichenen  zusammensetzen: 

«"  =  aa  4-  cb'     b"  =  b a  ■{-  d b' 

11)  .  ,  n  ,  , 

c"  =  a  c  +  c  d      d"  =  b  c    +  d  d\ 
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Wir  können  also  zunächst  einfach  sagen: 

VI.  Mne  lineare  Funktion  von  einer  linearen  Funktion  ist  selbst 
eine  lineare  Funktion; 

wir   wollen   aber   diesen  Satz   mit  Benutzung   eines   wichtigen   all— 
gemeinen  BegriflFs  noch  anders  formulieren.    Man  definiert  nämlich  r 

Vn.  Eine  Gesamtkeit  von  Transformationen  heißt  eine  Gruppe, 
wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  beliebig  aus  der  Gesamtheit  heraus-- 
gegriffenen  Transformationen  stets  imeder  eine  Transformation  ergiebt, 
die  selbst  in  der  Gesamtheit  enthalten  ist. 

Damit  lautet  Satz  VI  so: 

VT  IL  Die  Gesamtheit  der  linearen  Transformationen  bildet  eines 
Gruppe. 

(Auch  die  speciellen  in  den  §§  8,  9,  10  behandelten  Gesamt- 
heiten linearer  Transformationen  bilden  jede  für  sich  eine  Gruppe ; 
alle  diese  Gruppen  sind  als  s^Untergruppen^^  in  der  Gruppe  aller 
linearen  Transformationen  enthalten.) 

Wir  können  übrigens  die  Transformation  (1)  noch  auf  mannig- 
fache andere  Arten  aus  einfacheren  Transformationen  zusammen- 
setzen (man  vergleiche  immer  die  entsprechenden  Entwicklungen 
von  §  10).  Fragen  wir,  indem  wir  die  Ebenen  von  z  ulid  von  / 
zusammenfallen  lassen,  nach  den  Fixpunkten  der  Transformation  (1), 
d.  h.  nach  denjenigen  Punkten,  die  bei  ihr  in  sich  übergehen,  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  z  =  z  zu  setzen;  wir  erhalten  so 
die  Gleichung  zweiten  Grades^: 

12)  c22  +  (f/-a)2:-Ä  =  0. 

Sind  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung,  f^,  ^g*  ^^n  einander  ver- 
schieden, so  bilden  wir  die  lineare  Funktion  von  z 

13)  Z^'^'r^' 


^     ^■"    ^1 


Diese  ist  nach  VI  eine  lineare  Funktion  von  r,  die  wir  ausrechnen 
könnten;  kürzer  gelangen  wir  durch  folgende  Überlegung  zum  Ziele: 
Für  r  =  f j  wird  auch  r'  =  Jj,  also  i^=  0;  für  z  ==  C^  wird  auch 
-2^  ==  ?2>  ^^^  Z=  CO,  Eine  lineare  Funktion  von  z  aber,  die  für 
jT  =  ^j  Null  und  für  z  =  c^  unendlich  wird,  muß  von  der  Form  sein: 


*  Wir  setzen  hier  die  clemeutare  Theorie  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  als  bekannt  voraus;  übrigens  werden  wir  auf  sie  zurückzukommen 
haben  (§  58j. 
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wo  X  ein  noch  zu  bestimmender  Faktor  ist     Dieser  bestimmt  sich 
hier  etwa  daraus,  daß  für  z  =  0,  ^'  =  ^  werden  muß^;  es  muß  also: 


b-dit          C, 

sein,  woraus: 

14) 

folgt  (die  letzte  Umformung  ergiebt  sich  daraus,  daß  ^^  und  ^2  beide 
der  Gleichung  (12)  genügen).     Somit  haben  wir  gefunden: 

IX.  Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (12)  von  einander  verschieden, 
so  läßt  sich  die  Beziehung  (1)  zwischen  z'  und  z  auf  die  Form  bringen: 

15)  *'-  ^1  ^  O'-c^i    »  -  gl  ^ 

Sind   aber   die   beiden  Wurzeln    der   Gleichung   (12)   einander 
gleich,  beide  =  f ,  so  setzen  wir: 

16)  Z^^^. 

Das  ist  dann  eine  lineare  Funktion  von  z,  die  für  z  =  K,Oö  wird, 
also  von  der  Form: 

sein  muß.     Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  a,  ß  ziehen  wir  hier 
zunächst  die  Überlegung  heran,  daß  die  aus 

1     __  ax  +  ß 


x-t 


henorgehende  Gleichung: 

(ar  +  /9-l)  (r-f)  =  0 

Diit  der  Gleichung  (12)  identisch  sein,  also  ebenfalls  ZT  zur  Doppel- 
wurzel  haben  muß;  es  muß  folglich: 

«C  +  /S-1  =0 
^in,  sodaß  Z  die  Form  erhalten  kann: 

a  bestimmt  sich  wieder  aus  irgend  zwei  zusammengehörigen  Werten 
von  z  und  /,  am  einfachsten  r  =  00,  /  =  — ;  man  findet: 


*  Irgend  ein  anderes  Paar  zusammengehöriger  Werte  von  %  und  x'  muß 
oatärlich  dasselbe  Resultat  geben;  man  prüfe  etwa  x  =  —  — ,  x'  =^  qo. 
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a  —  et 


oder,  da  in  unserem  Fall  C  =  ^-r —  ist, 
17)  c^=    ^' 


Somit  haben  wir: 

X.  Sind  die    Wurzeln  der   Gleichung  (12)  einander  gleich  ^  beid^ 
=  J,  so  läßt  sich  die  Beziehung  (1)  zwischen  z    und  z  auf  die  Form 
bringen: 
18)  JL.   -_^+     '^- 


Die  beiden  Gleichungsformen  (15)  und  (18)  gestatten  nun  eine 
einfache  geometrische  Deutung.  Setzen  wir,  um  zunächst  Glchg.  (15) 
zu  interpretieren: 

X  —    l 

^*  =  p(cos9)  +  isinqr), 

-7 — f  =  Q  (cos  (f'  +  I  sin  9'), 

X      =111  (cos  \f)  +  i  sin  t/;), 

so  können  wir  jene  Gleichung  in  die  beiden  folgenden 
Fig.  8.  zerlegen: 

19)  Q=zm()f     (p'=^(p  +  \p. 

Nun  ist  (vgl.  §  7,  II)  q  das  Verhältnis  der  beiden  Längen  z  f ^  und 
z^^y  (p  der  Winkel  ^j  ^ f i •  Nach  elementargeometrischen  Sätzen  ist 
also  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  für  welche: 

20)  Q  =  const. 

ist,  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungslinie  tT,  ^ 
liegt  und  der  die  Eigenschaft  hat,  daß  f^  und  fg  vermöge  Trans- 
formation durch  reciproke  Radien  in  Bezug  auf  ihn  auseinander 
hervorgehen;  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  für  welche 

21)  y)  =  const. 

ist,  ein  Kreis  durch  ^^  und  fg-     Wir  können  also  sagen: 

XI.  Bie  Transformation  (15)  führt  jedes  der  beiden  Kreissysteme 

(20)  und  (21)  in  sich   über;    alle  Punkte  eines  Kreises   q  =  a  (bezw, 

(f  zss  a)  werden  in  Punkte  des  demselben  System   angehörenden  Kreises 

q'  =z  ma  (bezw,  q>'  =  a  +  \p)  übergeführt 

Wir   beachten   noch  einen  Augenblick  die   beiden   Specialfälle 

TW  =  1  (d.  h.    X I  =  1)  und  \fj  =  0  oder  =  n  (d.  h.  x  reell): 

Xn.    Im   ersten   dieser  Specialfalle    wird  jeder    Kreis    des    ersten 

Systems,  im  zxoeiten  jeder  Kreis  des  zweiten  Systems  in  sich  transformiert. 
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Eine  wichtige  Eigenschaft  der  beiden  Kreissysteme  (20),  (21)  ist: 

Xin.  Jeder  Kreis  des  einen  Systems  schneidet  jeden  Kreis  des 
andern  Systems  rechtwinklig. 

Man  kann  das  entweder  aus  elementargeometrischen  Sätzen 
ableiten  oder  durch  folgende  Überlegung: 

Die  beiden  genannten  Systeme  werden  durch  die  lineare  Trans- 
formation: 

übergeführt  einerseits  in  das  System  1^1  =  const.,  d.  h.  das  System 
koDcentrischer  Kreise  um  den  Nullpunkt,  andererseits  in  das  System 
arcZ=  const,  d.  h.  das  System  der  Geraden  durch  den  Nullpunkt. 
DieBe  beiden  Systeme  aber  sind  zu  einander  orthogonal;  und  da 
eine  Uneare  Transformation  nach  (V)  die  Winkel  nicht  verändert, 
so  sind  auch  die  beiden  erstgenannten  Systeme  zu  einander  ortho- 
gonal 

Der  Specialfall  (X)  kann  aus  dem  allgemeinen  Fall  (IX)  durch 
einen  geeigneten  Grenzübergang  abgeleitet  werden.  Lassen  wir 
nämlich  den  Punkt  ^j  in  bestimmter  Richtung  an  den  Punkt  ^ 
heranrücken,  so  geht  das  System  der  Kreise  durch  fj  und  c^ 
über  in  das  System  derjenigen  Kreise,  die  durch  ^  gehen 
und  in  diesem  Punkte  die  genannte  Richtung  zur  Tangenten- 
richtung haben;  das  System  der  Kreise,  die  ihren  Mittelpunkt 
auf  Jj^  haben  und  die  Strecke  g^^  harmonisch  teilen,  geht  über 
in  das  System  derjenigen  Kreise,  die  durch  fg  hindurch  gehen  und 
deren  Mittelpunkt  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Kreise  des 
ersten  Systems  liegt,  die  also  in  fg  ebenfalls  eine  gemeinsame  Tan- 
gentenrichtung senkrecht  zur  ersten  haben. 

Analytisch  ist  dieser  Grenzübergang  folgendermaßen  zu  voll- 
ziehen: man  setze: 

f2  =  &    ?i  =  ?-^,     S^Tc  =  ^' 
dann  nimmt  Glchg.  (15)  die  Gestalt  an: 
22)  n..^,i»__=(l  +  «,)    (1>_1_). 

MiütipUziert  man  aus,  hebt  1  beiderseits  weg,  dividiert  mit  8  und 
setzt  nach  der  Division  J  =  0,  so  erhält  man  Glchg.  (18).  In 
diese  Rechnung  tritt  die  Richtung,  in  welcher  f^  dem  fg  sich 
nähert,  gar  nicht  ein;  wir  müssen  also  (was  aus  unserer  ersten 
geometrischen  Überlegung  nicht  unmittelbar  hervorging)  jedesmal 
dieselbe  specielle  Transformation  (18)  aus  der  allgemeinen  (15)  er- 
beten, in  welcher  Richtung  wir  auch  1^^  an  ^  heranrücken  lassen. 
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Bei  jedem  solchen  Grenzübergang  finden  wir  zwei  Ereissysteme,  die 
bei  (18)  in  sich  übergeführt  werden,  aber  jedesmal  andere;  wir 
müssen  also  schließen,  daß  die  Transformation  (18)  überhaupt  j«^ 
System  von  Kreisen  durch  ^  mit  gemeinsamer  Tangente  in  sich 
überführt. 

Um  das  an  den  Formeln  zu  zeigen,  setzen  wir  wieder 

-^^  =  z'  =  x'  +  ir, 
«  =  /?  +  «>, 

sodaß  Gleichung  (18)  in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 

23)  x'  =  x  +  /9,    r^r+r; 

aus  ihnen  folgt: 

24)  (Ar  +  tJir)=={xx  +  fir)  +  {iß  +  fiy), 

d.  h.  bei  der  Transformation  (18)  wird  jedes  Liniensystem: 

25)  XX  +  fjLY=  const. 

in  sich  übergeführt.  Diese  Gleichung  (25)  stellt  in  der  ^-Ebene  ein 
System  von  parallelen  Geraden  vor;  durch  die  Transformation: 

werden  dieselben  nach  §  11,  Va  übergeführt  in  Kreise  mit  gemein- 
samer Tangente  im  Punkte  f.  Alle  Systeme  der  letzteren  Art  gehen 
also  bei  der  Transformation  (18)  in  sich  über;   wir  können  sagen: 

XIV.  Es  giebt  unendlich  viele  Systeme  von  Kreisen^  von  denen 
jedes  bei  der  speciellen  Transformation  (18)  in  sich  übergeführt  toird: 
nämlicJi  jedes  System  von  Kreisen  durch  ^  mit  gemeinsamer  Tangente 
hat  diese  Eigenschaft. 

Wir  müssen  aber  beifügen: 

XV.  Unter  diesen  Systemen   ist  eines  dadurch  ausgezeichnet  j   daß 
jeder  Kreis  desselben  einzeln  in  sich  übergeführt  wird. 

Man  erhält  dieses  System,  wenn  man  in  (24)  A  und  jU  so  wählt,  daß: 

wird. 

§  15.     Das  Doppelverhältnis  als  Invariante   gegenOber   linearer 

Transformation. 

In  §  10  haben  wir  gesehen,  daß  zwei  gegebene  Punkte  z  durch 
eine  Ahnlichkeitstrausformation  z  ==  az  +  b  in  zwei  gegebene  Punkte 


§15.     Das  Dappelverhältnis  ais  Invariante, 
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z  ubergef&hrt  werden  können;  die  zwei  zur  Verfügung  stehenden 
.  Konstanten  a,  b  ließen  sich  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäß 
bestimmen. 

Der  allgemeinere  Typus  der  linearen  gebrochenen  Transforma- 
tionen  (§  14^  1)  scheint  auf  den  ersten  Blick  vier  disponible  Kon- 
stante zu  enthalten;  aber  von  diesen  ist  eine  überzählig.  Wir 
können  nämlich  sagen: 

I.  Multiplizieren  wir  die  vier  Koeffizienten  «,  Ä,  c,  d  mit  einem 
und  demselben  Faktor  m,  so  hat  das  auf  die  lineare  Transformation 
gar  keinen  Einfluß;  dieselbe  hängt  also  nicht  von  vier,  sondern  in 
Wirklichkeit  nur  von  drei  von  einander  unabhängigen  willkürlichen 
Konstanten  ab, 

(Man  könnte  im  allgemeinen  die  Formel  so  umgestalten,  daß  nur 
drei  Eonstante  in  ihr  auftreten,  indem  man  m  gleich  dem  reciproken 
Werte  eines  der  Koeffizienten  setzte,  sodaß  an  Stelle  dieses  Koeffi- 
zienten eine  1  erschiene;  aber  dadurch  würde  man  diejenigen  Trans- 
formationen ausschließen,  in  welchen  dieser  Koeffizient  =  0  ist.) 

Man  wird  also  die  Koeffizienten  einer  linearen  Transformation 
stets  80  bestimmen  können,  daß  drei  Bedingungen  genügt  wird; 
natorlich  bedarf  es  im  einzelnen  FaU  der  Untersuchung,  ob  die  Be- 
dingungen einander  nicht  widersprechen.  Wird  z.  B.  verlangt,  eine 
lineare  Transformation  anzugeben,  welche  drei  gegebene  Punkte 
*i>  ^j»  ^s  ^^  ^^  andere  gegebene  Punkte  überführt,  so  hat  man  die 
drei  Gleichungen  anzusetzen: 

aXi  -^^  b 


^i  = 


cXi  •\-  d 


(f  =  1,  2,  3) 


1) 

oder: 

cz.z'i  +  dzi-^az.-  *  =  0     (i=  1,  2,  3). 

Das  sind  drei  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Ver- 
hältnisse der  vier  Koeffizienten.  Wie  die  Determinantentheorie  zeigt, 
ist  es  stets  möglich,  diese  Verhältnisse  den  Gleichungen  (1)  gemäß 
zvL  bestimmen,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  sofern  nicht  etwa  alle 
der  Determinanten  der  Matrix: 


fnll  sind.    Aber: 


ZlZi 

^1 

^1 

1 

Z2Z2 

«2 

^3 

1 

Zs  Z3 

z's 

^3 

1 

z'i 

^1 

1 

Z'2 

^» 

1 

1       ^3 

2^1 

1 
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sagt  nach  §   10,  Glchg.  (16)  aus,    daß  die  Dreiecke  {z^  r,  z^  und 
{z\  Z2  z's)  einander  ähnlich  sind; 


'3 


1 
1 
1 


^1^1 

Z^Z2 
Z^Zq 

sagt  aus,  daß  A  {^i  ^2  ^3) 
so  wäre   auch   A    i 


=  0     oder: 


^1 

Z2 

4 


1 
1 
1 


2^ 
1 
1 


=  0 


^[111].    Wäre  beides  der  Fall, 
l^  ^  A  (Zi  2^  2:3),  also : 


1 

*8 


'2 


1 
1 
1 


1      Z 


2 


=  0      oder 


1^2 

1  A^g 


2 


=  0, 


d.  h.: 


(^1  -  ^2)  (^2  -  ^3)  (^3  -  ^i)  =  Ö> 

m.  a.  W.  es  müßten  zwei  der  Punkte  z  zusammenfallen.^  Wir 
können  also,  wenn  wir  diesen  Fall  bei  Seite  lassen,  den  Satz  aus- 
sprechen: 

n.  Es  giebt  stets  eine  und  nur  eine  lineare  Transformation^  welche 
drei  gegebene  von  einander  verschiedene  Punkte  z  in  drei  gegebene 
Punkte  z    überführt 

Natürlich  müssen  auch  die  drei  Punkte  z  von  einander  ver- 
schieden sein,  wenn  die  Transformation  nicht  ausarten  soll  (§  14,  2)- 

Als  Beispiel  zu  Satz  II  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln,  das 
Innere  des  Einheitskreises  der  z-Ebene  konform  auf  diejenige  Halb- 
ebene der  z'-Ebene  abzubilden,  deren  Punkte  complexe  Grössen  mit 
positivem  Faktor  von  i  darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  können  wir 
drei  beliebigen  Punkten  des  Einheitskreises  der  z-Ebene  drei  be- 
liebige reelle  Werte  von  z'  zuordnen;  nur  muß,  wenn  der  durch  die 
Reihenfolge  z^  z^  z^  festgelegte  Durchlaufungssinn  auf  dem  Einheits- 
kreis die  Fläche  desselben  zur  Linken  läßt,  auch  der  entsprechende 
Durchlaufungssinn    zi  Z2  rä    auf   der  Axe    der    reellen  Zahlen  die 

*  In  dieser  Hechnung  sind  x^^  x^^  x^  als  von  0  verschieden  vorausgesetxt 
Den  Fall)  daß  eine  dieser  Größen  =  0  sein  sollte,  kann  man  durch  eine  Hilfi- 
transformation  —  etwa  durch  eine  solche  der  einfachen  Form  x'  -=1  x  +  f  — 
auf  den  allgemeinen  Fall  zurückfuhren. 
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Qte  Halbebene  (wir  nennen  sie  kurz  die  „positive  Halbebene") 
inken  lassen.     Das  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  wir  den  Punkten 

die  Punkte 

nen.     Man  erhält  die  Gleichungen: 


a  +  b 


=  0, 


a»  +  6 


1, 


a  —  b 


=  00 


c  +  d  '       et  -{-  d  '       c  —  d 

«4-^  =  0,       ^  —  r/  =  i  (c  —  a),     c  —  r/  =  0 ; 

also,  was  zulässig,  r/  =  1  gesetzt,  so  folgt  a  ==  ^  i,  b  =  if  c  =  1, 
man  erhält: 


.1  -  X 


l  -  X' 


z   =  I 


1  +  * 


und  daraus  umgekehrt:  z  = 


verfolgen  die  durch  diese  Formeln  vermittelte  Abbildung  der 
ene  auf  die  /-Ebene  noch  etwas  weiter.     Den  Werten: 


Z'EberiJt 


z'-Ebenc 


VI 


-^. "" 


2:=0         1  i  —  1  —  i  00 

)rechen 

/  =  !         0         1  00  -1  -i. 

Axe  der  reellen  Zahlen  z  entspricht  die  Axe  der  rein  imaginären 
en  Zy  der  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen  z  der  Einheitskreis 
?'- Ebene  (vgl  §  7,  IV).  Durch  die  genannnten  Linien  zerfallen 
beiden  Ebenen  in  je 
Gebiete  (denen  auf 
Kugel  Oktanten  ent- 
:hen);  diese  sind  ein- 
r  so  zugeordnet  wie 
'ig.  9  angegeben. 
Sollen  nicht  nur  drei, 
.em  vier  Punkte  z 
h  eine  lineare  Trans- 
ation in  vier  Punkte 
bergef&hrt  werden,  so  muß  eine  Bedingung  erflillt  sein;  wir 
in  diese  Bedingung  am  kürzesten  durch  folgende  Überlegung: 
in  §  10,  Qlchg.  15  bereits  betrachtete  Funktion  von  drei 
cten  (Zj  —  z^)l(z^  —  z^)  geht  durch  die  lineare  Transformation  (1) 


// 


•jy;- 


\m 


VIT 


xr  1/       ^ 

IV   / 


vm 


-> 


Fig.  9. 


m: 


^1    ~   *2    


*l    ~"   *2 


rx^  ■{-  d 

cxi  i-  d'  x^  —  x^* 


in  ihren  ursprünglichen  Wert,  multipliziert  mit  einem  Faktor, 
r.  nicht   mehr   enthält.     Bilden   wir   also   den  Quotienten  aus 
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dieser  Funktion  und  einer  entsprechenden,  in  der  nur  z^  durcl 
ersetzt  ist,  so  fällt  jener  Faktor  weg;  wir  finden: 


4) 


-/  -' 


*1    —  ^2    .   ^1    —  ^4    __  ^   ~  *8    .  ^1    -    *4 


,/  -,/     •   ^f  ^f 


Ä-j  *2       *3    "~  ^4  ^  *8       ^8  *' 


'4 


Um  dieses  Resultat  bequem  aussprechen  zu  können,  definieren 

m.    Unter  dem  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  (z^  z^  z^  z^) 
in  dieser  Reihenfolge  —  verstehen  wir  den  Quotienten: 

dann  können  wir  sagen: 

IV.  Soll  es  eine  lineare  Transformation  geben,  welche  vier  gege< 
Punkte  z  in  vier  gegebene  Punkte  z    überführt,    so    muß  doji  JDof 
Verhältnis  der  Punkte  z  gleich  sein   dem  Doppelverhältnis  der   in 
sprechender  Reihenfolge  genommenen  Punkte  z\ 

Wir  fügen  sogleich  hinzu: 

V.  Diese  Bedingung  ist  nicht  nur  noticendig,  sondern  auch 
reichend,  sofern  die  vier  gegebenen  Punkte  alle  von  einander 
schieden  sind. 

Denn  bestimmt  man  nach  I  diejenige  lineare  Transformat 
welche  die  Punkte  z^,  z^,  z^  bezw.  in  z\,  Z2,  z's  überführt,  so 
sie  die  Eigenschaft,  den  Punkt  z^  in  einen  Punkt  zi  überzufüh 
für  welchen  {z[  Z2  z's  zl)  =  {z^  z^  z^  z^).  Es  giebt  aber  nur  ei 
solchen  Punkt;  denn  die  Gleichung  (4)  ist  vom  ersten  Grade  in 
Also  muß  es  der  gegebene  sein;  w.  z.  b.  w. 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  complexen  Punkten  ist  natür 
im  allgemeinen  complex;  wir  können  aber  genau  angeben: 

VI.  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  ist  dann  und  nur  d 
reell,  wenn  die  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen. 

Der  Arcus  von  (Zj  —  z^)l{z^  —  z^)  ist  nämlich  der  Winkel  Zj  z, 
der  Arcus  von  (z^  —  ^^l{^z  —  ^4)  ^^r  Winkel  Zg  z^  Zy    Ist  das  Vier 
^i^^z^z^  ein  Kreisviereck,  so  sind  diese  beiden  Winkel  Periphe 
Winkel    über   demselben    oder   über  einander   zur  vollen  Peripb 
ergänzenden  Bogen,  und  zwar  haben  sie  im  ersten  Fall  gleichen, 
zweiten  Fall  entgegengesetzten  Sinn.     Im  ersten  Fall  ist  also  z^  z 
=  ^z^z^z^,    im    zweiten    Fall    =  -^  Zg  z^  z^  —  ;r;    der   Arcus 
Doppelverhältnisses     ist    im    ersten    Fall    0,    im    zweiten    n, 
Doppelverhältnis    in    beiden   Fällen    reell.      Liegen    aber   die 
Punkte    nicht    auf    einem    Kreise,    so    ist    -^z^z^z^    von    z^i 
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id  von   z^z^z^  —7t   verschieden,   also  das  Doppelverhältnis  nicht 
lelLi 
Setzen  wir  bpeciell  z^  =  0,  2:3  =  1,  z^  =  00,  so  finden  wir: 

h.: 

VII.  Das  Doppelverhältnis  eines  beliebigen  Punktes  z^  mit  den 
ei  Funkten  0,   1,  00  ist  gleich  z^  selbst. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  hängt  das  Doppelverhältnis  von  vier 
mkten  auch  von  ihrer  Reihenfolge  ab.  Wir  können  aber  vier 
inkte  auf  24  verschiedene  Arten  anordnen.  Von  diesen  geben  je 
»r  —  z.  B.: 

sselbe  Doppelverhältnis,  wie  ein  Blick  auf  Formel  (5)  zeigt;  wir 
nnen  also  aus  denselben  vier  Punkten  im  ganzen  nur  sechs  ver- 
liedene  Doppelverhältnisse  bilden.  Zwischen  diesen  sechs  Werten 
stehen  aber  einfache  Beziehungen.     Wird  nämlich 

\^l  ^2  ^3  ^4/  ^^  ^ 

setzt,  so  findet  man  sofort,  daß: 

(Zj  Z^  Z3  Tg)  =  y 

.    Femer  bestätigt  eine  einfache  Rechnung,  daß: 

(^1  ^3  ^a  ^4)  =  1  -  ^ 
;  und  durch  Verbindung  beider  Resultate  findet  man: 

(Zj  Zg  z^  z^)  =  1  —  (Zj  z^z^z^)  =  l  —  j  =      ^     , 
')  (^1  ^3^4 ^3)  =  ^x,x,x,x,)  ^  k~^^' 

)  (^1^4^3^3)=   1   -(^1^3^4^3)=rr-X- 

ir  können  also  sagen: 

VllL  f^  f/-ffn  sechs  Doppelverhältnissenf  die  man  aus  vier  Punkten 
^den  kann,  ist  jedes  eine  lineare  Funktion  von  jedem  andern. 


*  Für  mit  projektiver  Geometrie  vertraute  Leser  sei  ohne  Beweis  bemerkt: 
I  hier  definierte  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  eines  Kreises  ist  genau 
ieh  dem  von  der  projektiven  Geometrie  definierten  Doppelverhältnis  von 
r  solchen  Ponkten;  das  hier  definierte  complexe  Doppelverhältnis  von  vier 
iebigen  Pnzikten  der  Ebene  gleich  ihrem  Doppelverhältnis  auf  demjenigen 
iginftren  Kegelschnitt,  der  durch  sie  und  einen  der  „Kreispunkte^^  bc- 
unt  ist 
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Die  sechs  Werte  (6) — (11)  sind  im  allgemeinen   alle  von 
ander   verschieden;   nur   für   besondere  Werte  von  X  können   : 
oder   mehrere   derselben   einander   gleich   werden.     Nähere  Un 
suchung   zeigt,   daß   alle   verschiedenen   hier   möglichen  Fälle 
durch  Änderung  der  Bezeichnung  auf  die  beiden  folgenden  zuri 
führen  lassen: 

und: 


13) 


\ 


1        .       .  X  l-iYs 


IX.  Im  Falle  (12)  nennt  man  die  vier  Punkte  „harmonisch"^ 
Falle  (13)  wohl  „äquianJiarmonisch*^. 

Vier  harmonische  Punkte  sind  z.  B.  (—  1,  0,  1,  oo),  femer 
vier  Ecken  eines  Quadrates ;  vier  äquianharmonische  die  drei  Ec 
eines   gleichseitigen   Dreiecks   und   der   Mittelpunkt    des    ihm 
beschriebenen  Kreises  (oder  auf  der  Kugel,  die  Ecken  eines  reguli 
Tetraeders). 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  Glchg.  (4)  zurück,  um  ihren  In 
unter  Benutzung  eines  auch  sonst  wichtigen  Terminus  auszusprec 
Zu  diesem  Zwecke  definieren  wir: 

X.  Eine  Funktion  eines  oder  mehrerer  Punkte,  welche  ungeän 
bleibt f  wenn  man  alle  diese  Punkte  einer  und  derselben  willkürH 
Transformation  einer  bestimmten  Gruppe  unterwirft^  heißt  eine  Invari 
der  Gruppe. 

Dann  sagt  Glchg.  (4)  aus: 

XI.  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  ist  eine  Invariante 
Gruppe  der  linearen  Transformationen. 

Wir  können  noch  mehr  sagen:  wir  können  behaupten,  dal 
die  einzige  Invariante  dieser  Gruppe  ist  Das  ist  so  zu  verstel 
wie  wir  gesehen  haben,  ist  die  Gleichheit  der  DoppelverhältE 
zweier  Aggregate  von  je  vier  Punkten  schon  hinreichende  Beding 
für  die  Existenz  einer  linearen  Transformation,  welche  das 
Aggregat  in  das  andere  überführt  Jede  andere  bei  Unearer  Tr 
formation  invariante  Funktion  von  vier  Punkten  muß  also  för 
Aggregate  von  demselben  Doppelverhältnis  denselben  Wert  ha 
Sie  muß  sich  also  durch  das  Doppelverhältnis  allein  ausdrü( 
lassen  und  wird  insofern   nicht  als  neue  Invariante  gezählt      1 
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iich  mehr  als  vier  Punkte  geben  keine  neue  Invariante;  jede  in- 
iriante  Funktion  von  ra(>  4)  Punkten  läßt  sich  ausdrücken  durch 
-  3  geeignet  ausgewählte  Doppelyerhältnisse,  etwa  durch  die- 
nigen,  welche  3  von  den  Punkten  mit  je  einem  der  n  —  3  übrigen 
Iden.  —  Weniger  als  vier  Punkte  dagegen  können  der  Gruppe 
learer  Transformationen  gegenüber  keine  Invariante  haben,  wegen 
itz  IL 


16.     Deutung  der  linearen  Transformationen  auf  der  Kugei; 
zugehörige  Kollineationen  des  Raumes. 

Wir  woUen  noch  die  Resultate  von  §  14  stereographisch  auf 
3  Eugel  übertragen.  Den  Kreisen  der  Ebene,  die  durch  die  Punkte 
,  ^  hindurchgehen,  entsprechen  auf  der  Kugel  Kreise  durch  die 
tsprechenden  Punkte,  anders  ausgedrückt:  die  Schnittkurven  der 
>enen  eines  Ebenenbüschels,  dessen  Axe  die  Kugel  in  zwei  Punkten 
bneidet  Aber  auch  dem  ersten^  durch  Glchg.  (20)  des  §  14  dar- 
stellten Kreissystem  entsprechen  auf  der  Kugel  Kreise,  die  von 
lem  Ebenenbüschel  ausgeschnitten  werden  (der  Unterschied  ist 
r,  daß  in  diesem  Falle  die  Axe  des  Büschels  die  Kugel  nicht 
St).    Das  sieht  man  folgendermaßen  ein: 

Legt  man  in  allen  Punkten  eines  Kreises  der  Kugel  Tangential- 
enen  an  sie,  so  umhüllen  diese  einen  geraden  Ereiskegel;  die 
itze  dieses  Kegels  heißt  Pol  der  Ebene  des  Kreises  in  Bezug  auf 
3  Kugel.  Jede  Kante  dieses  Kegels  ist  rechtwinklig  zu  der  Tan- 
nte  des  Kreises  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  ihm,  fällt  also  zu- 
amien  mit  der  Tangente  der  Kreise,  die  den  ersten  in  diesem 
mkt  rechtwinklig  schneiden.  Also  muß  die  Ebene  jedes  solchen 
reises  diese  Kante  und  somit  auch  die  Kegelspitze  ^  den  Pol  des 
sten  Kreises,  enthalten.  Die  Ebene  jedes  Kreises,  der  zwei  ge- 
bene  Kreise  rechtwinklig  trifft,  enthält  demzufolge  die  Pole  der 
i>enen  beider  Kreise,  also  auch  ihre  Verbindungslinie.  Mit  Eück- 
:ht  auf  §  14,  XTTT  folgt  daraus,  was  zu  beweisen  war.  Wir  können 
x>  sagen: 

L  Jede  lineare  Transformation  mit  getrennten  Fundamentalpunkten 
krt,  auf  der  Kugel  gedeutet ,  zwei  Kreissysteme  in  sich  über^  deren 
ies  durch  ein  Ebenenbüschel  aus  der  Kugel  ausgeschnitten  toird. 

Wir  können  uns  nun  mit  jeder  solchen  Transformation  der 
Igel  in  sich  eine  bestimmte  Transformation  des  Raumes  in  sich 
rbonden  denken,  bei  der  jede  Ebene,  die  die  Kugel  schneidet 
itfirlich   in   einem  Kreise),   übergeführt  wird   in  diejenige  andere 
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Ebene,   die   die  Kugel   in   dem   zum   ersten  entsprechenden  Kreise 
schneidet     Da  allen  Kreisen  durch  zwei  Punkte  z^,  z^  Kreise  dorcli 
die  entsprechenden  Punkte  z'i,  z^  entsprechen,  so  folgt:  allen  Ebenen^ 
die   sich   in   einer   die   Kugel   treffenden   Geraden   schneiden,   ent* 
sprechen  Ebenen  eines  zweiten  solchen  Büschels.     Da  femer  (wegen 
§  14,  V)   allen   Kreisen,    die   zwei   bestimmte   Kreise   rechtwinklig 
schneiden,  Kreise  entsprechen,  die  die  entsprechenden  beiden  Kreise 
rechtwinklig  schneiden,  so  folgt  nach  dem  vorhin  Bewiesenen:  auch 
allen  Ebenen  eines  Büschels,  dessen  Axe  die  Kugel  nicht  trifft,  ent*  j 
sprechen   Ebenen   eines   zweiten   solchen   Büschels.     Dadurch  sind  : 
also  auch  alle  Geraden  des  Raumes  einander  paarweise  zugeordnet   ' 
Da  femer  der  Satz  gilt:   wenn  mehrere  Gerade  je  paarweise,  aber  ^\ 
nicht  alle  zusammen  in  einer  Ebene  liegen,  so  gehen  sie  alle  dnrok  ^ 
einen  Punkt   —   so   folgt,   daß   allen  Geraden  durch   einen  Punkt   \ 
wieder  Gerade  durch  einen  Punkt  entsprechen.    Bei  unserer  Traiü-  - 
formation  der  Ebenen  des  Raumes  werden  also  auch  seine  PunUä   ' 
einander  wechselweise  eindeutig  zugeordnet      Eine  Transformatioi'^ 
dieser    Art    nennt    man    eine    Kollineation ;     wir    können    daher 'r 
sagen: 

n.  Zu  jeder  linearen  Transformation  der  complexen  Fariabeh  i, 
auf  der  Kugel  gehört  eine  Kollineation  des  Raumes,  welche  die  PitM\ 
der  Kugel  genau  ebenso  transformiert 

Nach  Satz  I  gehört  diese  Kollineation  im  allgemeinen  Fall 
derjenigen   besonderen  Art,   bei   welcher   zwei  reelle  G^erade, 
reelle  Punkte   der   einen  (ihre  Schnittpunkte   mit   der  Engel) 
zwei   reelle  Ebenen   durch    die   andere  (die  von   ihr  an  die  Ei 
gehenden    Tangentialebenen)    in    sich    transformiert    werden,     m  ' 
speciellen  Fall  (§  14,  XIV,  XV)  wird  ein  reeller  Punkt  der  Eugfi^  , 
jede  Tangente  in  ihm  und  jede  Ebene  durch  eine  bestimmte 
Tangente  in  sich  übergeführt. 

Es   würde   auf  Grund   der  Formeln  der  §§13  und  14   nie 
schwierig  (wenn  auch  umständlich)  sein,  diese  Überlegungen 
tisch  zu  verfolgen  und  so  zu  jeder  linearen  Transformation  von 
die    Gleichungen    der    zugehörigen    Kollineation     zu    finden; 
wollen    das    nur    für    diejenige    Transformation     thun,     die    ei 
Schiebung    parallel    der    ar-Axe    in    der    Ebene    entspricht, 
diese  ist: 

z  =  z  +  a  (a  reell),  d.  h.  x'  =  x  +  a,  xf  =  y\ 

dann  geben  die  Formeln  (6)  von  §  13  und  diejenigen,   welche 
(5)  das.  durch  Accentuirung  aller  Buchstaben  hervorgehen: 
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1) 


„/  __     _y_  ^ y ,  ^ ? 

^        l+r'«        1  +r*  +  2ffa;4-o*       2a{  +  (1  +  o«)(l  -  Q  +  f' 
^  ""  r^V^  ""  1  +  r«  +  2  o  x~+  ff«  ~  2  o  {  +  (1  +  o«)(l  -  ö  +  ? ' 


(Ek  giebt  natürlich  unendlich  viele  Transformationen  des 
Baumes,  welche  die  Punkte  der  Kugel  so,  wie  verlangt,  trans- 
fonnieren.  Die  Rechnung  zeigt,  daß  wir  gerade  die  KoUineation 
»halten,  wenn  wir  die  Kugelgleichung  nicht  weiter  explicite  be- 
nutzen, sondern  jene  Formeln  von  §  13  gerade  so,  wie  sie  dort 
stehen,  heranziehen.) 

Einen  besondem  Fall  der  Kollineationen  bilden  die  ,,Bewegungen 
du  Raumes^  d.  h.  diejenigen  Transformationen,  welche  jede  Figur 
in  eine  zu  ihr  kongruente  überführen.  Setzen  wir  als  bekannt 
Toraus,  daß  jede  Bewegung  einer  Kugel  in  sich  eine  Drehung  um 
eine  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  Axe  ist,  so  können  wir  leicht 
alle  solchen  Bewegungen  und  die  ihnen  entsprechenden  linearen 
Transformationen  angeben.  Dazu  gehen  wir  auf  die  Gleichung  (15) 
Ton  §  14  zurück.  Soll  diese  eine  Drehung  der  Kugel  um  eine 
durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  Axe  vorstellen,  so  müssen  erstens 
t,  und  tij  diametrale  Punkte  (§  13,  XV)  sein;  zweitens  muß  jeder 
der  in  §  14,  Qlchg.  (20)  mit  q  =  const  bezeichneten  Kreise,  die  in 
unserem  Falle  Parallelkreise  sind,  in  sich  übergeführt  werden,  es 
muß  also  i9t  =  1,  d.  h.  X  eine  Größe  vom  absoluten  Betrage  1  sein. 
Verstehen  wir  also  unter  a  und  X  Größen  vom  absoluten  Betrage  1, 
unter  r  eine  positive  reelle  Zahl,  so  können  wir: 

setzen;  die  Auflösung  der  Gleichung  (15)  von  §  14  nach  z   nimmt 
dann  die  Form  am 

^  ""    *  il-l^)  +  (r- 1  a  +  r  aV)  ^ 

oder  wenn  wir  im  Zähler  und  Nenner  mit  w^X"^  multiplizieren: 

_    ^(rA-l  +  r-U)  +  a(A-l  -  A) 
"  *  o- 1  {l- 1  -  l)  +  (r- 1 A- 1  +  rX)  ' 

Hier  sind  nun  die  Koeffizienten^  abgesehen  vom  Vorzeichen  des 
einen,  einander  paarweise  konjugiert  (denn  X"^  ist  konjugiert  zu  X 
und  cf"^  zu  a);  verstehen  wir  also  imter  A^  B,  C,  D  reelle  Zahlen, 
80  können  wir  schreiben: 

9\  '  ,  _{A  +  %B)X'-C-\-iD 

^  {O-k-iDix+'A-'iB' 
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IIL  Auf  diese  allgemeine  Form  (2)  kann  also  eine  lineare  Traw. 
formation  von  z  immer  gebracht  werden ,  wenn  sie  eine  Drehung  ci 
Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  vorstellt,^ 


^  Von  der  Gleichung  (2)  des  Textes  aus  gelangt  man  zur  EuLBB'sche 
Darstellung  der  Rotationen  um  einen  festen  Punkt,  wenn  man  durch  di 
Formeln  (5)  und  (6)  von  §  13  die  Raumkoordinaten  |,  17,  C  und  |',  ij',  ^  einföhii 
Man  erhält  zunächst: 

x'  +  »v  =  ^-  ^  -  By-  C)  +  ijBx-hAy  +  Z)) 
{Cx-  Dy  +  A)  +  i(Dx  +  Cy  -  B)' 

„)     ^„  ^  _{Ä^  +  B^r^  -h2{-  AC-hB D)x  +  2{BC  +  AD)y  +  G^  +  D^ 


1  +  r'*  = 


M*  +  B»  +  C«  +  2>*)(1  +r«) 


(C*  +  D'')r^  +  2(ilC-  BD)x-  2{AD  +  BC)y  +  ^«  +  B« 

Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

ß)  ^«  +  B*  + C«  +  Z>«  =iV^, 

80  folgt: 

o^iy^  ^  [{Ax-'By-C)-\-i(Bx  +  Ay  +  D)][{Cx-Dy-^A)'\-i{~-Dx-Cy+B)] 
1  +  r'*  N{\  4-  r«) 

Der  Zähler  rechts  ist: 

[{AC  +  BD)-\-  %{B  C-  AD)]r^'\-  [(^1*  -  5»  -  C«  +  Z)*)  +  2 1(^  ß  +  CZ>)]* 
+  [2(-  AB  •{-  CD)  +  «(il«  -  5«  +  C«  -  />«)]y 
+  [-  ^C-  BZ>  +  i(-- BC+^Z))]; 

führen  wir  also  die*|,  17,  u  ein,  so  folgt: 

JV(r  +  17')  =  IM  C  +  BZ))  +  i(5C-  ^Z))]f2J  -  1) 

4-  [M*  -  B«  -  C«  +  Z>«)  +  2i(i4B  +  CZ))]{ 
+  [2(-  ilB  +  CZ>)  +  tM«-J5»  +  C*-  Z)«)]i7 

und,  wenn  wir  Reelles  und  Imaginäres  trennen: 

r)     Ni'  ^(A*-  B«-  C*  +  Z)«)f +  2(-^ß+  CD)n  +  2iAC  +  BD){i-\: 
S)     Nfj'  ^2{AB+  CIJ)$  +  (A''-B^  +  C-  Z>«)>7  +  2(BC-ilZ>HC-i). 
Dazu  folgt  aus  a): 

1  -r"'  ^    (A^  +  B^  -  C"  -  imi  -  r'-)  +  4{A  C  -  B  D)  X  "  ijA  D  +  B  C)y  , 
1  +  r'^  N(\  +  r«) 

also: 

e)  iV(r-  })  =  2(i4C-  5Z>)|  -  2{AD  +  BG)fi  +  M»  +  5»-  C«-  Z)*)(t-J). 

Die  Formeln  (^) — (e)  sind  eben  die  EüLEB^schen. 

Ohne  Beweis  sei  erwähnt,  daß  jede  lineare  Transformation  von  a;  + 1 
als  eine  Bewegung  des  Raumes  gedeutet  werden  kann,  wenn  man  sich  nid 
der  Euklidischen  Geometrie  bedient,  sondern  derjenigen  Nichteuklidischen,  H 
welche  die  Kugel  Fundamentalfläche  ist 
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§  17.    Die  Funktion  z\ 

Nach  der  in  den  letzten  Paragraphen  ausföhrlich  vorgenommenen 
Cotersuchung  der  linearen  Funktionen  von  z  wenden  wir  uns  nun- 
mehr zu  der  Funktion: 

Drucken  wir  w  und  z  einmal  durch  rechtwinklige,  dann  durch  Polar- 
koordinaten aus,  indem  wir  setzen: 

2)  z  =^  X  -\-  iy  ^  r(cosqp  +  isiny), 

3)  tr  =  M  +  I  ü  =  ()(co8  yp  +  «sin  i/;), 
.  so  erhalten  wir  das  einemal  aus  §  3,  11: 

das  anderemal  aus  §  6,  1 : 

5)  p  =  r* ,     1/^  =  2  qp . 

Die  Formeln  (4)  liefern  zu  jedem  reellen  Wertepaar  [x,  y)  ein  und 
nur  ein  reelles  Wertepaar  («,  »);  wir  sagen: 

L  Die  Funktion  w  =  z*  ist  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  definiert. 

Die  Konstruktion  des  einem  hestimmten  Punkte  z  entsprechenden 
Punktes  w  knüpft  man  am  bequemsten  an  die  Formeln  (5):  der 
Radiusvektor  von  to  verhält  sich  zu  dem  von  z  wie  dieser  zur  Ein- 
heit, der  Arcus  von  w  ist  doppelt  so  groß  als  der  von  z. 

Jedem  Kreis  um  den  Nullpunkt  derz-Ebene  (r=const)  entspricht 
ein  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  M7-Ebene  {q  =  const).  Lassen  wir 
den  Radius  des  ersteren  kontinuierlich  von  0  bis  oo  wachsen,  so 
durchläuft  auch  der  des  letzteren  kontinuierlich  wachsend  alle  Werte 
Ton  0  bis  oo  (wie  von  der  reellen  Funktion  r^  der  reellen  Variablen 
r  bekannt  ist).  Jeder  Geraden  q>  =  const  durch  den  Nullpunkt  der 
r-Ebene  entspricht  eine  Gerade  ip  =  const.  durch  den  Nullpunkt  der 
ip-Ebene;  der  Arcus  der  letzteren  durchläuft  aber  (wegen  der  zweiten 
GIchg.  (5))  bereits  kontinuierlich  alle  Werte  von  0  bis  2;r,  wenn  der 
der  ersteren  nur  alle  Werte  von  0  bis  n  durchläuft.  Beide  Resultate 
zusammen  geben  den  Satz: 

n.  Durch  die  Funktion  w  =  z^  wird  die  positive  Halbebene  der 
Z'Ebene  (d.  h,  diejenige^  in  welcher  die  Punkte  z  =  x  +  ig  mit  positivem 
y  UegeiC)  eindeutig  und  stetig  auf  die  w-Ebene  abgebildet 

Auch  umgekehrt  ist  diese  Abbildung  eindeutig.  Denn  (>  =  r^ 
und  y;  =  2  9  nehmen  jedes  vorgeschriebene  Wertepaar  q  zwischen 
0  und  +  00,  1/;   zwischen  0  und  2  n   nur   einmal   an,   wenn  r  von 
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0  bis  +  CO,  (p  von  0  bis  7t  wächst  Dagegen  ist  die  Stetigkeit  de:a 
ümkehrung  längs  der  Halbaxe  der  positiv  reellen  Zahlen  d^m 
w-lSbene  unterbrochen,   indem  den  beiden  Seiten*  derselben  in  d^:» 

positiven  Hälfte  der  r-Ebene  di.e 
W'Ebervt  z-Ebene  beiden  Teile  der  Axe  der  reellöri 

"^  V«o  w^'X/     \W'0     Zahlen  so  entsprechen,  wie  es  in 

fy^  ^<^^^>^^^^^vJ^      ^^   JO  angedeutet  ist 

„.  Lassen  wir   dann   op  weiter 

Pig    10.  ^ 

von  %  bis  2  ;r  wachsen,  so  durch- 
läuft yp  die  Werte- von  2;r  bis  4  7r;  d.  h.  die  Halbgerade  i/;  =  con8t 
überstreicht  noch  einmal  die  ganze  Ebene,  sodaß  auch  die  negative 
Halbebene  der  z-Ebene  eindeutig  und  stetig  auf  die  tr-Ebene  ab- 
gebildet wird.     Wir  schließen  daraus: 

m.  Die  Funktion  w  ^  z^  nimmt  jeden  von  0  und  oo  verschiedenen 
complexen   Wert  w  in  zwei  und  nur  zwei  Punkten  der  z-Ebene  an. 

Wenn  man  nicht  ohnedies  sähe,  daß  zwei  solche  Punkte  durch 
die  Eelation  ^2  ==  "~  ^i  verbunden  sind,  könnte  man  es  daraus  ab- 
leiten, daß  die  linke  Seite  der  Gleichung  z^*  —  z^^  =  0  außer  durch 
2j  —  Zj  =  0  auch  noch  durch  z^  +  z^  =  0  teilbar  ist  An  dieser 
Relation  interessiert  uns  besonders,  daß  sie  linear  ist;  wir  definieren: 

IV.  Eine  Funktion  w  =  f{z)^  welche  die  Eigenschaft  hat,  sich  nicht 
zu  ändern,  wenn  man  statt  z  eine  bestimmte  lineare  Funktion  von  z  in 
sie  einführt,  heißt  eine  Funktion  mit  einer  linearen  Transformation  m 
sich  oder  eine  automorphe  Funktion. 

Damit  können  wir  die  eine  Hälfte  des  Satzes  (III)  noch  genauer" 
so  aussprechen: 

V.  Die  Funktion  w  =  z^  ist  eine  automorphe  Funktion;  sie  gestatte€ 
die  lineare  Transformation  in  sich: 

6)  z'  =  -  z. 

Wir   führen   weiter   bei  dieser -Gelegenheit  die  Definition  ein: 
VI.  Einen  Bereich,  in  dem  eine  eindeutige  Funktion  w  von  z  bereite 
alle   ihre   Werte  und  jeden  einmal  annimmt,   nennt  man  einen  Fundü' 
mentalbereich  dieser  Funktion. 

Aus  den  Definitionen  der  automorphen  Funktion  und  des 
Fundamentalbereichs  folgt  dann: 

VIL  Ist  ein  Fundamentalbereich  einer  automorphen  Funktion  Je- 
kannt  und  wird  derselbe  durch  eine  der  Transformationen  der  Funktionen 
in  sich  auf  einen  zweiten  Bereich  abgebildet,  so  kann  dieser  zweite 
Bereich  den  ersten  nirgends  überdecken;  er  ist  ebenfalls  ein  Fundü' 
mentalbereich  der  automorphen  Funktion. 
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So  sind  in  unserem  Falle  die  beiden  durch  die  Axe  der 
reellen  Zahlen  getrennten  Halbebenen  Fundamentalbereiche  der 
Funktion  zK 

Wir  verfolgen  die  durch  die  Funktion  w  =  z^  vermittelte  Ab- 
bfldung  der  r-Ebene  auf  die  tr-Ebene  noch  weiter  ins  einzelne, 
indem  wir  zunächst  fragen,  welcherlei  Linien  der  tr-Ebene  den 
Parallelen  zu  den  Axen  in  der  r-Ebene  entsprechen.  Setzen  wir 
t/=c,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  u  und  v  ausgedrückt  durch 
eine  Hilfsvariable  x;  die  Elimination  der  letzteren  ergiebt: 


1  «+''-(^)" 


Das  ist  Air  jedes  bestimmte  c  die  Gleichung  einer  Parabel,  die  die 
«•Axe  zur  Hauptaxe  und  die  Gerade  u  =  —  c^  zur  Scheiteltangente 
bat    Bringt  man  sie  auf  die  Form : 

8)  m2  +  ü*  =  (m  +  2cV, 

80  sieht  man,  daß  der  Nullpunkt  Brennpunkt,  die  Gerade  m  +  2  c*  =  0 
Direktrix  ist  Da  c  wesentlich  reell,  c*  also  positiv  ist,  liegt  die 
Direktrix  auf  Seite  der  negativen  u,  die  Parabel  erstreckt  sich  nach 
rechts  ins  Unendliche.  —  Brennpunkt  und  Hauptaxe  sind  von  c 
unabhängig.  Parabeln  mit  demselben  Brennpunkt  und  derselben 
Hauptaxe  nennt  man  konfokal;  wir  können  demnach  unser  Resultat 
folgendermaßen  aussprechen. 

Vin.  Durch  die  Punktion  w  =  z^  werden  die  zur  x-Axe  parallelen 
Geraden  der  z- Ebene  abgebildet  auf  eine  Schar  kon fokaler  Parabeln, 
die  den  Nullpunkt  zum  Brennpunkt  und  die  n-Axe  zur  Hauptaxe  haben 
wd  sich  nach  der  Sichtung  der  positiven  u  hin  Öffnen» 

Setzen  wir  dagegen  in  den  Gleichungen  (4)  x  =  c  und  elimi- 
nieren y,  so  erhalten  wir 

"  ■^*  - « -  (ri,)' 

oder: 

10)  M*  +  r»  =  (M-2cV, 

d.  L: 

IX.  Die  Parallelen  zur  y-Äxe  werden  abgebildet  auf  diejenigen 
Parabeln  derselben  Schar,  die  sich  nach  der  Richtung  der  negativen  u 
tin,  öffnen. 

Überhaupt  wird,  wie  die  Rechnung  zeigt,  jede  Gerade  der 
>Ebene,  die  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht,  abgebildet  auf  eine 
Parabel  der  ir-Ebene,  die  den  Nullpunkt  zum  Brennpunkt  hat. 
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Die  umgekehrte  Frage:  welche  Linien  der  z-Ebene  €ntf  die 
Geraden  der  W'Ebene  abgebildet  werden  —  beantwortet  sich  folgender- 
maßen: Sei  die  Gleichung  einer  solchen  Geraden: 

11)  au  +  bv  +  c  =  0; 

ersetzen  wir  in  ihr  u  und  v  durch  ihre  Werte  aus  (4),  so  erhalten 
wir: 

12)  a(x*-y«)  + 2Aa:y +  c  =  0. 

X.  Das  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts ^  und  zwar  (da  die 
Koeffizienten  von  x^  und  y*  einander  entgegengesetzt  gleich  sind) 
einer  gleichseitigen  Hyperbel,  die  ihren  Mittelpunkt  (da  die  Glieder 
mit  x^  und  y^  fehlen)  im  Nullpunkt  hat  Parallelen  Geraden  (derea 
Gleichungen  sich  nur  durch  den  Wert  von  c  unterscheiden)  ent^ 
sprechen  dabei  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten;  den  ParalleieD 
zur  ii-Axe  (bezw.  r-Axe)  Hyperbeln,  die  zu  den  KoordinatenaieD 
(bezw.  zu  den  Halbierungslinien  der  Winkel  der  Koordinatenaxen) 
asymptotisch  verlaufen. 

Von  Wichtigkeit  ist   auch  noch,   daß  die  durch  die  Funktion     ^ 
ti?  =  z*  vermittelte  Abbildung  eine  konforme  (§  11,  Vll)  ist     Um 
das  zu  beweisen,  bedienen  wir  uns  am  einfachsten  der  Gleichungen  ß)* 
Ist    nämlich    die   Gleichung    einer   Kurve   der  z-Ebene    in   Polar- 
koordinaten gegeben: 

so  ist  die  Tangente  des  Winkels  zwischen  Kurve  und  Radiusvektor 
bekanntlich: 

^  ^^ 

Für  die  entsprechende  Kurve  der  ir-Ebene  erhalten  wir  aus  (5): 

^"^^  ^Tq^"^  'Y7d?^''d~r' 

Die  beiden  Winkel  sind  also  einander  gleich;  daraus  schließen  ¥fir 
wie  §  11.  VI,  daß  auch  die  Winkel  zwischen  irgend  zwei  einand^ 
entsprechenden  Linien  einander  gleich  sind.     Wir  sagen: 

XI.  /fi>  die  in  den  §§  8 — 16  untersuchten  linearen  Funktionär 
so  vermittelt  auch  die  Funktion  w  =  z^  eine  konforme  Abbildung  okue 
Umlegung  der   WinkeL 

Wir  haben  dabei  allerdings  eine  Ausnahme  zu  machen.  Die 
Gleichung  (13)  beweist  nichts  fi\r  die  einander  entsprechenden  Null« 
punkte  beider  Ebenen,  da  dort  die  Ausdrücke  ihre  Bedeutung  ve^ 
lieren.     In  der  That  haben  wir  schon  zu  Beginn  dieses  Paragraphei 
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gesehen,   daß   die  Winkel   im  Nullpunkt   verdoppelt   werden.     Wir 
ffl&ssen  daher  Satz  XI  durch  den  Zusatz  ergänzen: 

Xn.  Die  Konformität  der  Abbildung  erleidet  in  den  Nullpunkten 
eine  Unterbrechung ^  indem  jedem  Winkel^  der  seinen  Scheitel  im  Null- 
punkt der  Z'Ebene  fiatj  ein  doppelt  so  großer  Winkel  am  Nullpunkt  der 
tc-Ebene  entspricht. 


§  18.    Die  Potenz  mit  positivem  ganzzahligen  Exponenten. 

Nach  der  ausführlichen  Untersuchung  der  Funktion  z^  wird 
uns  die  Untersuchung  der  Potenz  mit  beliebigem  ganzzahligen  Ex- 
ponenten keine  neuen  Schwierigkeiten  bieten.  Wir  verstehen 
nämUch  unter  einer  solchen: 

1)  ti?  =  r*» 

wie  in  der  elementaren  Algebra  das  Produkt  aus  n  einander  gleichen 
faktoren  z.  Einführung  rechtwinkliger  Koordinaten  von  w  und  z 
liefert  nur  für  die  kleinsten  Werte  von  n  handliche  Formeln.  Doch 
können  wir,  ohne  sie  wirklich  aufzustellen,  aus  ihrer  Bildungsweise 
sciüiefien : 

I.  Die  Funktion  tu  =  z"  ist  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  de- 
fadert 

In  Polarkoordinaten  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Bezeichnungen 
von  §  17  beibehalten,  durch  wiederholte  Anwendung  von  §  6,  1 : 

2)  Q  =s  r^,     ifj  =  7i(p, 

Jedem  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  z-Ebene  (r  =  const)  ent- 
spricht ein  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  ti?-Ebene  {q  =  const); 
lassen  wir  den  Radius  des  ersteren  kontinuierlich  von  0  bis  oo 
wachsen,  so  durchläuft  auch  der  des  letzteren  kontinuierlich 
wachsend  alle  Werte  von  0  bis  oo .  Jeder  Geraden  rp  =  const. 
durch  den  Nullpunkt  der  z-Ebene  entspricht  eine  Gerade 
1^=  const  durch  den  Nullpunkt  der  w-Ebene;  der  Arcus  der 
ersteren  durchläuft  aber  bereits  kontinuierlich  alle  Werte  von  0  bis 

25r.  wenn  der  der  ersteren  nur  alle  Werte  von  0  bis  —  durchläuft 

n 

Es  folgt  also: 

n.  Durch  die  Funktion  w  =  z**  wird  der  von  den  Strahlen  qp  =  0 

und  ff  =  -  -  begrenzte  Sektor  der  z-Ebene  eindeutig  und  stetig  auf  die 

»-Ebene  abgebildet. 
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Auch  umgekehrt  ist  diese  Abbildung  eindeutig;  aber  die  Steti/ 
keit  der  ümkehrung  ist  längs  der  Halbaxe  der  positiv  reellen  Zahle 

der  tt7-Ebiene  unterbrochen,  indem  ihre 
z-Fhm^  beiden  Seiten  die  beiden  Begrenzungs 

^  jr-Fbfne       ^^^^^^  j^^  Sektors  entsprechen  (Fig.  11 ; 


Lassen   wir  (p   weiter   von   —  m 
^^S-  ^^-  — ,   von  —   bis  --  .  .  .   endlich  voi 

n  n  n 

^  ^ ""   ^^  bis  2n  wachsen,  so  überstreicht  die  entsprechende  Halb 

gerade  ip  =  const.  die  Ebene  zum  zweiten,  dritten  .  .  .  nten  Mal 
Die  z-Ebene  kann  also  in  Sektoren  zerlegt  werden,  von  denen  jede: 
eindeutig  und  stetig  auf  die  ganze  m?- Ebene  abgebildet  wird 
Daraus  folgt: 

in.  Die  Funktion  w  ==  :t^  nimmt  jeden  complexen  Wert  w  in  geradn 
n  Funkten  der  z^  Ebene  an, 

Ausnahmen  bilden  nur  die  Werte  w  =  0  und  m?  =  oo;  diese 
werden  nur  in  je  einem  Punkte  r  =  0,  bezw.  z  =^  od  angenommeE 
In  diesen  beiden  Punkten  stoßen  alle  jene  Sektoren  der  r-Ebene 
zusammen. 

Zwischen  den  verschiedenen  Punkten  z,  die  denselben  Wert  « 
liefern,  besteht  ein  einfacher  Zusammenhang.  Um  ihn  darzustellen, 
bezeichnen  wir  mit  b  die  (bestimmte)  complexe  Größe 

3)  e  =  cos h  «  sm  —  , 

welche  die  Eigenschaft  hat,  daß 

4)  6"  =  1 

ist,  während  die  niedrigeren  Potenzen  €,  e^,  «'  .  .  .  e"  -  ^  alle  von 
einander  und  von  1  verschieden  sind.  Dann  folgt  aus  der  Kein« 
mutativität  der  Multiplikation,  daß: 

5)  (€*  zY  =  z« 

ist  für  Ä  =  1,  2  .  .  w  —  1.  Auf  Grund  der  Definition  IV  von  §  11 
sprechen  wir  das  so  aus: 

IV.  Die  Funktion  w  =  z^  ist  eine  automorphe  Funktion;  sie  ge 
stattet  die  n  —  1  linearen  Transformationen  in  sich: 

6)  z  =e^z,     k=\,  2  .,.  n-^1. 

Zwischen  diesen  n  —  \  Transformationen  bestehen  Beziehungen 
CS  gilt  nämlich  ganz  allgemein  der  unmittelbar  aus  der  Definitio; 
automorpher  Funktionen  sich  ergebende  Sat?: 
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V.  Oestattet  eine  automorphe  Funktion  f(z)  zwei  lineare  Trans- 
formationen  in  sich,  z  =  qp^  (^),  z'  =  ^>%[J^y  ^o  gestattet  sie  auch  die 
aus  ihnen  zusammengesetzten  linearen  Transformationen  z'  =  qpj  [^2  (r)] 
und  /  =  qpg  [qpj  (z)]. 

Auf  Grund  der  Definition  einer  Gruppe  von  Transformationen 
(§  14,  Vni)  können  wir  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 

VI.  Die  linearen  Transformationen  in  sichy  welche  eine  automorphe 
Fmhäon  gestattet,  bilden  stets  eine  Gruppe. 

An  unserem  Beispiel  bestätigt  sich  das  einfach:  setzen  wir 
i^^z,  /'  =  6*z',  so  folgt  z"  =  6*  +  '2r,  was  wegen  (4)  ebenfalls 
unter  (6)  vorkommt.  Wir  können  übrigens  über  die  Struktur  dieser 
Grappe  noch  eine  nähere  Angabe  machen:  man  sieht,  daß  alle  jene 
linearen  Transformationen  durch  Wiederholung  der  ersten  unter 
ihnen  zu  stände  kommen.     Definieren  wir  also: 

ViL    Eine   Gruppe,    deren   sämtliche   Operationen    durch    Wieder- 
kbmg  einer  bestimmten  unter  ihnen  entstehen,  heißt  cyhlisch  — 
80  haben  wir  den  Satz : 

VJLLL.  Die  Funktion  w  =  Z**  gestattet  eine  cyklische  Gruppe  linearer 
Transformationen. 

Satz  n  kann  auch  so  ausgesprochen  werden: 

IX.    Der   von    den   Halbstrahlen    qp  =  0    und    qp  =  —    begrenzte 

Seüor  der  W'Ebene  ist  ein  Fundamentalbereich  der  w- Ebene, 

Wir  wollen  daran  anknüpfend  die  im  vorigen  Paragraphen  noch 
bei  Seite  gelassene  Frage  behandeln,  wie  weit  ein  solcher  Funda- 
mentalbereich  denn  eigentlich  willkürlich  ist     OfiFenbar  können  wir 
an  einem  seiner  Ränder  ein  beliebiges  Stück  wegnehmen,  wenn  wir 
nur  an  dem  andern  Rande  das  entsprechende  Stück  zufügen.     Der 
.  Nollponkt  muB  immer  auf  dem  Rande  bleiben,  da  er  bei  den  Trans- 
L  brmationen  der  Gruppe  in  sich  übergeführt  wird,  also  in  ihm  stets 
alle  n  Fundamentalbereiche  zusammenstoßen  müssen  ^  wie  auch  der 
erste   gewählt  werden    mag;    ebenso  muß  sich  der   Fundamen tal- 
bereich  stets  ins  unendliche  erstrecken.   Aber 
wir  können  ihn  einerseits  durch  eine  beliebige 
Tom  Nullpunkt  ins  Unendliche  laufende  Linie 
begrenzen,  wenn  wir  nur  dafür  sorgen,  daß 
diese  Linie   von   derjenigen    nicht    getroffen 
wird,  die  vermöge  einer  Drehung  um  den  Null- 
punkt durch  den  Winkel  — -  aus  ihr  hervor-  ^^' 

n 
geht  (VgL  Fig.  12).  Welche  von  allen  solchen  Linien  werden  wir  nun 

zweckmäßigerweise  zur  Begrenzung  des  Fundamentalbereichs  wiUilen? 
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Auf  diese  Frage  giebt  es  zwar  keine  allgemeine,  für  alle  auto- 
morphen Funktionen  gültige  Antwort;  unsere  Funktion  ti?  =  2*  gehört 
aber  zu  einer  speciellen  Klasse  solcher  Funktionen,  für  welche  diese 
Frage  bestimmt  beantwortet  werden  kann.  Sie  hat  nämlich  die 
Eigenschaft,  daß  zu  je  zwei  konjugiert  complexen  Werten  ihres  Argu- 
ments konjugiert  complexe  Funktionswerte  gehören,  insbesondere  zu 
reellen  Argumentwerten  reelle  Funktionswerte.  Wenn  wir  also  in  der 
z-Ebene  einen  Bereich  abgrenzen,  der  durch  die  Funktion  tr  =  z" 
auf  die  Halbebene  der  w  mit  positivem  imaginären  Bestandteil  oder 
„die  positive  Halbebene"  w  abgebildet  wird,  so  wird  ein  zu  jenem 
Bereich  symmetrischer  auf  „die  negative  Halbebene  w'^  abgebildet 
Wir  können  also  einen  Fundamentalbereich  folgendermaßen  kon- 
struieren: wir  bestimmen  zunächst  alle  diejenigen  Linien,  denen  Teile 
der  Axe  der  reellen  Zahlen  z  entsprechen;    in  unserem  Falle  sind 

das  die  2n  Halbstrahlen  (p  =  — '  {k  =  0,  1,  2  ...  2n  —  1);    diese 

Linien   teilen  die  z-Ebene  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Bereichen. 

In  jedem  solchen  Bereiche  hat  der  imaginäre 
Teil  von  w  ein  konstantes  Vorzeichen;  denn 
er  kann  wegen  der  Stetigkeit^  sein  Vorzeichen 
nur  ändern,  wenn  er  durch  0  hindurch  geht, 
und  das  ist  n.  V.  nur  auf  der  Grenze  der 
Bereiche  der  Fall.  Andererseits  muß  jeder 
solche  Bereich,  in  dem  z.  B.  w  positiv  ima- 
pf^g  ginären  Bestandteil  hat,  auf  die  ganze  positive 

tfvHalbebene  abgebildet  werden;  denn  würde 
er  nur  auf  einen  Teil  von  ihr  abgebildet,  so  müßte  wegen  der  Stetig- 
keit seine  Begrenzung  auf  die  Begrenzung  dieses  Teils  abgebildet 
werden,  was  ebenfalls  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Die  z-Ebene 
zerfällt  also  in  2n  Halbbereiche;  diese  sind  in  unserem  Falle  ab- 
wechselnd kongruent  und  symmetrisch,  in  allgemeineren  Fällen  tritt 
an  Stelle  der  Kongruenz  resp.  Symmetrie  direkte,  resp.  inverse 
Kreisverwandtschaft.  Irgend  zwei  aneinanderstoßende  dieser  Be- 
reiche geben  einen  zweckmäßigen  Fundamentalbereich.  Dem  ent- 
sprechend sagen  wir; 

X.  Mne  automorphe  Funktion,  welche  in  konjugierten  Punkten 
konjugierte  Funktionswerte  annimmt,  soll  eine  symmetrische  automorphe 
Funktion  heißen. 


^    Auf  die  Frage  der  Stetigkeit  kommen  wir  in  §  31   noch  einmal  aus- 
führlich zurück. 
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XL  Zu  einer  symmetrischen  automorphen  Funktion  gehört  eine 
Bsäeibmg  der  z^Ebene  in  abtcechselnd  direkt  und  invers  kreisverwandte 
Bereiche^  von  denen  irgend  zwei  aneinanderstoßende  zusammen  einen 
hndamentalbereich  der  Funktion  f(z)  bilden. 

Xn.  Im  Falle  der  Funktion  w  =  :t*  sind  diese  Halbbereiche  gerade 

Mg  begrenzte  Sektoren  von  der  Winkelöffnung  —, 


§  19.    Rationale  ganze  Funktionen. 

Bereits  zu  Beginn  dieses  Abschnitts  (§  8,  11)  haben  wir  all- 
gemein definiert,  was  unter  einer  rationalen  ganzen  Funktion  einer 
oomplexen  Yariabeln  zu  verstehen  ist.  Indem  wir  in  dem  allge- 
meinsten Ausdruck  einer  solchen  die  vorkommenden  Multiplikationen 
Ton  Summen  oder  Di£ferenzen  nach  dem  Distributionsgesetz  (§  3, 
ßlchg.  2)  ausfähren  und  schließlich  alle  Glieder,  die  eine  und  die- 
selbe Potenz  von  z  mit  Konstanten  multipliziert  enthalten,  in  je 
eines  zusammenziehen,  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

L  Jede  rationale  ganze  Funktion  von  z  läßt  sich  auf  die  Form 
hringen: 

iHe  ganze  Zahl  n  heißt  Grad  der  Funktion, 

Von  solchen  rationalen  ganzen  Funktionen  beweist  man  durch 
Anwendung  der  elementaren  Rechnungsregeln  den  Satz: 

IL  Ist  z^  ein  Nullpunkt  der  Funktion  fj^z\  oder  eine  Wurzel  der 
Gleichung: 

*p  ist  fj,z)  durch  z  —  z^  teilbar,  d,  h,  es  existiert  eine  rationale  ganze 
hadUion  (n  ^  f)ten  Grades  fn-i{z)  von  der  Beschaffenheit,  daß 
identisch: 

3)  fniz)  =  {Z-  Z,)    f„  _  1  (Z) 

in.  Igt  fj^z)  gerade  durch  (z  —  ZjJ*  teilbar,  d.  h.  exintiert  eine 
rationale  ganze  Funktion  (n  —  vjten  Grades  f„  _  y(z),  sodaß: 

m  =  {z  -  z,Y  f, .  ^(^z), 

ut,  aber  keine  rationale  ganze  Funktion  (^^^  —  v  —  l)ten  Grades,  für 
welche: 

f{z)  =  {z-z,y^^f„_^_,{z) 

itare,  so  heißt  z^  eine  v-fache  Wurzel  der  Gleichung  f[z)  —  0  oder  ein 
Nullpunkt  vier  Ordnung  der  Funktion  f(z). 
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Aus  Satz  X  von  §  3,  dessen  Wichtigkeit  bei  dieser  Grelegen- 
heit  zu  Tage  tritt,  folgt  dann: 

IV.  Hine  Gleichung  nten  Grades  hat  nie  mehr  als  n  Wurzeln  — 
es  sei  denn,  daß  sie  identisch  besteht^  d.  h.  daß  alle  Koeffizienten 
einzeln  Null  sind.  Eine  v-fache  Wurzel  zählt  in  diesem  Satze  für  v 
einfache. 

Der  positive  Satz  dagegen,  daß  jede  Gleichung  nten  Grades 
im  Gebiete  unserer  complexen  Zahlen  n  Wurzeln  hat,  läßt  sich 
nicht  mit  so  einfachen  Hilfsmitteln  beweisen;  wir  werden  ihn  später 
(§  44,  VII)  auf  anderem  Wege  erhalten. 

Übrigens  kann  man  Grenzen  angeben,  zwischen  denen  die  Null- 
punkte von  f{z)  jedenfalls  eingeschlossen  sind.  Sei  nämlich  einer- 
seits M  eine  Zahl,  für  welche : 


4) 

dann  folgt: 

Ia*)-«o*" 


^  -Sf  fdr  m  =  1,  2, .  .  .  n; 


<h 


n-l 


n-2 


Jtf{|z|'•-^  +  |z|»-^..  +|r!>+|z|  +  l}, 


d.  i. 


\x\     -  1 


,   deren  absoluter  Betrag  ^Jlf+  1    ist,  ist 

i  I  r  I «  -  1  <  I  z  I »,   also   folgt,   daß   für   alle 


Für  alle  Werte  von  z 
dieser  letzte  Bruch  ^ 
solchen  z: 

5)  \f{z)^a,z-\<\a,z- 

ist.     M.  a.  W.  es  gilt  der  Satz: 

V.  Für  alle  z,  deren  absoluter  Betrag  um  mindestens  1  grÖßef 
ist  als  die  durch  die  Ungleichungen  (4)  bestimmte  Zahl  Af,  übersteigt 
der  absolute  Betrag  des  höchsten  Gliedes  in  der  rationalen  ganzen 
Funktion  f{z)  den  absoluten  Betrag  der  Summe  aller  übrigen  Glieder. 

Insbesondere  folgt  daraus: 

VL  Äußerhalb  des  mit  dem  Radius  M  +  1  um  den  Nullpunk 
beschriebenen  Kreises  kann  keine  Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0  Hegen» 

Ist  andererseits  a„  _  ^  r"  das  niedrigste  Glied  der  rationalen 
ganzen  Funktion  f(z),  das  einen  von  0  verschiedenen  Koeffizienten 
hat,  so  kann: 

6)  /"W  =  ^  y  (v) 
gesetzt  werden,  wo 


7) 


(f 


a„^,.(-j         +  an-r-\h]  +  .  .  .  +  Oq 
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eine  rationale  ganze  Funktion  (n  —  i/)ten  Grades  von  —  ist.    Wollen 

wir  Satz  Y  auf  diese  anwenden,  so  müssen  wir  eine  Zahl  m  durch 
die  Ungleichungen: 


n  —  V 


<m  für  Ä  =  0,  1,  2...71  —  i/— 1 


definieren;  fuhren  wir  dann  wieder  z  und  f  ein,  so  folgt: 

ViL    Für   alle  von  0  verschiedenen^    z,    deren   absoluter  betrat/ 

kleiner  ist  als  (1  +  m)~  ^,  übersteigt  der  absolute  Betrag  des  niedrigsten 

Gliedes  in   der  rationalen  ganzen  Funktion  f(z)  den  absoluten  Betrag 

der  Summe  edler  übrigen  Glieder. 
Wie  VI  aus  V  folgt  hieraus: 
VJLLL.    Innerhalb    des   mit    dem  Badius  (\  +  ?n)"^   um   den  Null- 

punkt  beschriebenen  Kreises  kann  keine  Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0 

liegen,  außer  etwa  r  =  0. 

§  20.    Rationale  gebrochene  Funktionen. 

Werden  alle  Glieder  einer  gebrochenen  rationalen  Funktion 
(§8,  I)  auf  geineinsamen  Nenner  gebracht,  so  erhält  man  den 
Satz: 

I.  Jede  rationale  gebrochene  Funktion  von  z  kann  als  Q;uotxent 
zmer  rationalen  ganzen  Funktionen  dargestellt  werden: 

\]  j.  /-\  _  9(^}  __  gp  »"    +  g|  ft"  ""  ^    +  .  .   +  On-lX  +  Chi 

II.  Die  größere  der  beiden  Gradzahlen  m,  n,  bezw.  ihren  gemein- 
*ehaftlichen  ffert,  wenn  sie  einander  gleich  sind,  nennt  man  den  Grad 
der  rationalen  Funktion  r[z). 

In  einem  Punkte  z^,  in  welchem  g{z)  und  h{z)  von  Null  ver- 
schieden sind,  hat  r{z)  einen  bestimmten  endlichen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert.  In  einem  Punkte  z^,  in  welchem  A(z)  von  Null 
verschieden,  g(z)  =  i)  ist,  ist  auch  r(z)  =  0;  und  wenn  z^  in  diesem 
Falle  v-facher  Nullpunkt  von  g{z)  ist,  so  sagen  wir  auch,  z^  sei 
"•facher  Nullpunkt  von  r(r).  In  einem  Punkte,  in  welchem  g[z) 
von  0  verschieden,  ä(z)  =  0  ist,  ist  r(z)  =  oo  im  Sinne  des  §  12. 
Hier  definieren  wir: 

in.  Ein  Punkt  z^ ,  welcher  v-f acher  Nullpunkt  von  h  (z)  und  nicht 
^^leich  Nullpunkt  von  g{z)  ist,  heißt  v-facher  Unendlichkeitspunkt 
(^f acher  Pol)  von  r^  (z). 

*  Dieser  Zusatz  ist  erforderlich,  weil  beim  Übergang  von  g>  zu  f  (Glc 
^h  x^  SQ  multiplizieren  ist 
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Zuweilen  ist  es  bequem,  statt  der  in  (11)  und  (UI)  definierten 
Ausdrucksweisen  die  folgende  zu  gebrauchen: 

IV.  Wenn  r{z)  auf  die  Farm  gebrcLcht  werden  kann: 

2)  r{z)  =  {z-z,yr,{z), 

in  welcher  r^  eine  Funktion  bedeutet ^  die  für  z  ^  z^  endlich  und  von 
Null  verschieden  ist,  so  heißt  v  die  Ordnungszahl  von  r{z)  im  Punkte  z^. 

In  einem  Pole  ist  demnach  die  Ordnungszahl  negativ,  in  einem 
Nullpunkte  positiv;  ist  die  Funktion  in  einem  Punkt  endlich  und 
Yon  Null  verschieden,  so  ist  ihre  Ordnungszahl  in  diesem  Punkte  0. 

Endlich  haben  wir  noch  einen  Fall  zu  berücksichtigen:  es  kann 
nach  Vornahme  der  durch  Satz  I  geforderten  Reductionen  sehr  wohl 
eintreten,  daß  (7  (z)  und  h{z)  noch  gemeinschaftliche  Nullpunkte  besitzen. 
In  einem  solchen  Punkte  ist  der  Wert  der  rationalen  Funktion  an  und 
für  sich  vollständig  unbestimmt  (§  12).  Wir  können  aber  (durch 
rationale  Operationen,  zu  welchen  wir  die  Nullpunkte  von  g  und  h 
nicht  zu  kennen  brauchen)  den  größten  gemeinsamen  Teiler  k{z) 
von  g[z)  und  h{z)  bestimmen  und  damit  r[z)  auf  die  Form  bringen: 

in  welcher  g^,  h^  rationale  ganze  Funktionen  bedeuten,  die  keinen 
gemeinsamen  Teiler,  also  (in  Folge  von  §  19,  II)  auch  keinen  ge- 
meinsamen Nullpunkt  mehr  haben.    Setzen  wir  dann: 

80  besteht  für  alle  von  den  Nullpunkten  von  k[z)  verschiedenen  Punkte 
die  Gleichung: 

5)  r  [z)  =  r j  (z) . 

Nun  hindert  uns  nichts,  durch  Definition  festzusetzen: 

V.  Auch  in  den  Nullpunkten  von  k(z)  soll  der  Funktion  r{z)  der 
Wert  von  r^  (z)  zugeschrieben  werden  (der  ev,  auch  0  oder  oo  seim^ 
kann). 

Trifft  man  diese  Festsetzung,  so  gilt  der  Satz: 

VI.  Die  Ordnungszahl  (IV)  einer  rationalen  ganzen  Funktion  is^ 
in  jedem  Punkt  gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  ZähleP^ 
und  Nenner  in  diesem  Punkt, 

Aus  §  19,  IV  folgt  noch: 

VII.  Eine  rationale  gebrochene  Funktion  nimmt  keinen  Wert  öf 
an,  als  ihr  Grad  angiebt 
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I 
I 


§  21.    Verhalten  rationaler  Funktionen  im  Unendliclien. 

Neben  die  Auffassung  der  Gleichung  z'  =  f{z)  als  einer  Be- 
ziehung zwischen  zwei  verschiedenen  Punkten  derselben  oder  ver- 
schiedener Ebenen  haben  wir  bereits  in  §  10,  p.  22  die  andere  ge- 
stellt, nach  der  durch  eine  solche  Gleichung  demselben  Punkt  eine 
andere  complexe  Größe  zugeordnet  ist 

Von  dieser  letzteren  Auffassung  machen  wir  insbesondere  dann 
Gebrauch,  wenn  es  sich  darum  handelt,  das  Verhalten  irgend  einer 
vorgelegten  Funktion  im  Unendlichen  zu  untersuchen.  Wir  setzen 
dann: 

1)  z'  =  -  ,  also  z  =  -,, 

sodaß  dem  Punkte  der  Kugel,  dem  bisher  die  in  §  12  eingeführte 
complexe  Größe  z  =  cx)  zugeordnet  war,  jetzt  die  neue  complexe 
Größe  z'  =  0  entspricht  Ist  dann  durch  eine  Funktion  f[z)  jedem 
Eugelpunkt  ein  bestimmter  Funktionswert  zugeordnet,  so  können  wir 
diese  Werte  auch  als  Funktion  von  z',  sagen  wir  ^>{z\  auffassen. 
Ist  f{z)  durch  einen  rationalen  Ausdruck  gegeben,  so  brauchen  wir 
nur  in  diesem  z  vermöge  (1)  durch  seinen  Wert  als  Funktion  von 
z  zu  ersetzen.    Wir  erhalten  so  eine  rationale  Funktion  von  z\ 

2)  /'(^)  =  9'(^'); 

diese  können  wir  nach  §  20,  I  als  Quotienten  zweier  rationalen 
ganzen  Funktionen  darstellen.  Die  dazu  erforderliche  Multiplikation 
mit  einer  Potenz  von  /  im  Zähler  und  Nenner  setzt  allerdings 
^  4=  0  voraus;  da  aber  /(z)  für  z  =  oo  an  und  für  sich  in  der  unbe- 
stimmten Form  oo/oo  erscheint,  so  hindert  uns  nichts  (vgl.  §20,V), 
durch  Lefinition  festzusetzen: 

I.  Unter  dem  Wert  einer  rationalen  Funktion  f{z)  für  z  =  CD  soll 
der  Wert  der  Punktion  f{\  jz')  =  (p\z')  für  z'  =  0  verstanden  werden, 

Thun  wir  das,  so  erhalten  wir  folgende  Resultate: 

Ist  der  Zähler  einer  rationalen  Funktion: 


von  höherem  Grade  als  der  Nenner,  so  wird: 
4)  y(z)  =  !!^*'"  ■*■••■*■  ^'^ 


^*'«  +  ..  +  6o*'«-"»' 
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z  =  0  ist  ein   (n  —  m)-facher  Pol   von  qp  {z) ;    es   wird    also   nJ 

I  f{oo)  =  00,   und   wir   sagen,   z  =  oo  sei   ein   (n  —  i7i)-faqher 
von  f{z), 

Ist  m  =  n,  so  wird: 


5)  (p  {/)  =  -^ 


a^  jt'^  +  .  .  +  a, 


0 


also  f{cc)  =  qp{0)  =  «o/^o  ö^idlich  und  von  0  verschieden. 
Ist  endlich  m>  n,  so  wird: 


6)  q>  [z)  = 


_      ^lÄ     I  I      _       -./Hl  —  w 


also  /'(oo)  =  9j(0)  =  0;  und  da  hier  z'  =  0  (wi  —  n)-facher  Nullpui 
von  (f[z')  ist,  so  sagen  wir  auch,  z  =  oo  sei  (m  —  n)-facher  Ni 
punkt  von  f{z). 

Indem  wir  die  Definition  der  Ordnungszahl  einer  Funkt 
{§  20,  IV)  auf  z  =  00  ausdehnen,   finden  wir  in  allen  drei  Fäll' 

n.  Die  rationale  Funktion  (3)  hat  in  z  =  oo  die  Ordnungsz 
m  —  n. 


§  22.    Beispiel  einer  automorplien  rationaien  Funktion. 

Was  unter  einer  automorphen  Funktion  zu  verstehen  ist,  hal 
wir  bereits  §  1 7,  IV  definiert.  Soll  sie  zugleich  eine  rationale  s< 
so  darf  die  Gruppe  ihrer  Transformationen  in  sich  (§  18,  VI)  i 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Transformationen  bestehen  (we| 

§  20,  vn). 

Wir  definieren  zunächst; 

L  Eine  Gruppe,  die  nur  aus  einer  endlicheh  Anzahl  von  Tra 
formationen  besteht j  nennt  man  eine  endliche  diskrete^  Gruppe. 

Sei  z  =  X{z)  eine  der  Transformationen  einer  solchen  Grup 
dann  gehören  nach  §  18,  V  auch  die  durch  Wiederholung  die 
Transformation  entstehenden  Transformationen 

1)  A«  (z)  =  A  [A  (z)],  A»  (z)  =  l  [V  (z)] 

zu  der  Gruppe.  Soll  diese  eine  endliche  diskrete  sein,  so  köm 
die  Transformationen  (1)  nicht  aUe  von  einander  verschieden  sc 
sei  etwa: 


^  Der  Zusatz  „diskrete^^  ist  erforderlich,  weil  man  auch  von  „dndlic 
kontinuierlichen^^  Gruppen  spricht,  wo  dann  das  „endlich'^  sich  nicht  auf 
Anzahl  der  Transformationen  bezieht. 
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so  folgt  daraus: 

;.♦»  (z)  =  z 
oder 

A«-i[A(.i]  =  z, 
i  L: 

n.  In  einer  endlichen  diskreten  Gruppe  ist  zu  jeder  ihrer  Trans- 
formationen z  =  X{z)  eine  andere  z"  =  \t.{z)  von  der  Eigenschaft  ent- 
halteny  daß: 

2)  /*[AW]  =  ^ 

itt  oder  anders  ausgedrückt,  daß  die  Gleichung  z  =  fi  (z')  die  Auf- 
Umng  von  z'  =  A  (z)  nach  z  ist.  Man  nennt  p  die  zu  A  inverse  TranS" 
formaäon  und  bezeichnet  sie  mit  X"^. 

Seien  nun: 

3)  Xq  (z)  =  z,  Aj  (z),  ^2  {z)  .  .  .  Xn^  1  (-) 

die  N  linearen  Transformationen  einer  endlichen  diskreten  Gruppe. 
Ist  dann  Xj.  (z)  irgend  eine  von  ihnen,  so  sind  die  N  Werte 

eben  wegen  der  Gruppeneigenschaft  von  den  N  Werten  (3)  nur 
durch  die  Reihenfolge  verschieden.     Infolge  dessen  gilt  der  Satz: 

DI.  Jede  symmetrische  Funktion  der  N  Werte  (3),  z.  B.  das 
Produkt: 

irf  eine  zu  der  Gruppe  (3)  gehörende  automorphe  Funktion,  sofern  sie 
fflch  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert.  Letzteres  kann  zwar  sehr 
tohl  bei  gewissen  symmetrischen  Funktionen  eintreten,  aber  nicht 
gleidizeitig  bei  allen  (da  sonst  die  Werte  (3)  selbst  konstant  sein 
nüBten).  Es  gehören  also  zu  jeder  endlichen  diskreten  Gruppe  linearer 
transformationen  wirklich  automorphe  rationale  Funktionen. 

Sei  nun  z^  ein  Fixpunkt  einer  oder  mehrerer  {k)  der  Trans- 
formationen (3),  sei  also  etwa: 

i*)  ^0  =  -^1  (^o)  =  '^%  (^o)  =  •  •  •  =  ^fc- 1  (-ü)5 

km  folgt: 

Da  x^,  A^Aj  .  .  .  A^A;k_i  selbst  zu  den  Transformationen  der  Gruppe 
(Bhoren,  so  sagen  diese  Gleichungen  aus:  die  Punkte,  in  die  z^ 
tech  die  Transformationen  der  Gruppe  übergeführt  wird,  fallen  zu 
jt  k  zusammen  (woraus  nebenbei  hervorgeht,  daß  k  ein  Teiler  von 
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N  sein  muß).  Ist  nun  q){z)  eine  lineare  Funktion  von  z,  die  z^ 
zum  Nullpunkt  hat,  so  hat  qp[A^(z)]  den  Punkt  V^(^o)  ^^^  Null- 
punkt; da  nach  (11)  die  Gesamtheit  der  zu  den  Transformationen 
unserer  Gruppe  inversen  Transformationen  mit  dieser  Gruppe  selbst 
identisch  ist^  so  folgt:  die  Nullpunkte  von: 

r  =  0 

fallen  zu  je  k  zusammen,  der  Zähler  dieser  Funktion  ist  die  Ate 
Potenz  einer  ganzen  Funktion  vom  Grade  n/A.^  Bestimmen  wir 
q){z)  auch  noch  so^  daß  auch  sein  Pol  in  einen  (von  z^  und  seinen 
Transformierten  verschiedenen)  Fixpunkt  einer  der  Substitutionen  (1) 
hineinfällt,  so  wird  auch  der  Nenner  des  Produkts  eine  Potenz  einer 
ganzen  Funktion. 

Wenden  wir  dies  nun  auf  den  speciellen  Fall  der  Gruppe  von 
6  Transformationen  an,  welche  einen  Wert  des  Doppelverhältnisses 

von  4  Punkten  in  die  5  andern  überführt    Die  Substitution  z'  =«  - 

hat  einen  Fixpunkt  in  z^j  =  —  1 ,  die  Substitution  z'  =  1  —  z  einen 
im  Unendlichen.  Eine  lineare  Funktion,  die  den  ersteren  zum 
Nullpunkt,  den  letzteren  zum  Pol  hat,  ist  z  +  1 ;  sie  wird  durch  die 
Substitutionen  der  Gruppe  übergeflihrt  in: 

Das  Produkt  aller  6  Werte: 


I2x^  -'6x'  -Zx  -}-_2Y 


ist  demnach  eine  Funktion  des  Voppelverhältnisses  z  von  4  PunkUnj 
welche  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  4  Punkte  irgend  wie  vertauscht' 
Wollen  wir  nun  für  diese  Funktion  einen  Fundamentalbereich 
konstruieren,  so  können  wir  davon  ausgehen,  daß  sie  eine  *yift- 
metrische  automorphe  Funktion  ist;  wir  verfahren  deshalb,  analog 
wie  §  18,  XI  so,  daß  wir  zunächst  die  Linien  aufsuchen,  län^ 
welcher  F[z)  reell  ist  Zu  diesen  gehört  vor  allem  die  Axe  der 
reellen  z  selbst;  außerdem  aber  noch  diejenigen  Linien,  längs  welcher 
zwei  und  folglich  je  zwei  der  Faktoren  (6)  zu  einander  konjugiert 
complex  sind.  Nun  ist  z  +  1  konjugiert 
zu  2  —  z  längs  der  Linie  x  =  ^; 

*  Wir  lassen  den  Fall  zunächst  bei  Seite,    daß    einer  der  Punkte  Ki^ 
ins  Unendliche   fällt;    es   würde   dann  Graderniedrigung   eintreten.     Vgl.   düS 
Agende  Beispiel. 
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Ol  ^- längs  des  Einheitskreises ; 

tt —  längs  des  Kreises  vom  Mittelpunkt  1  und  Radius  1 ;    zu 

jdem  der  beiden  noch  übrigen  Faktoren  dagegen  nur  in  einzelnen 
unkten.  Aber  die  3  genannten  Linien  zusammen  mit  der  Äxe 
er  reellen  z  teilen  die  z-Ebene  gerade  schon  in  12  Bereiche;  je 
m  aneinanderstoßende  solcher  Bereiche  geben  zusammen  ein  Bild 
er  U7-Ebene,  und  da  die  Funktion  w  keinen 
t^ert  öfter  als  sechs  Mal  annehmen  kann,  so 
rauchen  wir  nicht  nach  weiteren  Teilungs- 
oien  zu  suchen,  sondern  haben  in  der  Fig.  14 
äreits  die  vollständige  Einteilung  der  z-Ebene 
i    Fundamentalbereiche     der     automorphen  _ 

onktion  w  vor  uns.     In  jedem  solchen  Be-  ^* 

;ich  nimmt  tr  jeden  complexen  Wert  einmal  und  nur  einmal  an. 
Weiter  eindringende  Untersuchungen  über  die  endlichen  dis- 
reten  Gruppen  linearer  Substitutionen  würden  den  Rahmen  dieses 
nches  überschreiten.^  Wir  brechen  vielmehr  die  Untersuchung 
itionaler  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  hier  ab,  um 
Q  transcendenten  Funktionen  überzugehen.  Wie  wir  nämlich  im 
rsten  Abschnitt  die  elementaren  Rechnungsoperationen  von  reellen 
of  complexe  Größen  übertragen  haben,  so  können  wir  auch  die 
'rage  aufwerfen,  ob  es  iiicht  Funktionen  einer  complexen  Variabein 
iebty  welche  die  fundamentalen  Eigenschaften  der  elementaren  trans- 
endenten  Funktionen  einer  reellen  Variabein  teilen.  Der  folgende 
ibschnitt  dient  als  Vorbereitung  zur  Beantwortung  dieser  Frage. 


DRITTER  ABSCHNITT. 


»eflnitionen  und  Sätze  aus  der  Theorie  der  reellen  Ver- 
änderlichen und  ihrer  Funktionen. 

Wir  werden  im  folgenden  eine  Reihe  von  BegriflFen  und  Sätzen 
IS  der  Theorie  der  reellen  Veränderlichen  und  ihrer  Funktionen 
*aachen  und  wollen  dieselben  daher  hier  zusammenstellen,  ohne 
Dgehendere  Begründung,  für  die  auf  die  Werke  von  A.  Genocchi 

*  Eine  aosfahrliche  Darstellung  dieser  Tlieorien  gi(;bt  F.  Klein,  Vorl. 
wr  das  Ikosaeder,  Lpz.  1884. 

5* 
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(Calcolo  diflferenziale  e  principü  di  calcolo  integrale,  pubbL  da 
G.  Peano,  Torino  1884),  0.  Stolz  (Allgemeine  Arithmetik,  Lpz. 
1885,  86)  und  P.  Tannery  (Indroduction  k  la  throne  des  fonctions 
d'une  variable,  Paris  1886)  verwiesen  sei. 


§  23.    Irrationale  Zahlen. 

I.  Eine  Scheidung  der  rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen 
definiert  eine  irrationale  Zahl  a,  wenn: 

jede  rationale  Zahl  einer  der  beiden  Klassen  angehört; 

jede  Zahl  A  der  einen  Klasse  größer  ist  als  jede  Zahl  a  der 
andern  Klasse; 

unter  den  a  keine  größte  und  unter  den  Ä  keine  kleinste  sich 
befindet 

n.  Von  dieser  Zahl  a  sagt  man,  sie  sei  kleiner  als  jedes  der 
A  und  größer  als  jedes  der  a. 

m.  Von  zwei  verschiedenen  irrationalen  Zahlen  a  {a,  A)  und 
ß  {bj  B)  heißt  a  kleiner  als  /S  (a  <  ß)  und  ß  größer  als  a  {/9  >  «), 
wenn  jedes  a  kleiner  ist  als  jedes  B. 

IV.  Ist  eine  unbegrenzte  Folge  rationaler  oder  irrationaler 
Zahlen  gegeben: 

von  denen  jede  folgende  größer  als  die  vorhergehende  ist,  die  aber 
alle  kleiner  sind  als  eine  angebbare  Zahl  G,  so  ist  dadurch  eine 
Scheidung  aller  rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen  festgelegt:  A  die 
größer  sind  als  jedes  der  a^,  a  die  übrigen.  Diese  Scheidung  hat 
die  beiden  ersten  unter  I  genannten  Eigenschaften.  Hat  sie  auch, 
die  dritte,  so  definiert  sie  eine  irrationale  Zahl  a\  wir  nennen  dann 
a  den  Grenzwert  der  a    und  schreiben: 


n 


lim  a^  =  a . 

n  =  00 


Ist   aber   unter  den  A  eine   kleinste  A^^   so  drücken  wir  das  aas 
durch  die  Gleichung: 


lim  a^  =  A^ 


n  =  00 


Der  dritte  noch  denkbare  Fall,  daß  unter  den  a  eine  größte  wärey 
ist  gegen  die  Voraussetzung. 

V.  Umgekehrt  kann  jede  der  unter  I  definierten  irrationalen 
Zahlen  als  Grenzwert  einer  Folge  rationaler  Zahlen  der  unter  IV 
besprochenen  Art  dargestellt  werden. 


j 
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VI.   Ist   eine   unbegrenzte  Folge   (rationaler  oder   irrationaler) 
Zahlen 

gegeben  und  läßt  sich  zu  jeder  (noch  so  kleinen)  positiven  Zahl  c 
eine  ganze  Zahl  n  von  der  Beschaffenheit  angeben,  daß: 
ifla  +  k  —  a^l  <  c  ist  für  alle  positiven  ganzen  Zahlen  k,  so  existiert 
eine  und  nur  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  a,  welche  folgende 
Eigenschaft  hat: 

Zu  jeder  (noch  so  kleinen)  positiven  Zahl  t]  läßt  sich  eine  ganze 
Zahl  n  von  der  Eigenschaft  angeben,  daß: 

a^^jt  —  a\  <  f]  f\iT  alle  positiven  ganzen  Zahlen  k.  Hat  die  Folge 
die  unter  IV  vorausgesetzten  Eigenschaften,  so  ist  diese  Zahl  a  mit 
dem  dort  ebenso  bezeichneten  Grenzwert  der  a^  identisch.  Hat  die 
Folge  jene  Eigenschaften  nicht,  so  nennen  wir  doch  auch  a  den 
Grenzwert  der  a    und  schreiben: 


lim  a^  =  a. 

n  =  00 


VII.  Sind  zwei  Folgen  von  rationalen  Zahlen  gegeben: 

1  >       2    *  •  *      n    '  •  • 

welche  beide  die  in  Nr.  VI  vorausgesetzte  Eigenschaft  haben,  so  daß 
also  die  Grenzwerte: 

lim  a^=:  a,     lim  i„  =  /? 

existieren,  so  existieren  auch  die  Grenzwerte 

lim  {a^  +  ÄJ,     lim  {a^  -  ^J,     lim  {aj^), 

n=:ao  n=oo  nssoo 

Oöd  wenn  ß  ^0  ist,  auch  der  Grenzwert: 

lim  (a„:*„). 

n  =  00 

Sind  außerdem  noch  zwei  andere  Zahlenfolgen 

(llf    0,2   •  •  •    ^n  •  *  * 
^1 9    ^2    *  ■  *    ^n   *  *  * 

derselben  Art  gegeben,  für  welche  ebenfalls: 

lim  an=^  ccj     lim  b'n  =  ß  y 

n  =  00  n=  00 

80  ist: 


lim  (o;  +  bn)  =  lim  {a^  +  *J, 

«  =  00  n  =  OD 

lim  {an  -  ^;)  =  lim  {n^^  -  Z»J, 


HS  00  n=  00 
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lim  (a;Ä;)  =  lim  {a^b^ 

n  =  00  n  =  00 

und  für  /?  4=  ö  auch: 

lim  «  :  ä;)  =  lim  (a„  :  *«). 

tt  =  00  n  =  OD 

VIII.  Infolge  dessen  können  wir  die  Summe  u  +  ß,  die  Differenz 
cc  —  ß,  das  Produkt  a .  ß,  und  für  /?  4=  ^  *^^^  ^®^  Quotienten  ajß 
durch  die  genannten  Grenzwerte  definieren. 

IX.  Für  die  so  definierten  Rechnungsoperationen  mit  irratioiialen 
Zahlen  gelten  alle  Gesetze  der  gleichnamigen  Bechnungsoperationen 
mit  rationalen  Zahlen. 

X.  Sind  in  einem  Intervall  {a  .  ,  .  b)  unendlich  viele  Zahlen  x 
definiert,  so  liegt  in  diesem  Intervall  mindestens  ein  Häufungspunkt 
dieser  Zahlen,  d.  h.  ein  Punkt  von  der  Beschaffenheit,  daß  in  jeder 
Nähe  desselben  noch  Zahlen  x  liegen. 


§  24.    Veränderliche  und  Funktionen. 

I.  Eine  Zahl  x  heißt  veränderlich  oder  variabel,  wenn  ihr  im 
Laufe  einer  Untersuchung  verschiedene  Werte  beigelegt  werden. 

n.  Eine  reeUe  Variable  heißt  unbeschränkt  veränderlich,  wemi 
ihr  jeder  reelle  Wert  beigelegt  werden  darf. 

m.  Eine  Variable  y  heißt  Funktion  einer  andern  x,  wenn  ihre 
Veränderlichkeit  in  der  Weise  an  die  Veränderlichkeit  von  x  ge- 
bunden ist,  daß  jedem  Werte,  den  x  annehmen  darf,  ein  bestimmter 
Wert  von  y  entspricht.  Mit  Bezug  darauf  heißt  x  die  unabhängige 
Veränderliche  oder  das  Argument, 

IV.  Hat  eine  Funktion  y  =  f\x)  die  Eigenschaft,  daß  zu  jeder 
noch  so  kleinen  positiven  Größe  €  eine  andere  S  so  bestimmt  werden 
kann,  daß 

I  f[x)  —  a  I  <  e 

ist  für  alle  diejenigen  Werte  des  Arguments  x,  für  welche 

\x  —  Xq\  <^  8 
ist,  ^  so  heißt  a  „Grenzwert  von  f{x)  für  x  =  x^,";  man  schreibt: 

lim  f{x)  =  a, 

'  Voraussetzung  dieser  Definition  ist,  daß  das  Argument  x  von  f{x)  nodi 
von  Xq  verschiedene  Werte  annehmen  kann,  für  welche  \  x  —  Xq\  <  d  ist,  wie 
klein  auch  ö  sein  mag.  —  Zu  den  Definitionen  XII — XV  sind  analoge  Voraus- 
setzungen zu  machen. 
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V.  „Enne  Funktion  y  =  /(^)  wird  mit  x  unendlich  klein^^  heißt 

soyiel  als: 

lim  y  =  0 . 

«  =  o 

VI.  Eine  unabhängige  Variable  heißt  in  ^  einem  Intervall  [a  .  .  .  b) 
stetig  veränderlich,  wenn  sie  jeden  reellen  Wert  annehmen  darf,  der 
den  Ungleichungen: 

genügt 

Vn.  Eine  Funktion  f{x)  heißt  an  einer  bestimmten  Stelle  x^ 
stetig,  wenn  die  Differenz 

/"K  +  Ä)  -  /"K), 

die  eine  Funktion  von  A  ist,  mit  h  unendlich  klein  wird.  (Ist  x 
nicht  unbeschränkt  veränderlich,  so  ist  auch  die  Veränderlichkeit 
von  h  auf  solche  Werte  zu  beschränken,  für  welche  x^  +  h  zu  den 
Werten  von  z  gehört) 

VUJL  Ist  eine  Funktion  eines  in  einem  Intervalle  stetig  ver- 
änderlichen Arguments  an  jeder  Stelle  dieses  Intervalls  stetig,  so 
heißt  sie  in  diesem  Intervall  stetig, 

IX.  Eine  im  Intervall  {a  .  ,  ,  b)  stetige  Funktion  nimmt  jeden 
zwischen  f{d)  und  f{b)  gelegenen  Wert  in  dem  Intervall  mindestens 
einmal  an. 

X.  Ist  eine  stetige  Funktion  y  =  f{x)   von  der  Art,   daß   der 

Örenzwert: 

lim  /"(^  •\-  h)-  f{x^) 

Ä  =  0  h 

ftr  einen  bestimmten  Wert  x^  existiert,  so  heißt  dieser  Grenzwert 
jfDifferentialquotient  von  f{x)  an  der  Stelle  x^^K 

XL  Hat  eine  Funktion  eines  in  einem  Intervalle  stetig  ver- 
änderlichen Arguments  an  jeder  Stelle  dieses  Intervalls  einen 
Differentialquotienten,  so  heißt  die  Funktion  in  diesem  Intervall 
differentOerbar.  Der  Wert  des  Diflferentialquotienten  ist  dann  eine 
Funktion  der  Stelle  x^,  die  mit  fi^o)  bezeichnet  und  Ableitung  von 
[(i)  genannt  wird.  Die  Ableitung  der  Ableitung,  sofern  sie  existiert 
heißt  zweite  Ableitung  (Ableitung  IL.  Ordnung);  u.  s.  w. 

Xn.  Kann  ein  Intervall  {a  ,  . .  b)  in  eine  endliche  Anzahl  Teil- 
intervalle derart  geteilt  werden,  daß  eine  Funktion  f{x)  eine  be- 
tiinunte  Eigenschaft  innerhalb  jedes  dieser  Teilintervalle  besitzt,  so 

'  Wir  unterscheiden  hier  und  im  folgenden  „in"  und  „innerhalb";  ersteres 
Khließt  die  Grenzen  ein,  letzteres  aus. 


72     Definitionen  u.  Sätze  am  der  Theorie  der  reellen  Veränderlichen. 


sagt  man:  die  Funktion  besitzt  diese  Eigenschaft  im  Intervall  a..J 
abteilungsweise  (z.  B.  sie  ist  in  ihm  abteilungsweise  stetig,  difFerentiier 
bar  u.  dgl.). 

XHL  Hat  eine  Funktion  y  =  f{x)  die  Eigenschaft^  daß  zu  jede) 
(noch  so  kleinen)  positiven  Größe  c  eine  positive  Größe  G  so  be 
stimmt  werden  kann,  daß 

|/-(x)-a|<€ 

flir  alle  diejenigen  Werte  des  Arguments  x,  für  welche 

x>G, 
so  schreibt  man: 

lim  f{x)  =  a 

X=   +  OD 

oder  auch  wohl  kürzer  /"(+  oo)  =  a.^ 

XIV.  Die  Schreibweise: 

lim  f[x)  =4-00 

oder  kürzer  f{x^  =4-00  bedeutet:  zu  jeder  (noch  so  großer 
positiven  Größe  H  läßt  sich  eine  (kleine)  positive  Größe  S  so  be 
stimmen,  daß: 

m  >  H 

für  alle  diejenigen  Werte  des  Arguments  x,  für  welche 

\x  —  Xq\  <  3 
ist 

XV.  Die  Schreibweise: 

lim  f{x)  =4-00 

dB  =   4-  00 

oder  kürzer  f{+ 00)  =  +00  bedeutet:  zu  jeder  (noch  so  große; 
positiven  Größe  II  läßt  sich  eine  andere  G  so  bestimmen,  daß: 

f{x)  >  H 

für  alle  diejenigen  Werte  des  Arguments  x,  für  welche: 

x>  G 
ist 

XVL   Das  Symbol   —  00   ist  analog  zu  definieren,   wie  dur< 

XTTT — XIV  das  Symbol  +  00  definiert  ist 


*  Die  Definition  des  Zeichens  lim  in  §  23,  VI,  bei  der  die  VerÄnderli« 

n=  CD 

keit   von  n  auf  die  ganzen  Zahlen  beschränkt  war,    ordnet  sich  der  hier  { 
geben cn  des  Zeichens  lim  als  specieller  Fall  unter. 


z  =  oo 
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§  25.    Unendliche  Reihen. 

I.  Ist  eine  unbegrenzte  Folge  reeller  Zahlen: 

M^j,    ttj,    Mjj    •  •  •    "n,    Wn  +  l    •  •    •    i^    iöf- 

gegeben  und  besitzt  die  Summe: 

*n   =  "o  +  "l   +  "2  +     •  •  •     +  "n 

einen  Grenzwert: 

lim  Sn  =  S 


n  =  00 


(im  Sinne  der  Definition  §  23,  VI),  so  heißt  die  unendliche  Reihe: 

OD 

1)  -2*  tt»  =  Mjj  +  ttj  +  Wj  +   ...   +  M„  +  t£„  4. 1  +  .  .  .  in  inf. 

hncergent  und  S  ihre  Summe. 
IL  Wenn  die  Reihe: 

2)  I  w^  I  +  I M,  I  +  ;  «2 1  +  .  .   +  I  w„  I  +  .  .  . 

konvergiert,  konvergiert  die  Reihe  (1)  umsomehr;    man  nennt  diese 
letztere  dann  absolut  konvergent 

in.  Bildet  man  aus  den  Gliedern  einer  absolut  konvergenten 
Beihe  eine  andere,  Vielehe  dieselben  Glieder  nur  in  veränderter 
Reihenfolge  enthält,  so  konvergiert  auch  die  neue  Reihe,  und  zwar 
gegen  dieselbe  Summe  wie  die  gegebene.  Man  sagt  deshalb:  eine 
absolut  konvergente  Reihe  ist  auch  unbedingt  konvergent. 

IV.  Die  Glieder  einer  nicht  absolut  konvergenten  Reihe  können 
stets  80  umgeordnet  werden,  daß  die  neue  Reihe  gegen  einen  be- 
liebig vorgegebenen  Grenzweii;  oder  überhaupt  nicht  konvergiert; 
man  sagt  deshalb:  eine  nicht  absolut  konvergente  Reihe  ist  auch 
nur  bedingt  konvergent. 

V.  Unbedingt  konvergente  Reihen  können  nach  den  für  end- 
liche Summen  geltenden  Gesetzen   addiert  und  subtrahiert  werden. 

VL  Wenn  die  Reihen: 

OD 

-2*  tt„,  „  =  £/„  ,     n  =  0,  1,  2,  3  .  .  . 


sowie: 


00 


2U,=  U 


n  =  0 

unbedingt  konvergieren,  so  konvergiert  auch  jede  Reihe  unbedingt 
gegen  U,  welche  entsteht,  wenn  man  die  w„^  „  irgendwie  in  eine  nur 
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nach   einer  Richtung   fortschreitende   Folge   ordnet      Insbesondere 
konvergieren  auch  die  Reihen 

00 

-5*  M^  „  =  ^«,     m  =  0,  1,  2  . . . 

«  =  o 
und: 

00 

m  =  0 

unbedingt,  und  es  ist  F=  U, 

VII.  Sind  zwei  unbedingt  konvergente  Reilien: 

i' «,  =  u, 

M  =  U 

00 

gegeben  und  wird 

gesetzt,  so  konvergiert  auch  die  Reihe 

OD 

n  =  0 

unbedingt,  und  zwar  gegen   UV, 


§  26.    Funktionen  von  zwei  reellen  Veränderlichen. 

I.  Zwei  Zahlen   x,   y    heißen   von  einander   unabhängige  Ver-J 
änderliche,   wenn   ihnen   im  Laufe  der  Untersuchung   verschiedener 
Werte  beigelegt  werden  und  wenn  dabei,   sobald  einer  von  üm6iLi= 
ein   bestimmter  Wert   beigelegt   ist,    der  andern    noch  vidllkürliche 
Werte  beigelegt  werden  können. 

II.  Die  Gesamtheit  der  Wertepaare,  welche  zwei  von  ei 
unabhängig   und    unbeschränkt  (§  24,  II)  veränderliche  Größen 
nehmen,    kann  (vgl.  §  4)  durch  die  Punkte-  einer  Ebene  dargestellt 
werden.     Werden  der  Veränderlichkeit   der   beiden  Variabeln  Ba**- 
schränkungen  gesetzt,  so  ist  es  zweckmäßig,  dieselben  in  geometrisclMir :: 
Form    unter    Bezugnahme     auf    die    entsprechenden    Punkte    aoa- 
zusprechen;  dazu  dienen  die  folgenden  Definitionen  und  Sätze: 

in.  Die  Gesamtheit  der  Punkte,  deren  Entfernung  von  eineDü- 
gegebenen  Punkte  x^y^  kleiner  ist  als  eine  bestimmte  QxOBe  9- 
(^ojI/o  selbst  eingeschlossen)  heißt  Umgebung  dieses  Punktes. 

IV.  Man  sagt:  eine  Umgebung  eines  Punktes  gehört  einer  gi 
gebenen  Punktmeuge  an,  wenn  jeder  Punkt  dieser  Umgebung  df 
Punktmenge  angehört. 
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V.  Eine  Punktmenge  heißt  flächenartiff,  wenn  in  ihr  mindestens 
In  Punkt  sich  findet,  von  dem  eine  Umgebung  zu  der  Punktmenge 
shöri.  (Die  Existenz  eines  solchen  Punktes  zieht  die  von  unend- 
ch  vielen  andern  nach  sich.) 

VL  Ein  Punkt  von  der  Eigenschaft,  daß  in  jeder  noch  so  kleinen 
Umgebung  desselben  noch  Punkte  einer  gegebenen  Menge  liegen, 
eißt  Häufungspunkt  dieser  Menge. 

Vll.  Eine  Menge  Ton  der  Eigenschaft,  daß  jeder  ihrer  Häufungs- 
unkte  zu  ihr  gehört,  heißt  in  sich  geschlossen, 

Vni.  Eine  Punktmenge  kann  folgende  Eigenschaft  haben:  wenn 
•gend  zwei  ihrer  Punkte  Aq,  A  gegeben  sind  und  eine  (beliebig 
leine)  positive  Größe  J,  so  können  andere  Punkte  Jj ,  ^j  .  . .  ^„  _  i, 
[^  der  Menge  so  angegeben  werden,  daß  jede  der  Entfernungen: 

-^0  ^1'  ^1  ^^ -^n  - 1  A^y  A^  A 

C  8  ist     Dann  sagen  wir:    die  Menge  ist  „m  sich  überall  dicht*^. 

IX.  Eine  in  sich  geschlossene  und  in  sich  überall  dichte  Menge 
leißt  zusammenhängend, 

X.  Eine  zusammenhängende  Menge  ^  die  nicht  flächenartig  ist, 
leißt  eine  kontinuierliche  Linie, 

XL  Eine  zusammenhängende  flächenartige  Menge  heißt  ein 
kontinuierUeher  Bereich. 

XIL  Ein  Punkt,  von  dem  eine  Umgebung  einem  Bereiche 
angehört,  heißt  „im  Innern  dieses  Bereiches  gelegen". 

XTTT.  Ein  Punkt,  von  dem  eine  Umgebung  keinen  Punkt  eines 
Berdches  enthält,  heißt  außerhalb  dieses  Bereiches  gelegen. 

XIV.  Ein  Punkt  von  der  Art,  daß  in  jeder  noch  so  kleinen 
Umgebung  desselben  sowohl  Punkte  liegen,  die  dem  Bereich  an- 
gehören, als  auch  solche,  die  ihm  nicht  angehören,  heißt  Grenzpunkt 
des  Bereiches. 

XV.  Wird  die  Veränderlichkeit  von  x  und  y  dadurch  einer 
Beschränkung  unterworfen,  daß  x  und  y  in  einem  Intervall  [a  ,  ,  .  b) 
stetigen  Funktionen  eines  Parameters  t  gleichgesetzt  werden: 

M)  ist  dadurch  eine  kontinuierliche  Linie  definiert. 

XVL  Haben  insbesondere  (p{t),  \p[t)  innerhalb  des  Intervalls 
stetige  Differentialquotienten,  und  nimmt  dyjdx  in  dem  Intervall 
niemals  zu  oder  niemals  ab,  so  heißt  die  Linie  ein  Wegstück. 

XVn.  ESn  Wegstück,  von  dem  kein  Teil  gerade  ist,  hat  mit 
keiner  Greraden  mehr  als  zwei  Punkte  gemein. 
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XVIII.  Wo  im  folgenden  von  einer  Linie  oder  einem  Bereiche  dk 
Rede  ist,  soll  stets  stillschweigend  angenommen  werden,  daß  die  lAm 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Wegstücken  besteht  und  daß  der  Berekk 
von  einer  solchen  Linie  begrenzt  ist  (Eine  so  weitgehende  Be- 
schränkung ist  für  die  Gültigkeit  der  weiteren  Entwicklungen  keines- 
wegs überall  erforderlich,  entspricht  aber  dem  elementaren  Charakter 
dieses  Buches.) 

XIX.  Eine  Linie,  die  einen  Innenpunkt  eines  Bereiches  mit 
einem  außerhalb  desselben  gelegenen  Punkt  verbindet,  hat  mindestens 
einen  Punkt  mit  der  Begrenzung  des  Bereiches  gemein.  Ist  dift 
Anzahl  der  Schnittpunkte  endlich,  so  ist  sie  ungerade  (wenn  ^Be- 
rührungspunkte" nicht  mitgezählt  werden).  Je  zwei  innere  (je  zwei 
äußere)  Punkte  lassen  sich  durch  eine  Linie  verbinden,  die  gans 
innerhalb  (außerhalb)  des  Bereiches  verläuft  Eine  geschlossene 
Linie,  der  ein  bestimmter  Richtungssinn  beigelegt  ist,  tritt  ebenso 
oft  in  den  Bereich  ein  als  aus  ihm  aus.^ 

XX.  Ein  Bereich  heißt  konvex,  wenn  seine  Begrenzung  mit 
keiner  Geraden,  von  der  nicht  eine  Strecke  zu  ihr  gehört,  mehr  ak 
zwei  Punkte  gemein  hat. 

XXI.  Gehört  der  Punkt  x^,  y^  zu  dem  Bereiche,  in  welchen 
eine  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  x,  y  definiert  ist,  und  litt 
sich  zu  jeder  (noch  so  kleinen)  vorgegebenen  positiven  Größe  6  eiM 
andere  8  so  bestimmen,  daß: 

\f{x,y)-  a\<t 

ist  in  allen  denjenigen  Punkten  des  Bereiches,  für  welche 

ist,    so   heißt  a   „Grenzteert  von  f(x,  y)  für  x  =  x^,   y^y^*^;   nun 

schreibt: 

lim      f{x,  y)  =  a. 


XXII.  Ist: 


lim      f{x,  y)  =  0 , 


SO  sagt  man:  „f{x,  y)  wird  mit  x  und  y  unendlich,  klein^^, 

XXIII.  Eine  Funktion  f{x,y)  heißt  an  einer  Stelle  x^y^ 
Definitionsbereiches  stetig,  wenn  die  Differenz: 

A^o  +  ^y  I/o  +  ^)-f{^oy  2/o\ 
die  eine  Funktion  von  h  und  k  ist,   mit  h  und  k  unendlich 
wird.     (Es  genügt  dazu  nicht,    daß  f(x,  y^^  eine  in  x  =^  x^  stetigl 

*  Vgl.  zu  diesen  Sätzen  A.  Schoenflies,  Gott  Nachr.  1896. 
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'unktion  von  x  und  fix^,  y)  eine  iu  y  —y^  stetige    Funktion    von 
ist) 

XXIV.  Sind  in  einem  endlichen  Bereiche  unendlich  viele  Punkte 
efiniert,  so  liegt  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  des  Bereiches 
lindestens  ein  Häufungspunkt  (§  23,  X)  dieser  Punkte. 


§  27.    Gleichmärsige  Annäherung  an  eine  Grenzfunktion. 

L  Gehören  imendlich  viele  Punkte  mit  demselben  x  =  x^,  aber 
erechiedenen  y  zum  Definitionsbereich  einer  Funktion  von  x  und  y, 
nd  laßt  sich  zu  jeder  (nocli  so  kleinen)  vorgegebenen  positiven 
riüfie  €  eine  andere  von  ^  unabhängige  so  bestimmen,  daß: 

\f{^^y)'-9{y)\<^ 

t  für  alle  diejenigen  Punkte  des  Definitionsbereiches,   für  welche: 

\x  —  Xq\  <  8 

• 

t,  und  y  einem  bestimmten  Intervall  angehört,  so  sagt  man:  die 
\mktion  f{x,  y)  konvergiert  in  dem  gegebenen  Intervall  für  lim  x  =  x^^ 
Uichmäßig  gegen  die  Grenzfunktion  (p[y\ 

n.  lsif{xy)  für  jeden  zu  x^  benachbarten,  aber  von  x^  verschiedenen 
»ten  Wert  x  =  x^  in  einem  bestimmten  von  x^  unabhängigen  Inter- 
lU  eine  stetige  Funktion  von  y  und  konvergiert  f{xj  y)  in  diesem 
atervall  für  lim  x  =  x^  gleichmäßig  gegen  (p  (y),  so  ist  dieses  qp  (y) 
1  dem  Intervall  st^ig. 

IIL  Konvergiert  die  Differenz  f{x  +  h)  —  f(x)  in  einem  Intervall 
i ...  X  ...  Ä)  fior  lim  ä  =  0  gleichmäßig  gegen  0,  so  sagt  man : 
(x)  ist  in  diesem  Intervall  gleichmäßig  stetig, 

IV.  Ist  eine  Funktion  f[x)  in  jedem  Punkte  eines  Intervalls 
tetig,  so  ist  sie  auch  in  dem  Intervall  gleichmäßig  stetig, 

V.  Konvergiert  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  unend- 
ichen  Reihe,  deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind,  als  Funktion 
on  X  und  n  betrachtet,  in  einem  Intervall  für  lim  w  =  oo  gleich- 
ttaßig  gegen  eine  Grenzfunktion,  so  heißt  die  unendliche  Reihe  in 
liföem  Intervall  gleichmäßig  konvergent, 

VI.  Sind  die  Glieder  einer  in  einem  Intervall  gleichmäßig  kon- 
vergenten unendlichen  Reihe  in  diesem  Intervall  stetige  Funktionen, 
0  ist  auch  die  Summe  der  Reihe  in  diesem  Intervall  stetig. 

Vn.  Konvergiert  eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  einer  Ver- 
nderlichen  mit  ganzen  positiven  steigenden  Exponenten  fortschreitet: 

a^^  a^x  +  a^x^  +  ,  ,  ,  +  a^ jr»  +  .  .  . , 
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für  irgend  einen  positiven  Wert  |  dieser  Veränderlichen,  so  kon- 
vergiert sie  gleichmäßig  im  ganzen  Intervall  (0  .  .  .  |),  emschUeßäek 
seiner  Grenzen,  stellt  also  eine  in  demselben  Umfang  stetige  Funktioa 
von  x  dar. 

VJLLL.   Für  Funktionen   von    mehreren   Veränderlichen    gelten 
analoge  Definitionen  und  Sätze  wie  I — VlI. 

§  28.    Integrale. 

I.  Sei  f{x)  eine  im  Intervall  a  ,  ,  .  b  stetige  Funktion;  seien 
Xj  Xg  •  -  -  x^  aufeinanderfolgende  Stellen  dieses  Intervalls,  |,.  eine  be- 
liebige Stelle  des  Intervalls  x^.  .  .  xi^i,  LäBt  man  die  Anzahl  n 
der  eingeschalteten  Stellen  so  ins  Unendliche  wachsen,  daß  jedeg 
der  Teilintervalle  ax^,  x^x^  .  ,  .  x^^ix^j  x^h  unte"  jede  Grenze  herab- 
sinkt, so  nähert  sich  die  Summe: 

+  (*  -  *„)/*(^J 

einem  festen,  von  der  Auswalü  der  x  und  der  |  unabhängigen 
Grenzwert.  Dieser  Grenzwert  heißt  das  zwischen  den  Grenzen  a  und 
b  f/enommene  Inteyral  von  f[x)  und  wird  mit* 

fax)  dx 

a 

bezeichnet. 

n.  Ist  f{x)  für  X  =^  b  nicht  mehr  stetig,  go  hat  das  Zeichen: 

}t\T)dT 
a 

nur  eiiie  Bedeutung,  wenn  der  Grenzwert: 

lim     /  f(x)dx 

c  =  0       a 

existiert;  es  bedeutet  nämlich  dann  diesen  Grenzwert 
III.  In  demselben  Sinn  bedeutet: 


c& 


ff{x)<lx 

a 

den  Grenzwert: 

b 

lim  /f{:r)dx, 

b  =  rß    a 

sofern  er  existiert 

IV.  Eine  in  einem  endlichen  Intervall  (jleichmäßig  konvergente 
unendliche  Reihe,  deren  Glieder  stetige  Funktionen  von  x  sind,  darf 
ül)er  dieses  Intervall  ffliedweise  nach  x  integriert  werden. 


§  28,    Integrale.        §  29.    Doppelintegrale. 
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V.  Eine  eben  solche  Reihe,  deren  Glieder  differentiierbare 
Funktionen  von  x  sind,  darf  gliediceise  differentiiert  werden,  tcenn 
auch  die  Reihe  der  Ableitungen  gleichmäßig  konvergiert. 

VL  Wenn  eine  Linie  F  durch  die  in  dem  Intervall  {a ...t...h) 
abteilungsweise  differentiierbaren  Funktionen: 

definiert   ist,   während  P  und  Q  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
sind,  so  ist  unter  dem  Kurvenintegral 


das  Integral: 


und  unter: 


das  Integral: 


zu  verstehen. 


f{Pdx  +  qdy) 
r 


/('"'-: +«Ä)'" 


r 


j-(p||rf,  +  i.öo 


dx 


dy 


'^^)-I^'lS'^^ 


§  29.    Doppelintegrale. 

L  Sei  in  einem  endlichen  kontinuierlichen  Bereich  S  der  xt/- 
Ebene  eine  stetige  Funktion  f{x,y)  gegeben;  sei  der  Bereich  S  in 
«Teilbereiche  tr^,  0-2  •  •  •  ^n  gc^GÜt;  sei  (1,.^^)  ein  Punkt  von  (t..  Läßt 
man  die  Anzahl  n  der  Teilbereiche  so  ins  Unendliche  wachsen,  daß 
die  Ausdehnung  jedes  derselben  unter  jede  Grenze  herabsinkt,  so 
nähert  sich  die  Summe 

/'dl.  ^1)  <ri  +  fitz  ^2)  <^a  +  .  .  .  +  fil,  %)  ö-« 

«inem  festen,  von  der  Wahl  der  Teilbereiche  und  der  Punkte  |.^. 
unabhängigen  Grenzwert  Dieser  Grenzwert  heißt  das  über  den 
Bereich  S  erstrechte  Doppelintegral  der  Funktion  f  und  wird  mit 

s 
bezeichnet 

IL  Ist  der  Bereich  nicht  mehr  endlich  oder  die  Funktion  f 
nicht  mehr  stetig,  so  gelten  analoge  Festsetzungen,  wie  in  §  28,  II,  lU. 

HL  Wird  die  Begrenzung  des  Bereiches  S  von  jeder  Parallelen 
im  Abstand  t  von  der  y-Axe  in  höchstens  zwei  Punkten  getroffen. 
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deren  Ordinaten  durch  y  =  qp^  {x)  und  y  =  qpgW  bestimmt  sind; 
sind  femer  x  =  a  und  x  =  ^  die  erste  und  letzte  dieser  Parallelen, 
welche  den  Bereich  noch  treffen,  so  ist: 

// A^>y)  d(r=f[f  f{x,  y)  dy]  dx. 

IV.  Wird  die  Begrenzung  F  des  Bereiches  S 
von  keiner  Parallelen  zur  x-  oder  y-Axe  in  mehr 
als   zwei  Punkten   getroffen    und   sind  F,  Q   m  S 

stetige,  -^ — ,   -^-—  in  S  abteilungsweise  stetige  Funk- 
tionen, so  ist: 

s  r 

In  dem  Integral  rechts  ist  der  positive  Sinn  von  F  so  fixiert  zu 
denken,  daß  S  zur  Linken  desselben  liegt. 

V.  Satz  (IV)  gilt  auch,  wenn  der  Bereich  S  zwar  selbst  nicht 
die  Eigenschaft  hat,  daß  seine  Begrenzung  von  keiner  Parallelen  zu 
einer  der  Axen  in  mehr  als  zwei  Punkten  getroffen  wird,  wenn  er 
aber  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilen  zerlegt  werden  kann,  von 
denen  jeder  einzelne  diese  Eigenschaft  hat. 

VI.  Seien  P,  Q  in  einem  Bereiche  S  stetige  Funktionen  von  x 

und  y,  mit  Ableitungen  -r —  und  -^ -,  die  in  S  abteilungsweise 
stetig  sind.     Dann  ist  das  Bestehen  der  Gleichung: 

dP  ^  d_Q 
dy   ~^   dx 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß: 

f(Pdx+qdy)  =  {^ 
r 

ist  für  jede  in  S  gelegene  geschlossene  Kurve  F,  die  für  sich  allein- 
ohne  Zuhilfenahme  eines  Teils  des  Randes  von  S^  einen  Teil  von  5 
vollständig  begrenzt. 

VII.  Ein  Bereich  S  heißt  einfach  zusammenhängend ^  wenn  jedB 
in  ihm  verlaufende  geschlossene  Kurve  für  sich  allein,  ohne  Zuhilfe- 
nahme eines  Teils  des  Randes  von  S,  einen  Teil  von  S  vollständig 
begrenzt 

Vni.  Wenn  P  und  Q  innerhalb  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiches  S  den  Bedingungen  des  Satzes  VI  genügen, 
dann  ist  der  Wert  des  längs  einer  ungeschlossenen  Kurve  in  S  ge- 
nommenen Kurvenintegrals: 
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/    {Pdx+qdy) 

uur  abhängig  von  den  beiden  Grenzpunkten  [x^y^^  und  [xy\  dagegen 
nicht  abhängig  von  der  Wahl  des  Integrationswegs  F, 

IX.  Dieser  Wert  ist,  bei  fest  gewähltem  unteren  Grenzpunkt, 
eine  stetige  Funktion  F[x,  y)  der  Koordinaten  des  oberen,  deren 
partielle  Ableitungen: 

dx   "     '         dy  '^^ 
sind. 

X.  Jede  andere  Funktion  von  x  und  y,  welche  dieselben 
partiellen  Ableitungen  hat,  kann  sich  von  F{x,  y)  nur  durch  eine 
additive  Konstante  unterscheiden. 

XI.  Sind  U  und  F  zwei  Funktionen,  welche  in  einem  Bereiche 
S  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  sind  und  abteilungsweise 
stetige  zweite  Ableitungen  besitzen,  so  ist: 

r  s 

Xn.  Sei  femer  ds  das  Bogenelement  der  Kurve  F;  sei  auf  der 

nach  außen  gerichteten  Normale  von  F  ein  Stück  /In  abgetragen, 

mit  F  der  Wert  von  F  im  Endpunkt  dieses  Stückes  und  mit 

dV    .      ,.         V  -  V 
-5—  der  lim     — 


bezeichnet,  sei  endUch: 


A2r      d^V  ^   d'V 


dx^    '    dy' 
dann  ist  unter  den  Stetigkeitsbedingungen  des  Satzes  XI: 

r  s  s 

und: 

r  8  s 

Xni.  Unter  denselben  Bedingungen  ist: 

r  s 

(Die   Sätze  XII   und  XIII   werden   als  GßEEN'sche   Sätze    be- 
zeichnet). 
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VIERTER  ABSCHNITT. 


Eindeutige  analytische  Funktionen  einer  complexen  Ver- 
änderlichen. 

§  30.    Vorbemerkungen. 

im  zweiten  Abschnitt  haben  wir  bereits  eine  Reihe  elementarer 
Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  z  kennen  gelernt  und 
zum  Teil  eingehend  untersucht;  die  allgemeine  Erörterung  des  Be- 
griffs, den  wir  mit  den  Worten  „Funktion  einer  complexen  Variabeh« 
verbinden,  haben  wir  damals  noch  hinausgeschoben.  Wir  müssen 
jetzt  an  sie  herangehen. 

Man  könnte  ja  X+  Yi  im  allgemeinsten  Sinne  eine  Funktion 
von  X  +  1/1  nennen,  wenn  die  reellen  (rrößen  X,  ¥  Funktionen  der 
reellen  Variabein  x,  y  sind.  Dann  würde  die  Theorie  der  Funktionen 
einer  complexen  Variabein  nichts  anderes  sein,  als  die  Theorie  der 
Paare  von  Funktionen  zweier  reellen  Variabein.  Es  ist  jedoch 
üblich  das  Wort  in  einem  engeren  Sinne  zu  gebrauchen,  so  daß  die 
„Theorie  der  Funktionen  einer  complexen  Variabein"  nur  einen  be- 
sonders wichtigen  und  leicht  zugänglichen  Abschnitt  aus  der  Theorie 
der  Paare  von  Funktionen  zweier  reellen  Variabein  vorstellt  Mao 
gelangt  zu  dem  hiermit  angedeuteten  Standpunkt  durch  Überlegungen 
folgender  Art: 

Der  speciellen  Bezeichnung:  rationale  Funktion  einer  complexen 
Größe  X  +  iy  ist  bereits  im  11.  Abschnitt  auf  Grund  der  im  L  ge- 
gebenen Definitionen  der  elementaren  Rechnungsoperationen  mil 
complexen  Größen  ein  bestimmter  Sinn  beigelegt  worden.  Mai 
könnte  nun  versucht  sein,  auf  die  Definition  transcendenter  Funktionei 
durch  Grenzwerte  von  rationalen  zurückzugehen  —  wie  z.  B. 

^  =  Um  f  1  +  -V  — 

und  darauf  die  Definition  einer  transcendenten  Funktion  complexei 
Arguments  zu  stützen.  Aber  dem  stellen  sich  Schwierigkeitei 
entgegen:  es  kann  vorkommen,  daß  ein  solcher  Grenzwert  flir  all 
reellen   und   doch   für  keinen  complexen  Wert  von  x  existiert;   e 
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kann  femer  vorkommen,  daß  zwei  solche  Grenzwerte,  die  für  reelle 
X  dieselbe  transcendente  Funktion  darstellen,  für  complexe  x  ver- 
schieden ausfallen.  Bei  einer  bestimmten  Klasse  solcher  Grenzwerte 
ist  man  allerdings,  wie  wir  später  sehen  werden,  sicher,  daß  diese 
Schwierigkeiten  nicht  auftreten:  nämlich  bei  den  Summen  unend- 
licher Potenzreihen;  Weiebstbass^  hat  deshalb  seine  Funktionen- 
theorie  auf  die  Lehre  von  den  Potenzreihen  gegründet  Cauchy 
nnd  ftiEMANN  dagegen  knüpfen  überhaupt  nicht  an  eine  analytische 
Ausdrucksform  an,  sondern  an  eine  bestimmte  Eigenschaft,  die  jeder 
rationalen  Funktion  einer  complexen  Veränderlichen  zukommt,  aber 
nicht  jedem  Ausdruck  Z  +  i  7,  dessen  Glieder  rationale  Funktionen 
der  reellen  Veränderlichen  ar,  y  sind.  Dieser  Auffassung  wollen  wir 
uns  anschließen;  dazu  müssen  wir  vor  allem  diese  unterscheidende 
Eigenschaft  der  rationalen  Funktionen  einer  complexen  Veränder- 
lichen kennen  lernen,  was  einiger  Vorbereitungen  bedarf. 


§  31.    Stetigkeit  rationaler  Funktionen. 

Der  Vollständigkeit  wegen  beginnen  wir  mit  der  Definition: 

L  Unter  einer  complexen  Funktion  einer  oder  mehrerer  reellen 
Ftränderlichen  verstehen  wir  eine  complexe  Veränderliche  Z=  X  +  i Y, 
ieren  Komponenten  X,   Y  Funktionen  jener   Veränderlichen  sind, 

IL  Auf  solche  Funktionen  kÖrynen  wir  die  Definitionen  des  vorigen 
Aiichnitts  in  dem  Sinne  anwenden,  daß  wir  sie  auf  die  einzelnen  Korn- 
fonenten  beziehen. 

Also  z.  B.:  eine  unendliche  Reihe  solcher  Z  heißt  konvergent, 
wenn  die  Reihe  der  X  und  die  der  Y  jede   für  sich  konvergieren; 

unter  v-  ist  -^    +  i  ^    ,  unter  fZdx  ist  fXdx  +  i  fYdx  zu  ver- 
dx  dx  dx^  •'  ^ 

stehen  u.  s.  w. 

Eine  rationale  Funktion  f(z)  einer  complexen  Veränderlichen 
z-x  +  iy  ist  im  Sinne  der  Definition  I  eine  complexe  Funktion 
Tou  X  und  y.  Nach  §  26,  XXII,  haben  wir  sie  als  an  einer  Stelle 
stetig  zu  bezeichnen,  wenn  die  Differenz: 


'  £inc  authentische  Veröffentlichung  der  Vorlesungen  von  Weiekstrass 
irt  in  nahe  Aussicht  gestellt.  Von  ähnlichen  Grundsätzen  gehen  aus  J.  Thomas, 
elementare  Theorie  der  analytischen  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen 
(Haue  1880)  und  M.  M6ray,  Le^ons  nouvelles  sur  Tanalyse  infinitesimale 
Ü^MtiB  1894  ff.)* 

6* 
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mit  h  und  k  unendlich  klein  wird.     Fassen   wir   h  +  ik   auch  zi 
einer  complexen  Größe  ^  zusammen,  so  können  wir  auch  sagen*. 
HL  f{z)  ist  in  z  =  Zq  stetig,  wenn  die  Differenz 

fi'o  +  ^  -  n^o) 

mit  I  f !  unendlich  klein  wird  — 

oder  wenn  wir  für  die  abkürzende  Redeweise  „unendlich  klein' 
ihre  eigentliche  Bedeutung  (§  26,  XXI,  XXII)  einführen: 

f{z)  ist  in  z  =  Zq  stetig,  wenn  sich  zu  jeder  vorgegebenen  posiUüti 
Größe  e  eine  andere  S  so  bestimmen  läßt,  daß 

1)  l/Vo  +  O-A^o)    <« 
ist  für  alle  diejenigen   Werte  i^,  für  welche: 

2)  \^\<S 
ist. 

Dabei  haben  wir  die  Ungleichung  (1)  für  den  absoluten  Betra 
der  complexen  Größe  selbst  angesetzt,  während  wir  sie  nach  11  fä 
den  absoluten  Betrag  des  reellen  und  den  des  complexen  Teils  g< 
sondert  hätten  ansetzen  müssen.  Man  überzeugt  sich  aber,  da 
beides  auf  dasselbe  hinauskommt:  soll  \Z\  <c  e  sein,  so  müssen  \X 
und  in  jedes  einzeln  <€  sein;  und  sind  |Z|  und  '[Y\  jed< 
einzeln  <  e,  so  ist  nach  §  5,  III  |^!  <  2  c.  -^  Zu  beachten  i 
auch,  daß  die  Bedingung  für  alle  ^  erfüllt  sein  muß,  die  der  Ui 
gleichung  (2)  genügen,  m.  a.  W.  die  Differenz  f{ZQ  +  0  —  f{^o)  ^^ 
bei  beliebiger  Annäherung  von  f  an  den  Nullpunkt  nach  0  koi 
vergieren,  nicht  etwa  bloß,  wenn  diese  Annäherung  in  speciell» 
Weise,  etwa  längs  einer  vorgeschriebenen  Linie,  erfolgt 

IV.  Sind  zwei  Funktionen  (p{z)j  t/^(^)  in  einem  Punkte  z^  steti 
so  sind  auch  (p{z)  +  \p [z)  und  (p[z),yj {z)  in  diesem  Punkte  stetig. 

Denn  n.  V.  kann  man  S  so  klein  wählen,  daß: 

\v(^o  +  0  -<p{^o)\  <  i«.     '  '»^(^0  +  ?)  -  '^(^o)!  <  i« 
wird;  dann  wird: 

3)  I  [qp(^o  +  ?)  +  ^n^o  +  0]  -  [q^W  +  V^(^o)]  j  <  « 

nach  §  5,  III;  also  ist  die  Summe  stetig.     Femer  ist: 

[         l?^(^o  +  O'V^i^o  +  ?)  -  qP (-o) • '^ f^o) i 

1    +  19^(^0 +  f)-'^(^o)- 9P(-o)-V'(^o)l- 

Man   kann    nun    zunächst  S  so  klein  wählen,    daß  für  alle  \^\< 

\(p{^o  +  C)[  <  W (^o) I  +  ^  ^^^^  ^^^  ®^  dann  wenn  nötig  noch  weit 
verkleinem,  so  daß  für  alle  solchen  f : 
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wird;  dann  wird  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  für  alle 
solchen  c^  kleiner  als  €.     Also  ist  auch  das  Produkt  stetig. 

In  derselben  Weise  kann  auch  der  entsprechende  Satz  für  den 
Quotienten  bewiesen  werden,  aber  nur  mit  einer  Einschränkung: 

V.  Der  QuotierU  <p  {z)  j 'Kf)  (z)  zweier  in  einem  Punkte  z^  stetigen 
Funktionen  ist  in  diesem  Punkte  ebenfalls  stetig,  wenn  der  Nenner  xp  {z) 
nicht  in  ihm  Null  ist 

Nun  können  wir  zunächst  zeigen,  daß  r*»,  wenn  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  für  jeden  endlichen  Wert  z^  stetig  ist  Dazu  dient 
die  Umformung: 

1(^0  +  0  -  ^ol  K^o  +  CY-'  +  {zo  +  Cr-'^zo  +  •••  +  V"M; 

aas  ihr  folgt  nämlich: 

Ist  nun  eine  Größe  €  vorgegeben  und  wählen  wir  S  so  klein,  daß 
fÄr  irgend  eine  positive  Zahl  M >  \zq\  die  beiden  Ungleichungen 
erfUlt  sind: 


^0 


+  3<M,      r)< 


e 


SO  wird  I {Zq  +  CY  —  ^o"  \  '^  ^-     ^^^  ^^^  bewiesen: 

VI.  Die  Potenz  mit  positivem  ganzzahligen.  Exponenten  ist  im 
EndHcken  überall  stetig. 

Aus  den  drei  Sätzen  IV— VI  ergiebt  sich  dann  der  allgemeine 
Satz: 

VLL  Eifie  rationale  Funktion  einer  complexen  Variahein  ist  überall 
da  stetig,  wo  sie  endlich  ist 

Man  hat  beim  Beweise  dieses  Satzes  nur  die  Festsetzungen  von 
§  20  zu  beachten,  denen  zufolge  eine  rationale  Funktion  immer  auf 
eine  solche  Form  gebracht  werden  kann,  daß  der  Nenner  nur  da  0 
wird,  wo  die  Funktion  nicht  mehr  endlich  bleibt 

Femer  folgt  aus  den  Entvdcklungen  von  §  20: 

Vin.  In  den  Polen,  in  welchen  die  rationale  Funktion  selbst  nicht 
^hr  stetig  ist,  ist  wenigstens  ihr  reciproker  Wert  stetig. 

Die  Sätze  Vll  und  Vlli  beziehen  sich  zunächst  auf  endliche 
Werte  der  unabhängigen  Variabein;  durch  die  Festsetzungen  der 
§§  12  und  21  übertragen  sie  sich  auch  auf  den  Wert  oo : 
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IX.  Auch  für  z  =  QO  ist  eine  rationale  Funktion  entweder  selbst 
stetig^  oder  ihr  reciproker  Wert  (oder  beide). 

Gleichungen  der  Form: 

war  in  den  §§  20  und  21  zunächst  eine  rein  konventionelle  Be- 
deutung beigelegt  worden,  auf  Grund  der  in  §  12  geschehenen  Ein- 
führung des  Zeichens  „oo".  Andererseits  hatten  wir  in  §  24, 
XTTT — XV  solche  Gleichungen  noch  in  einer  andern  Weise  definiert, 
die  sich  auf  complexe  Variable  folgendermaßen  überträgt: 

X.  fiz^)  =  00  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Große  Jt 
läßt  sich  eine  andere  S  so  bestimmen,  daß: 

\f{^o  +  C)\>  ^^j  sobald    ICKä. 

XI.  /  (oo)  =  Wq  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Große  i 
läßt  sich  eine  andere  N  so  bestimmen^  daß: 

I  f(z)  —  Wq\  <C  B  sobald    I  r  I  >  A". 

XII.  /'(oo)  =  00  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Große  M 
läßt  sich  eine  andere  N  so  bestimmen,  daß: 

\f{z)\  >  M,  sobald     z'>N. 

Die  Sätze  VIII  und  IX  sagen  dann  aus: 

Xm.  Bei  rationalen  Funktioiien  stehen  diese  beiden  Auffassungen 
des  Zeichens  oo  nie  im  Widerspruch;  jede  solche  Gleichung  (6)^  die 
bei  der  einen  Auffassung  richtig  ist,  ist  es  auch  bei  der  andern. 

Geometrisch  sagen  die  Sätze  dieses  Paragraphen  aus: 

XW.  Die  durch  eine  rationale  Funktion  ic  =  f[z)  vermittelte  Ab' 
bildung  der  z-Kugel  auf  die  w-Kugel  ist  überall  stetig,  auch  in  der 
Umgebung  des  Punktes  oo  der  einen  wie  der  andern  Kugel, 


§  32.     DifTerentiaJquotient  einer  rationalen   Funiction  complexen 

Arguments. 

Um  die  am  Schlüsse  von  §  30  angekündigte  und  im  yorigen 
Paragraphen  begonnene  Untersuchung  weiterzufuhren  betrachten  wir 
für  einen  bestimmten  Wert  z^  von  z,  für  welchen  f{z)  endlich  ist^ 
den  Quotienten: 

1)  A^»  +  ;)-/i^o)^^(^^ 

als  Funktion  von  ^.  Derselbe  ist  eine  rationale  Funktion  von  f, 
die  für  l^  =  0  in  der  unbestimmten  Form  0/0  erscheint.  Wir  haben 
uns  aber  in  §  20  bereits  davon  überzeugt,  daß  wir  bei  einer  rationalen 
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Funktion  von  ^  eine  solche  Unbesümmtheit  stets  durch  geeignete 
Umformungen  beseitigen  können.  M.  a.  W.  wir  können  stets  eine 
andere  rationale  Funktion  t//^  (^)  angeben,  die  für  alle  diejenigen 
Werte  von  J,  für  welche  i/;(f)  bestimmt  ist,  mit  \p{l^)  übereinstimmt, 
die  aber  auch  für  ^  ==  0  entweder  einen  bestimmten  Wert  hat  oder 
in  dem  dort  definierten  Sinne  bestimmt  unendlich  wird.  In  der 
Differentialrechnung  wird  nun  gezeigt,  daß  unter  Beschränkung  auf 
reelle  Werte  von  f  diese  Fimktion  t//j  (^)  unter  den  getroffenen  An- 
nahmen auch  für  ^  =  0  einen  bestimmten  Wert  hat,  und  daß 
dieser  Wert  eine  rationale  Funktion  von  Zq  ist,  die  mit: 

r  w 

bezeichnet  und  Ableitung  von  /'(z^)  genannt  zu  werden  pflegt.  Dabei 
wird  zwar  auch  f{z)  als  reell  vorausgesetzt;  wir  können  uns  aber 
Ton  dieser  zweiten  Voraussetzung  frei  machen,  wenn  wir  yt  {l)  in  seinen 
reellen  und  imaginären  Bestandteil  zerlegen: 

2)  V(0  =  9P(£)  +  «/(t)- 

Es  folgt  also,  daß  der  Quotient  t/;(f)  unter  der  Voraussetzung 
f(z^^)  4=  00  für  £  =  0  einen  bestimmten  (noch  von  Zq  abhängigen) 
Grenzwert  f  {z^)  besitzt,  sofern  wir  ^  auf  reelle  Werte  beschränken. 
Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  aber  gesehen,  daß  eine  rationale 
Funktion  einer  complexen  Veränderlichen  f  überall  da  stetig  ist, 
wo  sie  endlich  ist;  wenn  also 

lim    A».  +  Q-fM  ^f. (   ) 
c  =  o  ^ 

ist,  sobald  ^  durch  reelle  Werte  der  Null  sich  nähert,  so  folgt,  daß 
diese  Gleichung  gelten  muß,  in  welcher  Weise  auch  J  gegen  Null 
konvergiert  Wir  sprechen  dieses  Ergebnis  in  folgendem  Satz  aus: 
L  Eine  rationale  Punktion  f{z)  einer  complexen  Veränderlichen 
hat  in  jedem  Punkte  z,  in  welchem  sie  endlich  ist,  einen  bestimmten 
wm  der  Art,  wie  dz  der  Null  sich  nähert,  unabhängigen  Differential- 
quotienten: 

der  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  für  reelle  Veränderliche 
md  PunkHanen  gefunden  u^erden  kann. 

Nun  ist  leicht  zu  sehen,  daß  diese  Eigenschaft  nicht  jedem 
Ausdruck  X  +  iT  zukommt,  dessen  Glieder  rationale  Funktionen 
Ton  X  und  y  sind.  Denn  für  einen  solchen  Ausdruck  ist  nach 
elementaren  Sätzen  der  Differentialrechnung  für  Funktionen  zweier 
Vei^nderlicher  die  Totaländerung: 


88    Eindeutige  analytische  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen, 


WO  6^^  «2  Gl^i*ößen  bezeichnen,  die  mit  Jx  und  Jy  unendlich  klein 
werden.     Der  Differenzenquotient 

Ax  -k-  i Ay 

kann  also  geschrieben  werden: 

Ax 

Lassen  wir  nun  Ay  und  Ax  in  der  Weise  gegen  0  konvergieren, 
daß  der  Quotient  AyjAx  gegen  einen  bestimmten  Grenzwert^  dyjdx 
konvergiert  (d.  h.  geometrisch  ausgedrückt,  lassen  wir  den  Punkt 
{x  +  Ax,  y  +  Ay)  sich  dem  Punkte  {x,  y)  auf  einer  Kurve  nähern, 
die  in  {x,  y)  eine  bestimmte  Tangente  hat),  so  konvergiert  der  ge- 
nannte Differenzenquotient  gegen  den  Grenzwert: 

(iX       .dY\        (d_X       .dj\dy 
[dx~^  ^  dxj  '^  [d'y'^^  dy  )dx 

■ + -n 

Dieser  Grenzwert  wird  im  allgemeinen  ganz  wesentlich  von  dyfdx 
abhängen;  er  wird  dann  und  nur  dann  davon  unabhängig  sein,  wenn 
auch  im  Zähler  (wie  im  Nenner)  das  von  dyjdx  freie  Glied  sich 
zu  dem  Koeffizienten  von  dyjdx  verhält  wie  1  :  2,  m.  a.  W.  wenn 

ist.  Diese  Gleichung  besteht  aber  (§  2,  I)  dann  und  nur  dann, 
wenn  einzeln: 

^X  ^  __dJY 

dy  d X    ' 

dY^       d^X 
dy  ~'        dx 

ist.     Wir  haben  also  zunächst  das  Resultat: 

II.  Mn  Ausdruck  der  Form  X  +  i  Yy  in  welchem  J,  Y  rationale 
Funktionen  von  x  und  y  bedeuten,  kann  jedenfalls  nur  dann  auf  die 
Form  einer  rationalen  Ftinktion  von  z  =  x  +  iy  (/ehr acht  werden^  wenn 
X  und  Y  den  partiellen   Differentialgleichungen  (5)  genügen. 


5) 


*  Der  auch  oo  sein  kann. 


f 
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Andererseits  ist  zu  beachten ,  daß  für  rationcUe  Funktionen  die 
formalen   Rechnungsregeln    der   Differentialrechnung    einfach   Kon- 
seqnenzen, der  fundamentalen  Sätze  der  elementaren  Algebra  sind. 
Da  wir  nun  im  ersten  Abschnitt  gezeigt  haben,  daß  diese  letzteren 
för  complexe  Größen  ebenso  gelten  wie  für  reelle,  so  folgt,  daß  wir 
anch  jene  Differentiationsregeln  auf  rationale  Funktionen  complexer 
Veränderlicher   anwenden   dürfen.      So   können   wir   z.  B.   in   eine 
solche  Funktion,   die  wir  zunächst  als  von  x  und  y  abhängig  be- 
trachtet  haben,   z  ^  x  +  iy  an  Stelle  von  x  als  unabhängige  Ver- 
änderliche neben  y  einführen;  unterscheiden  wir  dann  die  nach  diesen 
unabhängigen   Veränderlichen   genommenen    partiellen   Differential- 
quotienten  von  den  auf  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  be- 
logenen dadurch,   daß  wir  sie  in  Klammem  schließen,   so  ist  nach 
jenen  Kegeln: 

Haben  wir  nun  einen  complexen  Ausdruck  X  +  i  ¥,  dessen  Glieder 
rationale  Funktionen  von  x  und  y  sind  und  der  der  Gleichung  (4) 
genügt,  so  folgte  daß  für  einen  solchen: 

/d{X  +  iY)\  ^  d(Xf_iY)  _  ,d(X-htY)  ^  Q 
\       dy       )  dy  dx 

ist  Wenn  also  z  =  ar  +  ly  als  neue  unabhängige  Variable  an  Stelle 
Ton  X  neben  y  in  einen  complexen  Ausdruck  der  genannten  Form 
emgef&hrt  wird,  welcher  der  Gleichung  (4)  genügt,  fällt  y  von  selbst 
heraus,  m.  a.  W.: 

in.  Das  Bestehen  der  Gleichungen  (5)  ist  nicht  nur  notwendige, 
sondern  auch  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  X  +  i  Y  auf  die  Form 
tmer  rationalen  Funktion  von  z  allein  gebracht  werden  kann. 


§  33.  Definition  regulärer  Funktionen  complexen  Arguments  durcli 
die  CAUCHY-RiEMANN'scIien  Diirerentiälgleicliungen. 

Die  im  letzten  Paragraphen  abgeleitete  Eigenschaft  der  raäonalen 
Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  wollen  wir  nunmehr  zum 
Ausgangspunkt  für  die  aufzustellende  Definition  dessen  nehmen,  was 
vir  überhaupt  unter  einer  Funktion  complexen  Arguments  verstehen 
tollen.  Wir  wollen  nämlich  eine  complexe  Größe  Z  =  X  +  iY, 
deren  Komponenten  X,  Y  Funktionen  der  reellen  Variabein  x  und 
jf  sind,  dann  und  nur  dann  eine  Funktion  des  complexen  Arguments 
2  =  r  +  ly    nennen,    wenn    sie    jene    Eigenschaft    der    rationalen 


■rf—n-i  .«aj  fc  i^M 
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Funktionen  von  z  teilt,  wenn  also  ihre  beiden  Bestandteile  den 
Differentialgleichungen  (5)  des  §  32  genügen.  In  dieser  Fordenmg 
liegt  bereits  implicite,  daß  wir  die  Existenz  der  ersten  Differential- 
quotienten  von  X  und  Y  (und  damit  auch  die  Stetigkeit  dieser 
Funktionen)  verlangen,  da  wir  sonst  nicht  von  Gleichungen  zwischen 
ihnen  reden  könnten;  wir  wollen  aber  darüber  hinaus  noch  eine 
weitere  Einschränkung  hinzufügen,  indem  wir  uns  nur  mit  solchen 
Funktionen  beschäftigen  wollen,  deren  erste  Ableitungen  abteilungs- 
weise  stetig  sind.  Wir  nennen  solche  Funktionen  regulär,  definieren 
also : 

I.  Sind  X  und  ¥  in  einem  Bereiche  der  xy-Ebene  eindeutige  und 
stetige  Punktionen  von  x  und  y,  deren  erste  Ableitungen  nach  x  und  y 
in  diesem  Bereiche  wenigstens  abteilungsweise  steäg  sind  und  die 
Gleichungen  (5)  des  vorigen  Paragraphen  erfüllen,  so  heißt  die  com' 
plexe  Größe  Z  =  X  +  iY  eine  in  jenem  Bereiche  reguläre  Punktion 
des  complexen  Arguments  z  =^  x  +  iy. 

Sei  z.  B.: 

X  =  e^  cos  y,     Y=e^siny, 

so  ist: 

dX      dY      ^  dX  dY  ^    . 

-ä—  =  ä—  =  ^  cos  y,     ^—  =  —  ^—  =  —  e*  sin  y; 
ax       ay  ^'     ay  ax  ^' 

es  ist  also  ^  (cosy  +  tsiny)  eine  (in  der  ganzen  Ebene)  reguläre 
Funktion  von  z  =  x  +  iy.  Wir  werden  sie  in  den  §§  40 — 42  ein- 
gehend untersuchen. 

Die  Existenz  oder  Stetigkeit  höherer  Ableitungen  wird  in  der 
Definition  I  zunächst  nicht  gefordert  (doch  werden  wir  später  seheu, 
daß  sie  aus  ihr  gefolgert  werden  kann).  Nehmen  wir  sie  aber  an, 
so  können  wir  aus  jenen  Differentialgleichungen  durch  abermalige 
Differentiation  die  Gleichungen  ableiten: 

'  da?*        d y^  dx  dy       dy  dx  ' 

2^  —  4-  ^-^  =  -    -^^-  4-     ^'-^    ==  0- 

'  dx^        dy*  dxdydxdy'^'* 

wir  erhalten  also  den  Satz: 

II.  Weder  der  reelle,  noch  der  rein  imaginäre  Bestandteil  einer 
analytischen  Funktion  complexen  Arguments  können  als  willkürliche 
Funktionen  von  x  und  y  angenommen  werden;  sie  müssen  vielmehr  beide 
der  LAPLAC Eschen  Differentialgleichung: 

^)  ä^^  +  öY^-^ 

Genüge  leisten. 
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Dieser  Satz  U  gestattet  eine  Umkehrung  in  folgender  Weise: 
Die  Gleichung  (1)  stellt  nach  §  29,  VUI  zusammen  mit  den  Stetig- 
keitsToraussetzungen  nicht  nur  eine  notwendige,  sondern  auch  die 
hinreichende  Bedingung  dafür  dar,  daß  das  Kurvenintegral: 

xoyo 

einen  vom  Wege  unabhängigen  Wert  besitzt.  Dieser  Wert  ist 
sonach  eine  eindeutige  Funktion  von  x  und  y,  deren  Ableitungen 
die  Werte  haben: 

dx  dy  ^      dy  ~~   dx  * 

also  ist  J  +  1 1^  nach  Def.  I  eine  reguläre  Funktion  von  x  +  iy,  und 
wir  können  eine  Umkehrung  von  III  in  folgender  Form  aussprechen: 

HL  Jede  den  Steügkeitsbedingungen  und  der  LAPLACKschen 
Differentialgleichung  genügende  Funktion  X  von  x  und  y  kann  als 
reeUer  Bestandteil  einer  regulären  Funktion  Z  ='  X  +  i  Y  von  z  = 
I  -f  iy  angesehen  werden. 

Die  willkürliche  Wahl  der  unteren  Grenze  in  dem  Integral  (4) 
iüTolviert  eine  additive  Konstante.  Andererseits  können  zwei  stetige 
Funktionen  ¥,  deren  partielle  Differentialquotienten  nach  x  und 
nach  y  bezw.  übereinstimmen,  sich  nur  durch  eine  additive  Konstante 
unterscheiden,  so  daß  wir  dem  Satz  IQ  den  Zusatz  geben  können: 

IV.  Durch  den  reellen  Bestandteil  einer  Funktion  complexen 
Mguments  ist  der  zugehörige  imaginäre  Bestandteil  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt. 

Faßt  man  die  Diiferentialgleichungen  (5)  des  vorigen  Para- 
[graphen  wieder  zu  der  einen  Gleichung  (4)  zusammen  und  durch- 
Äuft  die  dieser  vorhergehenden  Überlegungen  nach  rückwärts,  so 
i«rkennt  man: 

V.  Es  ist  nur  eine  andere  Ausdruckweise  der  gegebenen  Definition 
[(0  einer   regulären  Funktion  Z  =  f{z)    eines    complexen   Arguments  z, 

^  für  eine  solche  Funktion  der  Differenzenquotient: 

f(*  +  ^)  -  n^) 


V 

(> 


[wä  abnehmendem  |  f  |  gegen  einen  und  denselben  Grenzwert  konvergiert, 
welcher  Weise  auch  ^  gegen  Null  konvergieren  mag. 
VL   Wir  nennen  diesen   Grenzwert  den  Differentialquotienten   von 
f[z)  an  der  Stelle  z  und  bezeichnen  ihn  mit: 

'^m  oder  f  (z) . 
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Wir  leiten  gleich  noch  zwei  Sätze  ab,  die  sich  leicht  aus  dieser 
Form  (V)  der  Definition  einer  regulären  Funktion  complexen  Aip* 
ments  ergeben: 

Vii.  Ist  w  =  f{z)  eine  in  einem  Gebiet  S  der  Z' Ebene  regvlare 
Funktion^  ist  femer  JF ^  ^{^)  ^^^  reguläre  Funktion  von  w  für  dUe 
diejenigen  Werte  w,  welche  f{z)  in  S  annimmt  y  so  ist  W  auch  eine  m 
S  reguläre  Funktion  von  z. 

Denn  aus  der  Existenz  der  mit  dwjdz  und  dWjdw  be- 
zeichneten Grenzwerte  kann  die  Existenz  des  Grenzwerts  dlFjäz 
wie  bei  Funktionen  reeller  Variabein  gefolgert  werden  (§  23,  VII). 

VUI.  Ist  w  =  f{z)  eirie  in  S  reguläre  Funktion  von  r,  die  vi 
diesem  Bereich  keinen  Wert  mehr  als  einmal  annimmt  und  deren 
Differentialquotient  in  ihm  überall  von  Null  verschieden  ist\  so  erfliUn 
die  Werte,  die  w  in  S  annimmt,  einen  Bereich  U  der  w^ Ebene,  m 
welchem  umgekehrt  z  eine  reguläre  Funktion  von  w  ist 

Der  Grenzwert  dzjdw  ist  nämlich  reciprok  zu  dem  Grenzwert ; 
dwjdz. 

I 

§  34.    Konforme  Abbildung. 

Es  seien  {x,  y\  bezw.  (m,  v)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
Punkte  zweier  Ebenen.  Werden  u  und  v  bestimmten  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  stetigen  Funktionen  von  x  und  y  gleich-; 
gesetzt,  so  wird  dadurch  jedem  Punkte  dieses  Bereiches  ein  Punkt 
der  zweiten  Ebene  zugeordnet;  diese  Punkte  der  zweiten  Ebene 
erfüllen  einen  bestimmten  Bereich  derselben.  Wir  sagen  dann: 
durch  die  Funktionen  u  {x,  g\  v  (x,  g)  tcird  der  erste  Bereich  auf  dem 
zweiten  stetig  abgebildet  Eine  besondere  Klasse  solcher  Abbildungei 
bilden  diejenigen,  für  welche  u  +  iv  in  dem  im  vorigen  Paragraphei: 
definierten  Sinne  eine  reguläre  Funktion  von  x  +  ig  ist;  wir  wollen 
diese  Klasse  durch  eine  geometrische  Eigenschaft  charakterisiereik| 

Zu  diesem  Zwecke  formen  wir  die  Bedingung  VI  des  vorigeaj 
Paragraphen  etwas  um.  Seien  z^,  z^,  z^  drei  Werte  von  j2r  =  x  +  ijffj 
w^,  w^j  w^  die  entsprechenden  Werte  von  w  =  u  +  iv;  wir  bilden j 
die  Diff'erenzenquotienten :  j 

•"•-"'■      und     '"•-"'• 


*2  *1  *8  *1 

Lassen  wir  z^  und  z^  unendlich  nahe  an  z^  rücken,  so  werden  dieae] 
beiden  Quotienten  unendlich  wenig  verschieden  sein;  denn  jeder  von 

*  Die  zweite  Voraussetenug   ist   8chon  in  der  ersten  enthalten,    wie  wk, 
aber  hier  noch  nicht  beweisen  können.  —  Vgl.  übrigens  $^  46,  X.  j 


i 
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uen  ist  dann  unendlich  wenig  verschieden  von  dem  eindeutig  be- 
immten  Werte  des  Differentialquotienten 

du> 

dl 
1  der  Stelle  z  =  z^.     Es  ist  also: 


*«   -  *1  *8   -  ^1 


+  €, 


>  €  mit  Z3  —  .Zj  und  Zj  —  Zj  unendlich  klein  wird.  Umgekehrt,  wenn 
ne  solche  Gleichung  besteht,  in  welcher  Weise  auch  Zg  und  z,  dem 
inkte  z^  sich  nähern  mögen,  so  folgt  daraus,  daß  der  Differential- 

Lotient  -^  von  der  Eichtung  des  Differentials  dz  unabhängig  ist. 

Aus  Gleichung  (1)  können  wir  im  allgemeinen,  d.  h.  abgesehen 
m  einem  am  Schlüsse  des  Paragraphen  zu  besprechenden  Aus- 
ihmefall, den  Schluß  ziehen,  daß  auch  in  der  Gleichung: 

^i-  ^i  __  *«  -  *i   .   *' 

I  = -4-  5 

mit  Zj  —  Zj  und  Zj  —  z^  unendlich  klein  wird.  Lassen  wir  aus 
eser  Gleichung  e  weg,  so  geht  sie  (abgesehen  von  der  Bezeichnung) 
i)er  in  die  Gleichung  (15)  des  §  10,  deren  geometrische  Bedeutung 
>rt  gegeben  war.  Damit  haben  wir  eine  Antwort  auf  die  gestellte 
rage;  wir  können  sie  so  formulieren: 

L  Jedes  Dreieck  der  z^Ebene,  dessen  Seiten  unendlich  kleine  Großen 
rrselben  Ordnung  sind,  ist  dem  entsprechenden  Dreieck  der  w-Ebene 
s  auf  unendlich  kleine  Großen  höherer  Ordnung  ähnlich^  d.  h.  Seiten- 
irbältnisse  und  Winkel  des  einen  sind  von  den  entsprechenden 
t&cken  des  andern  unendlich  wenig  verschieden. 

Insbesondere  folgt  aus  den  Entwicklungen  des  §  10,  wenn  wir 
e  von  den  dort  behandelten  endlichen  Dreiecken  auf  die  hier  auf- 
«tenden  unendlich  kleinen  übertragen: 

n.    Der   absolute  Betrag    des  Differentialquotienten  ~r-    an  einer 

'eile  der  z-Ebene  giebt  das  an  dieser  Stelle  stattfindende  Vergrößerung s-- 
rrhältnis,  d.  h.  den  Faktor^  mit  welchem  man  die  Länge  einer  dort 
ffindUchen  unendlich  kleinen  Linie  multiplizieren  muß,  um  die  Länge 
T  entsprechenden  Linie  der  vy^Ebene  zu  erhalten. 

HL   Der  Arcus  a  von  t-  giebt  den  Winkel  an,  um  welchen  jedes 

i  der  Stelle  z  befindliche  Linienelement  gedreht  werden  mußy  wenn  es 
m  entsprechenden  Linienelement  der  w^Ebene  parallel  werden  soll. 
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Da  dieser  Winkel  nur  von  der  Stelle  z,  nicht  von  der  Richtimg 
des  betrachteten  Linienelements  abhängt,  so  folgt: 

IV.  Irgend  zwei  Kurven  der  z-Ebene  bilden  in  jedem  ihrer  Sckmä" 
punkte  denselben  Winkel  miteinander  j  wie  die  entsprechenden  Kurven 
der  w^Ebene  in  dem  entsprechenden  Schnittpunkte  — 

oder  (mit  Benutzung  der  §  11,  VTE  eingeführten  Terminologie): 

V.  Durch  eine  in  einem  Bereiche  der  z^Ebene  definierte  regvlärt 
Funktion  w  des  complexen  Arguments  z  wird  dieser  Bereich  konform 
auf  einen  bestimmten  Bereich  der  w-Ebene  abgebildet. 

Beispiele  solcher  Abbildungen  in  großer  Zahl  haben  wir  im 
IL  Abschnitt  bereits  kennen  lernen;  im  Folgenden  werden  uns  noch 
viele  weitere  begegnen. 

Der  Schluß  von  (1)  auf  (2)  ist  nur  zulässig,  wenn  der  Grenz- 
wert von  (-^2  ""'2rj)/(M?3  —  M?j)  endlich,  also  der  von  (w?3 --ti?j)/(r, —  rj) 
von  Null  verschieden  ist.  Da  wir  nur  von  solchen  unendlich  kleinen 
Dreiecken  reden,  deren  Seiten  alle  von  derselben  Größenordnung 
sind,  ist  das  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn: 


lim     *?L.-7^  =  (j^) 


von  Null  verschieden  ist    Also  müssen  wir  Satz  V  durch  folgenden 
Zusatz  vervollständigen: 

VI.  An  denjenigen  Stellen,  an  welchen: 

dx 

ist,  ist  die  Konformität  der  Abbildung  unterbrochen. 

In  welcher  Beziehung  an  einer  solchen  Stelle  die  Winkel  in 
der  einen  Ebene  zu  den  entsprechenden  Winkeln  in  der  andern 
Ebene  stehen,  können  wir  erst  später  (§  69)  angeben. 

In  vielen  Fällen  ist  es  von  Interesse,  zuzusehen,  auf  welche 
Linien  der  tr-Ebene  die  Parallelen  zu  den  Eoordinatenaxen  der 
z-Ebene  abgebildet  werden.  Man  erhält  die  Gleichungen  dieser 
Linien,  wenn  man  w  =  f(z)  =  (p{x,  y)  +  i^fix^y)  setzt  und  dann  aus 
den  Gleichungen: 

3)  y>(^,  y)  =  «,     V^(-^,y)  =  v 

Xy  bezw.  y  eliminiert.    Umgekehrt  stellen  die  Gleichungen 

4)  (p  [xy  y)  =  const 

und 

5)  7/'  {x,  y)  —  const. 

diejenigen  Kurvensysteme  der  r-Ebene  vor,  denen  die  Parallelen  Xj 
den    Eoordinatenaxen    der    tr-Ebene    entsprechen.      Wegen    de^ 

i 
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Konformität  der  Abbildung   schneidet  jede  Eiure   des  Systems  (4) 
jede   Kurve   des   Systems  (5)   unter   rechten   Winkeln;    die   beiden 
Kurrensysteme  sind  zu  einander  orthogonal.    Wählt  man  femer  aus 
d^  Scharen  der  Parallelen  zu  den  Eoordinatenaxen  in  der  tr-Ebene 
je  eine  diskrete  Menge  solcher,  die  in  gleichen  für  beide  Scharen 
übereinstimmenden  Abständen  aufeinanderfolgen ,   so   teilen   sie   die 
KvEbene  in  Quadrate;   diese  entsprechen  Stücken  der  r-Ebene,  die 
Ton  Quadraten  sich  um  so  weniger  unterscheiden,  je  kleiner  jener 
konstante  Abstand  gewählt  ist      Man  drückt  diese  Eigenschaft  der 
Kurrensysteme  (4)  und  (5)  gewöhnlich  kurz  so  aus,   daß  man  sagt: 
iU  teilen  die  z-Ebene  in  unendlich  kleine  Quadrate,      Man  nennt  ein 
Eurrensystem,   zu  dem  ein  zweites  sich  so  finden  läßt,   daß   beide 
zusammen  die  Ebene  (oder   überhaupt  irgend  eine  Fläche)  in   un- 
endlich kleine  Quadrate  teilen,  ein  isometrisches  oder  isothermisches. 
Die   letztere   Bezeichnung   hängt   mit   der   physikalischen   Be- 
deutung solcher  Eurvensysteme   zusammen,   die  wir  wenigstens  er- 
wähnen   müssen.     Nehmen   wir   an,   in   der  ory-Ebene  ströme   eine 
(ponderable  oder  imponderable)  Flüssigkeit;   |,  i]   seien   die  Eom- 
ponenten  ihrer  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  x,  y.    Fassen 
wir    ein    bestimmtes   Rechteck    ins   Auge,    dessen   Seiten    zu    den 
Koordinatenaxen   parallel   sind   und  von  ihnen  bezw.  die  Abstände 
XjX  +  dxj  y,  y  +  dy  haben.     Durch  die  Seite  (x)  tritt  dann  in  dem 
Zeitelement  dt  die  Flüssigkeitsmenge  ^dtdy  ein,  durch  die  gegen- 
überliegende Seite  tritt  i^  +  ~dx\dtdy  2l\xä,  Ebenso  tritt  durch  die 

Seite  (y)  r^dt  dx  ein,  durch  die  gegenüberliegende  Irj  +  ^dyjdtdx 

aus.    Es  Termehrt  sich  also  die  in  dem  Rechteck  dxdy  enthaltene 
Flüssigkeitsmenge  im  Zeitelement  dt  um: 


-U^py^'^^'y^ 


ist  die  Flüssigkeit  als  inkompressibel  zu  denken,  kann  also  eine 
Vermehrung  oder  Verminderung  der  in  dem  Rechteck  enthaltenen 
Hüssigkeitsmenge  nicht  stattfinden,  so  muß: 

;«)  .-  +  1^  =  0 

'  ox       dy 

\  lein.      Sind   außerdem   ^,  17   die  Ableitungen   einer  und  derselben 
\Fimktion  u{x^y)  (des  „Geschwindigkeitspotentials'')  nach  den  Eoor- 

dinaten: 

u  ^  du  ^  d u 
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so  folgt: 

'  dy       dx 

Die  beiden  Gleichungen  (6)  und  (7)  zusammen  sagen  aus,  daß 
^  +irj  eine  Funktion  des  complexen  Arguments  z  =  x  +  iy  ist; 
u  ist  der  reelle  Teil  der  Funktion  f  ^dz.  Nennen  wir  v  den  Fi 
von  i  in  dieser  Funktion,  so  folgt: 

m.  a.  W.  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  fällt  in  jedem  Pun 
die  Tangente  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Linie  v  =  c 
Diese  Linien  sind  also  die  Stromkurven.     Wir  finden  so: 

Die  fy Niveaulinien^*'  (Linien  gleichen  Potentials)  u  =  const 
^yStromkurven*^  v  =  const,  bei  einer  stationären  Strömung  einei 
kompressibeln  Flüssigkeit  in  der  Fbene,  der  ein  Geschwindigkeitspot 
zukommt,  teilen  zusammen  die  Ebene  in  unendlich  kleine  Q^adrati 

Ist  umgekehrt  eine  reguläre  Funktion  mj  =  m  +  tw  der  comp 
Variahein  z  =  x  +  ig  gegeben,  so  können  stets  die  Linien  u  =  c 
V  =  const,  als  Niveaulinien  und  Stromkurven  für  eine  in  diesem 
der  Ebene  wirbelfreie  stationäre  Strömung  einer  inkompressibeln  Pix 
keit  angesehen  werden. 

Für  die  Bewegung  der  Wärme  tritt  an  die  Stelle  des 
schwindigkeitspotentials  die  Temperatur. 


§  35.   Das  Integral  einer  regulären  Funktion  complexen  Argum 

I.    Unter   dem    Integral   einer   complexen   Funktion   u  -\-  iv 
reellen  Variabein  t  zwischen  den  reellen  Grenzen  a,  b 

f{u  +  iv)dt 

a 

verstehen  wir  (vgl.  §  31,  11): 

h  b 

fudt+  ifvdt, 

a  a 

Was  aber  unter  einem  Integral  zwischen  complexen  Gre 
zu  verstehen  ist,  bedarf  einiger  Erläuterung.  Eine  reelle  Integrat 
variable  kann  von  ihrer  unteren  zu  ihrer  oberen  Grenze  nui 
einem  Wege  (durch  eine  Folge  von  Zwischenwerten)  gelangen  (^ 
ein  Durchgang  durch  das  Unendliche,  sowie  ein  Umkehren  u 
wegs  nicht  zugelassen  werden).  Dagegen  können  wir  von  e 
Werte    einer    complexen   Variabein    zu    einem   andern   durch 
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Terschiedene  Folgen  von  Zwischenwerten  gelangen;  wir  können  zwei 
Punkte  der  Ebene,  auf  der  wir  sie  geometrisch  darstellen,  durch 
sehr  verschiedene  Linien  verbinden.  Daher  müssen  wir,  wenn  wir 
?0Q  einem  Integral  zwischen  complexen  Grenzen  reden  wollen,  not- 
wendig eine  Angabe  des  Integrationswegs  beifügen  und  das  Integral 
als  ein  Kurvenintegral  der  §  28,  VI  definierten  Art  auffassen.  Wir 
$agen  demgemäß: 

n.  Ist  eine  die  Punkte  Zq  =  Xq  +  iy^  und  z  =  x^-\-  iy^  verbindende 
Linie  durch  die  (im  Intervall  a  .  .,  b  abteilungsweise  diflferentiierbaren) 
Funktionen: 

dargestellt y  und  ist  u  +  iv  eine  auf  dieser  Kurve  stetige  complexe 
Funkdon  von  x  und  y,  so  verstehen  wir  unter: 

f[u  +  iv)dz 
r 
dai  Integral: 

h 

/(«  +  '>)  (^  +  ipf)  dt  =  J{udx  -  vdy)  +  if{vdx  +  udy). 

a  r  r 

Ein  solches  Integral  wird  demnach  durchaus  von  seinem 
[ntegrationsweg  abhängig  und  nicht  nur  eine  Funktion  der  unteren 
md  oberen  Grenze  sein.  Unabhängig  vom  Integrationsweg  wird  es 
lach  §  29,  VI  dann  und  nur  dann  sein,  wenn  die  Gleichungen  be- 
liehen : 

du d  V       du d  V 

dx  '^  öy*     d y  ~'        dx^ 

orausgesetzt,  daß  noch  die  übrigen  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt 
ind.     Das  sind  aber  (§  33,  I)  gerade  die  Bedingungen  dafür,   daß 
"  =  M  +  it?    eine    reguläre    Funktion    des    complexen    Arguments 
=  X  4-  ly  ist     Somit  haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

ni.  Ist  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereich  S  eine 
fguläre  Funktion  complexen  Arguments  gegeben,  so  ist  der  Wert  des 
ntegrals: 

smdz 

So 

wischen  zwei  Punkten  dieses  Bereiches  unabhängig  vom  Wege,  sofern 
wr  solche  ffegt  in  Betracht  gezogen  werden,  die  ganz  innerhalb  S 
fHamfen. 

Bei  festgehaltener  unterer  Grenze  ist  also  der  Wert  des  Integrals 
ne  eindeatig  bestimmte   Funktion   der  Koordinaten    der    oberen 

BcxsBAKDT,  FanktloneD.  I.  7 
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Grenze;  wir  wollen  zeigen,  daß  er  eine  reguläre  Funktion  der  oberen 
Grenze  ist.  Setzen  wir  ihn,  unter  Trennung  des  reellen  und  ima- 
ginären Bestandteils,  gleich  U  +  iF,  so  sind  nach  §  29,  IX  U  und 
V  stetige  Funktionen  von  x  und  y  mit  den  partiellen  Ableitungen: 

du  dU  dV  dV 

ox         '      dy  ^      ox  '      oy  ^ 

also  erfüllt  U+iF  die  Bedingungen  von  §  33,  I  und  wir  können 
sagen: 

IV.  Sind  die  Bedingungen  des  Satzes  III  erfüllt,  so  ist  bei  fest- 
gehaltener unteren  Grenze  z^  das  Integral: 

1)  ff{z)dz  =  F{z) 

eine  reguläre  Funktion  des  complexen  Arguments  z,  deren  Differential- 
quotient  gleich  f{z)  ist. 

Wegen  des  Satzes  X  von  §  29  dürfen  wir  hinzufügen: 

V.  Jede  andere  Funktion,  deren  DifferentialquoHent  gleich  f{z)  ist, 
kann  sich  von  F{z)  nur  durch  eine  additive  Konstante  unterscheiden 

Wir  fügen  noch  zwei  Sätze  bei,   die  eigentlich  nur  KoroUare . 
des  Satzes  III  sind,  die  aber  häufig  gerade  in  dieser  Form  gebraucht  ^^ 
werden: 

V.    Ist  r  eine  geschlossene  Linie,    innerhalb    deren    die  Funhiff^^ 
f{z)  den  Bedingungen  des  Satzes  III  genügt,  so  ist: 

2)  ff(z)dz  =  0, 

r  j, 

(Diese  Formulierung  steht  zu  III  in  derselben  Beziehung,  wie* 

§  29,  VI  zu  vni.)  f 

VI.    Begrenzen   zwei  Linien  F,  y    ein   rinf^l 
formiges   Gebiet  S,   innerhalb  dessen  die 
f[z)  den  Bedingungen  des  Satzes  III  genügt,  so  v^\ 

3)  Sf[z)dz^Sf{z)dz 

wenn  beide  Linien  so  durchlaufen  werden,  daß 
von  einer  jeden  umschlossenen  Fläche  zur  Lvk 
^•«-  !«■  liegt. 

Um  diese  Formulierung  zu  beweisen,  denke  man  sich  das 
biet  S  längs  einer  Linie  c  aufgeschnitten,  die  einen  Punkt  a  von 
mit  einem  Punkt  Ä  von  F  verbindet.    Dadurch  entsteht  ein  eil 
zusammenhängender  Bereich  S\     Soll  dessen  Begrenzung  so  di 
laufen  werden,  daß  er  zur  Linken   bleibt,   so    hat  man  zu  durdi^ 
laufen: 
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1.  die  Linie  F  im  Sinne  des  Pfeils; 

2.  die  Linie  c  von  A  nach  a; 

3.  die  Linie  y  gegen  den  Sinn  des.  Pfeils; 

4.  die  Linie  c  von  a  nach  A. 

Die  Summe  der  Integrale  über  diese  vier  Linien  ist  nach  Satz  V 
NolL  Das  zweite  dieser  vier  Integrale  ist  aber  entgegengesetzt 
gleich  dem  vierten,  also  bleibt: 

4)  ff{z)dz  +  ff{z)dz^O, 

r  r 

wenn  beide  Linien  so  durchlaufen  werden,  wie  eben  angegeben.  In 
Satz  VI  ist  aber  angenommen,  daß  y  in  entgegengesetzter  Richtung 
durchlaufen  wird,  deshalb  mußte  dort  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen stehen. 

Häufig  kommt  es  vor,  daß  man  der  Kenntnis  einer  oberen 
Grenze  bedarf,  die  der  absolute  Betrag  eines  complexen  Integrals 
sicher  nicht  überschreitet  Dazu  verhilft  Satz  IV  von  §  5;  es  folgt 
aus  ihm: 

5)  \fmdz\^f\f{z)\\dz\. 

Dabei  ist  \dz\  nichts  anderes  als  das  Bogenelement  des  Integrations- 
weges. 

Wir  leiten  noch  einen  gelegentlich  zu  benutzenden  Hilfssatz 
über  ein  Integral  ab,  in  welchem  der  reelle  und  der  rein  imaginäre 
Bestandteil  einer  Funktion  f{z)  =  m  -f-  it?  getrennt  auftreten.  Nach 
§  29,  XI  ist: 


J  "  JJ  [dxdy       dydx) 


Ersetzt  man  rechts  die  Ableitungen  von  v  durch  die  von  u,  so  er- 
hält man: 

r  8 

% 

Hier  ist  jedes  Element  des  Integrals,  also  auch  das  ganze  Integral 
^0;  und  zwar  kann  das  Gleichheitszeichen  nur  gelten,  wenn  u, 
und  folglich  auch  v  im  ganzen  Qebiet  konstant  sind.  Wir  haben 
also  den  Satz: 

Vll.  Begrenzt  die  Linie  F  einen  Bereich  S,  innerkalb  dessen 
f(z)  =  M  +  tu  eine  reguläre  Punktion  des  complexen  Arguments 
2  =  jr  -f  ly  istj  so  ist  stets: 

1)  fudv^O, 

r 
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weitn  r  bei  der  Integration  so  durchlaufen  wird,  daß  der  Bereich  <' 
zur  Linken  liegt;  und  zwar  gilt  das  Gleichheitszeichen  nur,  wenn  f[z 
in  S  konstant  ist. 

Als   Beispiel   für   die   Entwicklimgen  dieses   Paragraphen  be- 
handeln wir  die  Aufgabe,  den  Wert  des  Integrals: 

r 

genommen  über  irgend  eine  den  Punkt  ^  =  i  +  ii]  umschließende 
Kurve  F  zu  berechnen,   wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze 

Zahl  ist.     Wir  beschreiben  um  ^  einen  Kreis  c  von  so 
'^         kleinem  Radius  r,   daß  er  ganz  innerhalb  F  liegt    In 
Q  ->^^  dem  Gebiet  zwischen  c  und  F  ist  die  Funktion  (r— f)* 
^      '  regulär  (auch  wenn  n  negativ  ist);  also  ist  nach  VI; 

Fig.  n.  /(^  -  ^r  dz  =  f{z  -  i^r  dz. 

Das  Kreisintegral  aber  können  wir  aus  der  Definition  I  berechnen; 
setzen  wir  nämlich: 

ar  —  I  =  r  cos  /,    y  —  ^  =  r  sin  ^, 
also: 

8)  r  —  f  =  r  (cos  t  +  i  sin  t)^ 

9)  {fr  =  r(—  sin^  +  iQQ%t)dt  =  2r(cos^  +  i^int)dt^  i{z  —  Z)dt^ 

so   durchläuft  der  Punkt  den  Kreis   gerade  einmal,   wenn  t  von  0 
bis  2n  wächst     Wir  erhalten  also: 

f(z-^Ydz  =  r'^  +  U    /(cos(n+  l)^  +  isin(n+  l)t)dt. 

c  ü 

In  der  Theorie  der  Integrale   zwischen   reellen  Grenzen  wird 
aber  gezeigt,  daß: 

fsinmtdt  ^  0 

0 

ist  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  m,  0  eingeschlossen,  und 

/«^«  ^  *^ *        (  2 71    für  w  =  0 
COSmtdt=\    0    für  m^o' 

0 

Also  erhalten  wir: 

YIII.  Ist  n  irgend  eine  ganze  Zahl  (positiv,  Null  oder  n€gaJ6o)% 
F  eine  den  Punkt  f  umschließende  Linie,  so  ist: 

10)  /(r~^)«rfr  =  0       fürn4:-l, 

r 

dagegen: 

U)  /(r-.f)-irfr  =  2^i. 

r 
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§  36.    Der  Satz  von  Cauchy. 

Es  sei  wieder  f{z)  eine  in  einem  Bereich  S  reguläre  Funktion 
complexen  Arguments  z\  X  s^i  ^in  Punkt  dieses  Bereiches,   F 
seine  Begrenzungslinie.    Die  Funktion 

.n± 

ist  dann  regulär  in  dem  Bereich  8\  der  übrig  bleibt,  wenn  aus  S 
.das  Innere  eines  Kreises  c  vom  Mittelpunkt  ^  und  Radius  r  heraus- 
genommen wird.     Nach  §  35,  VI  ist  also: 

r  e 

■ 

Der  Radius  r  des  Kreises  c  ist  dabei  willkürlich;  wegen  der  voraus- 
gesetzten Stetigkeit  der  Funktion  f{z)  können  wir  ihn  so  klein  an- 
nehmen, daß  für  alle  Punkte  des  Kreises: 

I  /"w  -  m  I  < « 

wird,  wo  €  eine  (beliebig  kleine)  vorgegebene  Größe  bedeutet.  Setzen 
wir  nun: 

e  e  e 

80  ist  das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  nach  §  35,  VUI: 

im  zweiten  setzen  wir  ebenfalls 

2)  z  —  f  =  r(cos^  +  isin^, 

dz    =  2r(cos/  +  isin^)rf^, 

r  =  idt 

und  finden  so  (§  35,  (5))  daß  sein  absoluter  Betrag 

^^f  dt,     d.  i.  ^  2 ;r € 

0 

ist,  d.  h.  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede  beliebig  vorgegebene 

Größe,   wenn  nur  r  hinlänglich   klein  genommen  wird.      Aber  der 

Wert  der  linken  Seite  der  Glchg.  (1)  ist  von  r  unabhängig,  ebenso 

23ri./'(f);    wäre  die  Differenz  beider  Größen  von  0  verschieden,  so 

idnnte    sie   auch  nicht  durch  Verkleinerung  von   r   herabgedriickt 

werden.    Also  folgt: 

3)  n^)-ml^,'''- 
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I.  Vermittelst   dieser  von   Ca  ü CHT  gegebenen   Formel  wird  der 
Wert^  den  eine  reguläre  Funktion  des  complexen  Arguments  z  in  irgend 
einem  Punkte  ^  eines  Bereiches  S  besitzt,  ausgedrückt  durch  die  Werte 
derselben  Funktion  auf  dem  Bande  F  des  Bereiches, 

Ist  die  Linie  F  ein  Kreis  vom  Mittelpunkte  f ,  wird  f{z)  ^  u  +  iv, 
/■(f)  =  «0  +  *^o  gesetzt,  die  Substitution  (2)  in  der  Qleichung  (3)  vor- 
genommen, und  Reelles  und  Imaginäres  getrennt,  so  folgt: 

2n  2n 

0  0  - 

d.  h.: 

II.  Der  Wert  des  reellen  Teils  einer  regulären  Funktion  complexen 
Arguments  im  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist  gleich  dem  Mittelwert  axa 
seinen  Werten  auf  der  Kreisperipherie, 

Er  kann  also  weder  größer  als  alle  diese  Werte,  noch  kleiner 
als  sie  alle  sein.  Daraus  folgt,  wenn  der  Radius  des  Kreises  hio^ 
länglich  klein  genommen  wird: 

m.  Ist  eine  Funktion  complexen  Arguments  in  einem  Bereiche  S 
regulär,  so  kann  ihr  reeller  Teil  niemals  in  einem  inneren  Punkte  diese$ 
Bereiches  ein  MoLximum  oder  Minimum  haben. 

Für  V  gelten  natürlich  dieselben  Sätze. 


§  37.    Entwicklung  einer  regulären  Funktion  in  eine  Potenzreihe. 

Cauchy  hat  aus  seiner  Formel  (§  36,  3)  einen  allgemeinen  Sat» 
über  die  Entwickelbarkeit  einer  analytischen  Funktion  in  eine  Potenz- 
reihe abgeleitet.     Um  ihn  zu  beweisen,  gehen  wir  aus  von  der  au» 
den  Elementen  der  Analysis  bekannten  Reihe: 

1)  1  +.Z  +  z2+  .  .  .  +  z»  +  .  .  , 

Die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder  ist: 

1   -  *"  .. 

ist  |z|  <  1,  so  kann  für  jede  noch  so  kleine  positive  Größe  e  \ 

I 

dadurch  gemacht  werden,  daß  man  n  hinlänglich  groß  nimmt.  Zu-  j 
folge  der  Definition  der  Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe  (§  25,  J)  '. 
ist  also  dann: 


3)  lim  *„  =  --;_, 
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d.  h.: 

L  Im  Innern  des  Einheitskreises  konvergiert  die  Heike  (1)  gegen 

Wir  können  über  die  Art  der  Konvergenz  noch  genaueres  an- 
geben. Ist  die  Bedingung  (2)  für  eine  bestimmte  reelle  positive  Größe 
:  =  r  und  für  ein  gegebenes  e  durch  einen  bestimmten  Wert  von  n 
erfüllt^  so  wird  sie  fiir  dasselbe  e  durch  denselben  Wert  von  n  (und 
alle  größeren  Werte)  auch  erfüllt  für  jeden  Wert  von  z,  dessen 
absoluter  Betrag  ^r  ist;  denn  für  jeden  solchen  Wert  ist  |  z"  |  ^  r» 
und  1 1  —  z  I  ^  1  —  r.  Auf  Grund  der  Definition  der  gleichmäßigen 
Konvergenz  (§  27,  V)  können  wir  also  sagen: 

n.  Die  Reihe  (1)  konvergiert  gleichmäßig  auf  der  Fläche  jedes 
Kreises  um  den  Nullpunkt^  dessen  Badius   '<C  1  ist 

Nachdem  dieser  Vorbereitungssatz  gewonnen  ist,  wenden  wir 
uns  wieder  zu  Gleichung  (3)  von  §  36  zurück  Wir  nehmen  zunächst 
der  EinfiEUshheit  wegen  an,  daß  der  Nullpunkt  im  Innern  des  De- 
finitionsbereichs der  Funktion  f{z)  liegt;  dann  können  wir  einen 
Kreis  um  den  Nullpunkt  von  hinlänglich  kleinem  Radius  als  Kurve 
r  wählen.  Für  alle  Punkte  ^  im  Innern  desselben 
nnd  für  alle  Punkte  z  auf  demselben  ist  dann  . . 

infolge  desssen  konvergiert  nach  (I)  und  (11)  die  Reihe     V  J 

ior  alle   diese   Werte   von   ^  und   z   gleichmäßig   gegen 

Die  Gleichmäßigkeit  der  Konvergenz  wird  auch  nicht  beeinträchtigt, 
renn  wir  noch  alle  Glieder  mit  f{z)  multiplizieren.  Infolge  dessen 
lürfen  wir  nach  §  28,  IV  die  so  entstehende  Reihe  längs  der  Kreis- 
Peripherie  gliedweise  integrieren.     Wir  erhalten  dadurch: 

,  1  r  r  r 

id  damit  den  Satz: 

HL   Ist  eine  Funktion  complexen  Arguments  in  einem  Kreise  um 
m  Nullpunkt  regulär y  so  läßt  sie  sich  für  alle  Punkte  f  im  Innern 
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dieses  Kreises  in  eine  Reihe  entwickeln^   die  nach  Potenzen  twn  C 
positiven  ganzzahligen  steigenden  Exponenten  fortschreitet. 

Über  das  Verhalten  der  Reihe  auf  der  Peripherie  des  Kr€ 
sagt  der  Satz  nichts  ans. 


§  38.    Eigenschaften  complexer  Potenzreihen. 

Das  Resultat  des  vorigen  Paragraphen  legt  die  Frage  nahe, 
umgekehrt  eine  „Potenzreihe^^  der  dort  betrachteten  Art  stets  ( 
reguläre  Funktion  des  Arguments  vorstellt.  Sei  also  eine  sei 
Reihe: 


33 


1)  ]^  a„  z«  ^  «0  +  «1  -  +  «2  ^^  +  •  •  •  +  ««  ^"  +  •  •  • 

vorgelegt,  dann  müssen  wir  vor  allem  nach  ihrer  Konvergenz  firaj 
Sie  konvergiert  jedenfalls  fttr  r  =  0;  konvergiert  sie  für  kei 
andern  Wert,  so  kann  sie  uns  nicht  zur  Definition  einer  Funk 
dienen.  Soll  sie  für  irgend  einen  andern  Wert  z^  von  z  1 
vergieren,  so  ist  dazu  jedenfalls  erforderlich  (wenn  auch  n 
hinreichend),  daß  ihre  Olieder  nicht  mit  wachsender  Ordnungs: 
ins  unendliche  wachsen,  m.  a.  W.  daß  eine  Größe  g  von  der 
schaffenheit  sich  angeben  läßt^  daß: 

2)  Iflr^r,-,  <g  für  m  =  0,  1,2... 

Ist  das  der  Fall,  so  können  wir  folgendermaßen  weiter  schlie 
Sei  z  irgend  ein  Wert,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  der 
Zq  ist,  also: 

••0 

dann  folgt: 

also: 

5)  lim  (|ö„r»l +...  +  ]a„+pZ''  +  i'|)  =0, 


n  SS  Qo 


und  zwar  gleichmäßig  für  alle  Werte  von  p.  Demnach  konverj 
die  Reihe  (1)  unbedingt  für  alle  Werte  von  r,  die  der  Bedini 
(3)  genügen;  d.  h.: 

I.   Konvergiert  die  Reihe  (1)   in   irgend  einem  Punkte  z^^  so 
vergiert  sie  unbedingt  im  ganzen   Innern  des  Kreises  mit  dem  M 
punkt  0,  der  durch  Zq  geht 
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Daraus  folgt  amgekehrt: 

IL  Konvergiert  die  Reihe  (1)  in  irgend  einem  Punkte  z^  ruckt,  so 
kann  sie  auck  in  keinem  Punkte  außerhalb  des  Kreises  mit  dem  Mittel- 
punkt Oj  der  durch  z^  geht,  konvergieren. 

Teilen  wir  also  die  Gesamtheit  der  Kreise  um  den  Nullpunkt 
in  zwei  Klassen:  solche  in  deren  ganzem  Innenraum  die  Reihe  kon- 
Tergiert,  und  solche  in  deren  ganzem  Außenraum  sie  nicht  kon- 
Tergiert,  so  hat  diese  Teilung  folgende  Eigenschaften: 

1.  Jeder  Kreis  gehört  entweder  der  einen  oder  der  andern 
dieser  Klassen  an. 

2.  Gehört  ein  Kreis  von  bestimmtem  Radius  zur  ersten  Klasse, 
so  gehört  auch  jeder  Kreis  von  kleinerem  Radius  zu  derselben 
Klasse. 

3.  Gehört  ein  Kreis  zur  zweiten  Klasse,  so  gehört  auch  jeder 
Kreis  von  größerem  Radius  zu  derselben  Klasse. 

4.  Höchstens  ein  bestimmter  Kreis  kann  beiden  Klassen  zugleich 
angehören. 

Dadurch  ist  nach  §  23,  I  eine  (rationale  oder  irrationale)  Zahl 
r  von  der  Beschaffenheit  definiert,  daß  die  Reihe  im  Innern  jedes 
Kreises  von  einem  Radius  <  r,  also  im  Innern  des  Kreises  vom 
Radius  r  selbst  überall  konvergiert,  außerhalb  dieses  Kreises  aber 
überall  divergiert.  (Denn  liegt  ein  Punkt  innerhalb  des  Kreises  vom 
Radius  r,  so  kann  man  immer  noch  einen  Kreis  von  einem  Radius 
<r  angeben,  innerhalb  dessen  der  Punkt  ebenfalls  noch  liegt.) 
Wir  dürfen  deshalb  sagen: 

in.  Wenn  die  Heike  (1)  nicht  bloß  für  z  =  ö,  aber  auch  nicht  für 
alle  endlichen  Werte  von  z  konvergiert^  so  giebt  es  einen  Kreis  um  den 
Nullpunkt  von  bestimmtem  Padius,  von  der  ßeschaffenheit,  daß  die 
Reihe  innerhalb  desselben  überall  konvergiert,  außerhalb  desselben  überall 
divergiert.  Man  nennt  diesen  Kreis  den  wahren  Konvergenz  kreis  der 
Reihe. 

•  •  

über  das  Verhalten  der  Reihe  auf  dem  wahren  Konvergenz- 
kreise selbst  sagt  dieser  Satz  nichts  aus.  Man  kennt  Beispiele  für 
jeden  der  drei  denkbaren  Fälle,  daß  die  Reihe  in  keinem,  in  einigen, 
oder  in  allen  Punkten  desselben  konvergiert. 

übrigens  können  wir  aus  der  üngleichimg  (4)  noch  mehr 
schließen.     Ist  nämlich  die  Ungleichung: 

i -1  <  * 

ftr  gegebene   Werte    von   e   und  A   durch    einen    bestimmten  Wert 
^on  n  erfüllt,   so    besteht   sie    bei   denselben  Werten  von  e 


106     Eindeutige  analytische  Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen, 


auch  für  jedes  kleinere  k.  Das  können  wir  nach  §  27,  I  und  \' 
so  ausdrücken: 

IV.  Jede  Potenzreihe  konvertiert  gleichmäßig  in  jedem  GebieUj  doi 
ganz  im  Innern  ihres  wahren  Konvergenzkreises  liegt 

Infolge  dessen  ist  nach  §  27,  VI  die  Summe  einer  solchen 
Reihe  im  ganzen  Innern  des  wahren  Eonvergenzkreises  eine  stetige 
Funktion  von  x  und  y;  wir  können  aber  auf  Grund  der  Sätze  von 
§ .  28  noch  mehr  von  ihr  behaupten.  Dazu  bedürfen  wir  zunächst 
des  HiKssatzes^  daß  die  Reihe: 

1  +  2  X  +  3  A*  +  . . .  +  (rt  +  1)  A*»  +  ... 

für  I A I  <  1  konvergiert  (nämlich  gegen  (1  —  A)"  2.)  Mit  seiner  Hilfe 
folgt  durch  Schlüsse,  die  den  bisher  durchgeführten  genau  parallel 
laufen: 

V.  In  jedem  Gebiete,  das  ganz  im  Innern  des  wahren  Konvergenz' 
kreises  der  Reihe  (1)  liegt,  konvergiert  auch  die  Reihe 

6)        r(z)  =  a^  +  2a^z  +  Sa^z^  +  ...  +  {n  +  1)^»  +  !^  +  ... 

gleichmäßig  und  stellt  folglich  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y  dar. 
Die  Reihe  (6)  ist  aber  die  Reihe  der  Ableitungen  der  einzelnen 
Glieder  der  Reihe  (1);  aus  §  28,  V  folgt  somit: 

VI.  Jede  Potenzreihe  der  Form  (1)  hat  im  Innern  ihres  wahren 
Konvergenz  kreises  überall  eine  bestimmte  stetige  Ableitung  nach  z  und 
stellt  folglich  dort  eine  reguläre  Funktion  des  complexen  Arguments  z 
im  Sinne  von  §  33  dar. 

Dieser  Satz  ist  die  Umkehrung  des  CAUCHYSchen  Satzes  §  37,  DL 

Da  wir  die  Ableitung  der  vorgelegten  Funktion  wieder  durch 
eine  Potenzreihe  dargestellt  haben,  können  wir  auf  sie  dieselben 
Schlüsse  anwenden  und  uns  so  von  der  Existenz  einer  zweiten  Ab- 
leitung überzeugen  u.  s.  f.  Wir  können  daher  allgemein  den  Sati 
aussprechen: 

VI.  Jede  Potenzreihe  besitzt  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises 
stetige  Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung. 

Verbinden  wir  dieses  Resultat  mit  dem  CAUCHYschen  Satze,  so 
erhalten  wir  den  folgenden  fundamentalen  Satz: 

Vn.  Jede  Funktion  eines  complexen  Arguments,  welche  in  einem 
bestimmten  Bereiche  regulär  ist,  hat  innerhalb  dieses  Bereiches  stetigt 
Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung, 


^  Wenn  dieser  Satz  nicht  aus  den  Elementen  bekannt  ist,  kann  man  ibn 
hier  durch  Multiplikation  der  Reihe  für  (1  —  il)-i  (§  37,  1)  mit  sich  sellMt  anf 
Grand  von  §  25,  VII  ableiten. 
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Führen  wir  hier  statt  der  Ausdrucksweise  ,,  reguläre  Funktion 
complexen  Arguments^'  die  reellen  Begriffe  auch  in  die  Fassung  des 
Satzes  ein,  so  lautet  er  folgendermaßen: 

Vila.  Sind  zwei  reelle  Funktionen  u,  v  von  x,  y  gegeben^  die  in 
einem  bestimmten  Bereiche  stetig  sind  und  abteilungsweise  stetige,  den 
Differentialgleichungen : 

du  __  d  V       ^^_        ö'* 
dx  ""  dy^     Bx  dy 

genügende  erste  Ableitungen  besitzen^  so  folgt  daraus  allein  schon,  daß 
sie  innerhalb  dieses  Bereiches  stetige  Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung 
haben. 

Wir  leiten  noch  einen  wichtigen  Satz  über  die  Punkte  ab,  in 
welchen  eine  Potenzreihe  den  Wert  0  annimmt  Dazu  beweisen  wir 
zunächst  den  Hilfssatz: 

VJÜUL.  Ist  eine  Potenzreihe  vorgelegt,  die  nicht  nur  für  z  =  0 
konvergiert,  so  kann  für  den  absoluten  Betrag  von  z  eine  Grenze  q  so 
angegeben  werden,  daß  für  alle  |  z  |  <  (>  da^  erste  Glied  der  Reihe, 
dessen  Koeffizient  nicht  0  ist,  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Summe 
aller  übrigen  überwiegt 

Sei  die  Reihe: 

'^)  /'(z)  =  a«z«  +  a^  +  i2«  +  i +  ...  +  «« +  „-?*  +  "  +  ... 

und  a^z^i),  so  können  wir  sie  zunächst  auf  die  Form  bringen : 


flm^ 


i  +  ,r_^±i  +  «^s»  +  ...y 


Die  Reihe  in  ( )  konvergiert  n.  V.  im  Innern  eines  gewissen  Kreises 

yom  Radius  R\  im  Innern  und  auf  dem  Rande  eines  Kreises  Yon 

einem  Radius   r  <  R   ist   der  absolute   Betrag   ihrer   Summe   also 

nicht  größer  als  eine  angebbare  endliche  Größe  G,  da  er  nach  IV 

in  jedem    solchen  Gebiete  eine   stetige  Funktion  von  x  und  y  ist. 

Sobald   also   { z  {  >  0   und   kleiner   ist  als  die  kleinere  der   beiden 

Größen  r  und  G-^,  überwiegt  das  erste  Glied  der  Reihe  (7)  dem 

absoluten  Betrage  nach  die  Summe  aller  folgenden,  w.  z.  b.  w. 

In  einem  Nullpunkt  von  f[z)  müßte  aber  doch: 

|a«z~|  =  la^  +  iz^^  +  i  +  ...| 

sein;  es  folgt  also: 

IX.  Für  jede  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  0  reguläre 
Punktion  f[z)  läßt  sich  ein  Kreis  um  z  =  0  von  so  kleinem  Radius 
(ingeben,  daß  in  ihm  kein  Nullpunkt  von  f(z)  liegt,  außer  etwa  z  =  0 
selbst 
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X.  Es  kann  übrigens  sehr  wohl  Yorkommen  (wir  werden  bald 
Beispiele  dafiir  kennen  lernen),  daß  eine  Potenzreihe  „beständig^, 
d.  h.  fiir  alle  endlichen  Werte  von  z  konvergiert  Sie  stellt  dann 
eine  in  der  ganzen  Ebene  reguläre  Funktion  vor;  umgekehrt  läBl 
sich  jede  in  der  ganzen  Ebene  reguläre  Funktion  durch  eine  solche 
beständig  konvergente  Potenzreihe  darstellen.  Man  nennt  eine 
solche  Funktion  nach  Weeerstrass  eine  ganze  transcendente  Funktion, 


§  39.  Die  Potenzreihe  als  MACLAURiN'sche,  reep.  TAYLOR'sche  Reihe. 

Setzen  wir  in  den  Reihenentwicklungen  der  Ableitungen  vod 
f{z)j  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  successive  erhalten  haben, 
z  =  0,  so  erhalten  wir  eine  Reihe  von  Gleichungen; 

/■(O)      =  «0 , 
1)  /-(O)    =a„ 

r(0)    =2a„ 


welche  zeigen,  daß  sich  die  Koeffizienten  der  vorausgesetzten  Reihen- 
entwicklung von  f{z)  eindeutig  durch  die  Werte  der  Ableitungen 
von  f{z)  für  z  =  0  ausdrücken.  Wir  heben  von  diesem  Resultat 
zunächst  nur  den  einen  Punkt  hervor,  daß  diese  Koeffizienten 
sonach  bestimmt  sind,  wenn  man  die  Werte  von  f{z)  nur  auf  irgend 
einem  noch  so  kleinen  Linienstück  kennt,  das  den  Nullpunkt  ent- 
hält; denn  das  reicht  bereits  aus,  um  jene  Werte  der  Ableitungen 
zu  bestimmen.  Wir  können  diesen  Satz  in  verschiedener  Formu- 
lierung aussprechen;  z.  B.: 

I.  IFenn  zwei  Seihen,  die  nach  Potenzen  von  z  mit  posittven  ganz* 
zahligen  Exponenten  fortschreiten,  längs  eines  noch  so  kleinen  Liuitnr 
Stücks,  das  den  Nullpunkt  enthält,  dieselben  ff'erte  haben,  so  müssen 
die  beiden  Reihen  Glied  für  Glied  übereinstimmen  —  oder: 

n.  Eine  reguläre  Funktion  von  z  läßt  sich  nur  auf  eine  Art  « 
eine  solche  Potenzreihe  entwickeln. 

Wenn  also  die  Entwickelbarkeit  einer  Funktion  complexen 
Arguments  in  eine  solche  Potenzreihe  feststeht,  können  wir  die 
Reihe  mit  unbestimmten  Koeffizienten  ansetzen  und  zu  deren  Be- 
stimmung irgend  welche  Relation  benutzen,  von  der  wir  wissen 
(bezw.  verlangen),  daß  die  Funktion  ihr  genügt.  Man  nennt  dieses 
Verfahren  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten,  Sie  ist  in 
vielen  Fällen  von  großem  Nutzen;  nur  muß  man  bei  ihrer  Anwendung 
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stets  beachten,  daß  sie  in  keinem  Falle  einen  Beweis  für  die  Ent- 

wickelbarkeit  eixier  Funktion  in  eine  Beihe  der  angenommenen  Form 

in  sich  enthält     Sie  setzt  vielmehr  solche  Entwickelbarkeit  bereits 

voraus. 

Ein  häufig  zu  benutzender  specieller  Fall  des  Satzes  I  ist: 
in.    IFenn  eine  in  einem  bestimmten  Bereiche  reguläre  Punktion 

von  z  längs  eines  Zinienstücks  dieses  Bereiches  konstant  istj   ist  sie  in 

dem  ganzen  Bereiche  konstant. 

Setzen   wir  weiter  die  gefundenen  Werte  der  Koeffizienten  in 

die  Beihe  (1)  des  vorigen  Paragraphen  ein,  so  erscheint  sie  als 

IV.  MACLAÜRINsche  Reihe: 

2)     nz)=m  +  zr{0)  +  -^-^r(0)  + ...  +  ^r»HO)  + ... 

Andererseits  liefert  die  Yergleichung  mit  §  37,  4  auf  Grund 
des  Satzes  n  folgende 

V.  Ausdrücke  der  Werte  der  Funktion  und  ihrer  Ableitungen  im 
Mullpunkt  durch  bestimmte  Integrale: 

'f{x)dx 


3) 


X 

f{x)  d  X 
fix)  d  % 


Alle  diese  Integrale  sind  zunächst  über  einen  Kreis  zu  nehmen,  der 
ganz  dem  Innern  des  Oebietes  angehört,  in  dem  die  Funktion 
regulär  ist,  und  der  den  Nullpunkt  einfach  umschließt;  nach  §  35,  VI 
können  sie  statt  dessen  über  eine  beliebige  andere  den  Nullpunkt 
umschließende  Linie  jenes  Oebietes  genommen  werden. 

Aus  dem  Satze  I  und  den  Integraldarstellungen  (3)  ergeben 
sich  Ungleichungen  für  die  Koeffizienten  einer  Potenzreihe,  die  wir 
später  brauchen  werden  und  deshalb  hier  gleich  ableiten  wollen. 
Sei  nämlich  G  die  obere  Grenze  der  absoluten  Beträge  der  Werte, 
welche  die  Funktion  auf  einem  Kreise  vom  Badius  r  annimmt,  auf 
dem  die  Beihe  noch  konvergiert,  so  folgt: 


a. 


m 


dx 


"^   2«  J 


dx 


Aber 


dx 


=  dtfj   wenn    r  =  r  (cos  (p  +  i  sin  9)    gesetzt    wird    (vgL 


§  35,  8,  9);  also  folgt: 

4) 


aj  <  Cr-» 
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Wir  haben  somit  den  Satz: 

VL  Haben  r  und  G  für  eine  Potenzreihe  die  angegeSbene  Be- 
deuiungj  to  genügen  ihre  Koeffizienten  der  Ungleichtmg  (4)j  m.  a,  W, 
sie  sind  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  die  enisprwkenden 
Koeffizienten  der  Reihenentwicklung  von: 

0 


1-  * 
r 


Man  schreibt  das  wohl  aach  so: 

5)  f{^)<----'   (arg.  z). 

1  -  — 

r 

Die  Entwicklungen  der  letzten  Paragraphen  gestatten  eine  ein- 
flache  Verallgemeinerung  auf  den  Fall,  daß  an  Stelle  des  Nullpunkts 
ein  anderer  Punkt  der  Ebene  tritt  Ist  nämlich  eine  Funktion  f(z) 
in  der  Umgebung  von  z  =  a  regulär,  so  wird  sie  durch  die  Sub- 
stitution 

6)  z  —  a  =  2' 

verwandelt  in  eine  Funktion  (p{z)  von  /,  welche  in  der  Umgebung 
des  NuUpunkts  regulär  ist,  also  nach  IV  in  die  MACiiAUBiNSche 
Reihe: 

9>(0  =  9(0)  +  ^>'(0)  +  ^V'(0)  +  ... 

entwickelt  werden  kann.  Führen  wir  statt  z'  und  (p  wieder  z  und 
f  ein,  so  erhalten  wir: 

ViL  die  Taylor  sehe  Reihenentwicklung: 

7)  m=na) +{z- «)/>(«) +(?^^V'(«) + ••• + ^^i^/^-H«)+- 

Sie  konvei^ert  innerhalb  eines  Kreises  um  den  Punkt  z  ^  a  als 
Mittelpunkt,  in  dem  die  Funktion  f{z)  regulär  ist 

An  Stelle  der  Formeln  (3)  treten  in  diesem  Falle: 


8) 


'  ^  '  2ntJ     X  -  a    ^ 

/•(«)(a)  =  -^  cm^ 
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die  Integrale  sind  hier  über  eine  den  Punkt  z  =  a  einfach  um- 
schließende Kurve  zu  nehmen,  die  ganz  dem  Gebiete  angehört,  in 
welchem  die  Funktion  regulär  ist.  Die  erste  dieser  Formeln  ist 
identisch  mit  §  36,  3. 

Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  Satz  IX  des  vorigen  Para- 
^aphen  zurück,  der  sich  ebenfalls  sofort  auf  Reihen  überträgt,  die 
uach  Potenzen  von  z  ^  a  fortschreiten.  Dann  kann  er  aber  mit 
Rücksicht  auf  VII  so  ausgesprochen  werden: 

Vlil.  7*^  im  Innern  des  Definiäansbereichs  einer  regulären  Funktion 
f{z)  von  z  ein  Punkt  Zq  gegeben^  so  ist  jeder  von  z^  verschiedene  Null- 
punkt dieser  Funktion  von  z^  um  mehr  als  eine  angebbare  Große  r 
entfernt. 

Die  Nullpunkte  einer  regulären  Funktion  können  sich  also  im 
Innern  ihres  Definitionsbereichs  nirgends  häufen  (sondern  höchstens 
an  seiner  Grenze),     Daraus  folgt  wegen  §  26,  XXIV: 

IX.  In  jedem  Bereich ,  der  ganz  innerhalb  des  Definitionsbereichs 
einer  regulären  Funktion  liegt,  liegt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Null" 
punkten  dieser  Funktion. 

§  40.  Die  Exponentialfunktion  und  die  trigonometrischen  Funictionen 

Sinus  und  Cosinus. 

Im  ersten  Abschnitt  fragten  wir  nach  Verknüpfungen  complexer 
Zahlen,  die  denselben  Rechnungsregeln  folgen,  wie  die  in  der 
elementaren  Arithmetik  betrachteten  Verknüpfungen  reeller  Zahlen, 
und  die  wir  daher  zweckmäßigerweise  mit.  denseUMn  Namen,  belegten, 
mit  denselben  Zeichen  bezeichneten  und  als  Verallgemeinerungen 
der  elementaren  algebraischen  Operationen  ansahen.  Ebenso  kann 
man  nach  Verallgemeinerung  der  in  der  elementaren  Analysis  be- 
handelten transcendenten  Funktionen  reellen  Arguments  fragen;  für 
die  einfachsten  unter  ihnen  reichen  zur  Beantwortung  dieser  Frage 
bereits  unsere  bis  jetzt  abgeleiteten  Hilfsmittel  aus. 

Die  Frage:  was  ist  z.  B.  e*  (oder  sinz)  flir  complexe  Werte 
Yon  z?  hat  natürlich  an  und  für  sich  gar  keinen  logischen  Sinn. 
Will  man  ihr  einen  solchen  unterlegen,  so  muß  man  sie  so  formu- 
lieren: giebt  es  eine  Funktion  complexen  Arguments  z,  welche  die- 
selben Eigenschaften  hat,  wie  die  in  den  Elementen  mit  e*  bezeichnete 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen  x,  und  welche  sich  auf  diese 
Funktion  reduziert,  wenn  man  dem  z  einen  reellen  Wert  x  beilegt? 
Das  wird  man  nicht  von  vorneherein  bejahen  dürfen;  denn  Eigen- 
schaften, die  für  reelle  Werte  von  z  miteinander  verträglich  sind. 
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können  sich  für  complexe  Werte  widersprechen  (vgl.  §  30).  Man 
sieht,  daß  hier  eine  gewisse  Willkür  unvermeidlich  ist:  man  wird 
eine  oder  einige  Eigenschaften  der  Funktion  reellen  Arguments  , 
herausgreifen  müssen,  um  sie  der  Definition  ihrer  YeraUgemeinerung 
für  complexe  Werte  zu  Grunde  zu  legen,  und  dann  wird  es  Gegen- 
stand der  Untersuchung  sein,  welche  von  den  übrigen  Eigenschafien  der 
vorgelegten  Funktion  reellen  Arguments  bei  der  Yerallgemeinening 
erhalten  bleiben. 

Was  speciell  die  Funktion  e*,  sinz,  cosz  angeht,  so  werden 
diese  in  der  elementaren  Analysis  u.  a.  durch  die  unendlichen 
Potenzreihen: 


*" 


2)     ^i^^^ =^-1.^/73 +  -  +  •••+(- ^)^^'^+••• 

3)  cosr  =  1  -  ^  +_+...  +  (-  l)n_|^  +  ... 

dargestellt.  Von  diesen  Reihen  wird  gezeigt,  daß  sie  für  alle  end- 
lichen reellen  Werte  von  z  konvergieren.  Nach  §  38, 1  konvergiere 
sie  also  auch  f&r  alle  endlichen  complexen  Werte  von  z  und  stellen 
ganze  transcendente  Funktionen  (§  38,  X)  von  z  dar.  Wir  können 
demnach  sagen: 

I.  JEs  giebt  drei  (durch  die  Reihen  (1) — (3)  dargestellte)  ganze 
transcendente  Funktionen  eines  complexen  Arguments  z,  deren  IVerte  fit 
reelle  Werte  dieses  Arguments  mit  den  Werten  der  in  der  elementar0i 
Analysis  definierten  Funktionen  e*  oder  exp.  z,  sin  z,  cos  z  übereinstimmen; 
wir  behalten  die  Namen  und  Zeichen  dieser  Funktionen  für  jene  bei 

Unmittelbar  aus  der  Definition  durch  die  Reihen  (1) — (3)  liest 
man  ab,  daß  zwischen  diesen  Funktionen  die  folgenden 

n.  EüLERschen  Relationen  bestehen: 

4)  ^*"  =  cos  z  +  2  sin  2 , 

5)  e"  »■  =  cos  z  —  I  sin  z 
mit  ihren  Auflösungen: 

6)  cosr  =  !(<?»*»  +  «-•'•), 

7)  sin  z  =  ^.  (e^*  —  e" »') 
oder  was  dasselbe  ist: 

8)  C0S2Z  =  |(e^  +  <?-'), 

9)  siniz  = -(e*  —  ^-*). 
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in.  Von  Gleichung  (4)  werden  wir  namentlich  Gebrauch  machen, 
um  im  folgenden  die  Darstellung  einer  complexen  Zahl  durch  absoluten 
Betrag  und  Arcus  (^  4j  II)  in  der  kurzen  Form: 

lU)  z^re^'P 

zu  schreiben. 

Eine  fundamentale  Eigenschaft  der  Exponentialfunktion  reellen 
Arguments  findet  ihren  Ausdruck  in  dem 

IV.  Additionstheorem: 

11)  «•»  +  «»  =  tf«>.e^; 

man  verifiziert  sein  Fortbestehen  für  complexe  Argumente  durch 
Ausmultiplikation  der  rechts  stehenden  Reihen  auf  Grund  von 
§  25  y  Vn,  unter  Zuhülfenahme  elementarer  Eigenschaften  der 
Binomialkoeffizienten.  Wendet  man  es  wiederholt  an  und  setzt 
nachher  alle  Argumente  einander  gleich,  so  folgt,  daß  für  ganze 
Zahlen  n  die  Gleichung  gilt: 

12)  c»«  =  (e*)», 

wenn  auf  der  rechten  Seite  die  Potenz  mit  ganzzahligem  positiven 
Exponenten  n  wie  in  §  18  verstanden  wird.  —  Für  2:3  =  —  Zj  folgt 
aus  (11): 

13)  .-.  =  1    . 

Drückt  man  femer  Sinus  und  Cosinus  einer  Summe  auf  Grund 
von  (6)  und  (7)  durch  Exponentialfunktionen  aus,  wendet  deren 
Additionstheorem  (11)  an  und  führt  schließlich  auf  Grund  von  (4) 
und  (5)  wieder  trigonometrische  Funktionen  ein,  so  erhält  man 

V.  die  Additionstheoreme   der    trigonometrischen  Funktionen  Sinus 
und  Cosinus: 

14)  sin  {z^  +  Zj)  =  sin  z^  cos  z^  +  cos  Zj  sin  z,  , 

15)  cos  (zj  +  Zj)  =  cos  Zj  cos  Zj  —  sin  Zj  sin  z^ . 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  insbesondere   iür  z,  =  —  Zj : 

1 6)  cos  *z  +  sin  ^z  =  1 . 

Durch  gliedweise  Differentiation  der  Reihen  (l) — (3),  die  nach 
§  38,  V,  VI  erlaubt  ist,  ergeben  sich  ferner 

VI.  die  Differentialgleichungen: 

1  ^ .  de*  dBinx  d  cos  x 

A  i  )  ——  —  -«         — —  pn<j  T         — ; — —  =  —  Sin  z . 

'  dx  —  '^y  dx      ^  ^^^ ^y  dx 

Damit  haben  wir  das  Fortbestehen  der  fundamentalen  Eigen- 
schaften der  reellen  Funktionen  e',  sinz,  cosz  für  die  gleich- 
l^ezeichneten  Funktionen  complexen  Arguments  nachgewiesen. 

BuRXHARi>T,  Funktionen.  I.  S 
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§  41.     Die  Periodizität  der  trigonometriechen  und  Exponential- 
funktionen. 

Sinus  und  Cosinus  reeller  Argumente  sind  periodische  Funktionen 
mit  der  Periode  2;r«  d.  h.  es  bestehen  die  Gleichungen: 

1)  sin  (z  +  2  ;i)  =  sin  z,     cos  (z  +  2  ;r)  =  cosz 

identisch  für  alle  reellen  z.  Wir  können  hieraus  und  aus  dem 
Satze  I  Ton  §  39  sofort  schließen,  daß  diese  Gleichungen  auch  für 
alle  complexen  Werte  von  z  gelten  müssen.  Wir  wollen  aber  doch 
noch  zeigen,  wie  die  Gleichungen  (1)  aus  den  Reihendarstellungen 
abzuleiten  sind. 

Wir  schließen  zunächst  aus  (§  40,  3),   daß  cos  0  =  1  ist,  daß 
dagegen: 

co,2.,-2(,-H)-?;(i-l^^)— ... 

einen  negativen  Wert  hat  Als  stetige  Funktion  von  z  (§  24,  IX) 
muß  cos  z  dazwischen  mindestens  einmal  0  geworden  sein.  Die 
Gleichung: 

2)  cos  z  =  0 

hat  also  positive  reelle  Wurzeln;  unter  diesen  muß  nach  §  38,  IX 
eine  die  kleinste  sein. 

I.   Wir  definieren  die  Zahl  n  dadurch,  daß  —  die  kleinste  positm 

reelle  Wurzel  der  Gleichung  (2)  sein  soll. 

Aus  §  40,  (16)  folgt  dann,  daß  sin  ^  =  ±1  sein  muß;  die  Ent- 

Scheidung  über  das  Vorzeichen  geschieht  durch  folgende  Überlegung: 
Für  kleine  positive  Werte  von  z  sind  nach  §  38,  VIII  Sinus  und 
Cosinus  beide  positiv;  daraus  und  aus  §  40,  (17)  folgt,  daß  der 
Sinus,  wenn  z  von  0  an  wächst,  ebenfalls  zunächst  wächst  und  nicht 
eher  aufhören  kann  zu  wachsen,  als  bis  der  Cosinus  0  wird,  d.  h. 

bei  z  =  — .     Bis  dahin  muß  er  also  jedenfalls  positiv  bleiben,  d.  b. 

es  folgt: 

3)  sin|=+l. 

Damit  geben  die  Additionstheoreme: 

4)  sinfz  +  yI  =  cosz,     cos  fz  +  ~]  =  —  sinz; 

setzt  man  in  diesen  Gleichungen  [z  +  ^  j  für  z,  so  geben  sie: 

5)  sin  {z  +  n)  =  —  sin  z,     cos  {z  +  n)  =  —  cos  z , 
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und  wenn  man  hier  z  durch  {z  +  n)  ersetzt,  erhält  man  schließlich: 

sin  (r  +  2  n)  =  sin  z,    cos  (z  +  2  »)  =  cos  z. 

Wir  definieren  nun  weiter: 

IL  Eine  Punkütm  von  z  heißt  periodisch  mit  der  Periode  n^  wenn 
für  alle  Werte,  die  Vir  Argument  z  annehmen  kann^ 

6)  az  +  a)  =  f{z) 
ist 

(Periodische  Funktionen  sind  demnach  eine  specielle  Art  auto- 
morpher Funktionen  (§  17,  IV)). 

Damit  können  wir  die  Oleichungen  (1)  folgendermaßen  ^  aus- 
sprechen: 

ITT.  Sinus  und  Cosinus  sind  periodische  Funktionen  mit  der 
Periode  2n. 

Aus  den  EuLBBSchen  Relationen  folgt  dann: 

7)  ^  +  2«.-^^^ 

d.  h.: 

IV.  Die  Exponenticdfunktion  ist  eine  periodische  Funktion  mit  der 
Periode  2ni. 

Aus  einer  Gleichung  der  Form  (6)  folgen  unendlich  viele  andere 
derselben  Form.     Setzt  man  nämlich  in  ihr  z  +  a  fQr  z,  so  folgt: 

f{z  +  2  a)  =  /-(z  +  a)  =  f{z) 

und  daraus  weiter: 

f{z  +  3  a)  =  az), 
f{z  +  4  a)  =  f(z). 

Setzt  man  femer  z  —  a  für  z,  sojfolgt: 

f(z-a)    =f(z) 
f{z  -  2  a)  =  /-(z). 

Es  folgt  also  allgemein: 

8)  f(z  +  ka)=f(z) 

för  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  k.    M.  a.  W.: 

V.  Ist  a  eine  Periode  des  Arguments  ^  einer  (eindeutigen  analytischen) 
Funktion  f{z),  so  sind  gleichzeitig  mit  ihr  auch  alle  Zahlen  k  a  Perioden 
des    Arguments    dieser   Punktion ,    wobei    unter    k    alle    positiven   oder 

'  negaäoen  ganzen  Zahlen  zu  verstehen  sind. 

*  Statt  dieser  korrekten  aber  etwas  umständlichen  Ausdrucksweise  bedient 
Man  Hieb  hfinfig  der  abgekürzten  „Periode  der  Funktion'^;  wir  wollen  das  im 
i»|gendeii  aach  thnn. 

8* 


L 
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Die  Existenz  einer  Periode  einer  Funktion  zieht  also  von  selbst 
die  von  unendlich  vielen  andern  nach  sich;  man  bedarf  deshalb 
eines  Terminus  zur  Unterscheidung  solcher  Perioden,  welche  in  dieser 
Weise  aus  andern  abgeleitet  werden  können,  von  solchen,  für  welche 
das  nicht  der  Fall  ist.     Demgemäß  definiert  man: 

VI.  Eine  Periode  einer  periodischen  Funktion  heißt  primitiv,  wenn 
kein  aliquoter  Teil  von  ihr  schon  Periode  ist 

Wir  behaupten  nun: 

Vn.   2  n   ist  primitive  Peiiode  des  Sinns  und  ebenso  des  Cosimu, 

,Zum  Beweis  bemerken  wir  zunächst:  aus  den  Gleichungen  (4) 
folgt,  daß  jede  Periode  einer  von  diesen  Funktionen  zugleich  eine 
Periode  der  andern  ist  Femer  folgt  aus  den  Differentialgleichungen: 
Wenn  z  von  —  ;r  bis  +  n  wächst,  wächst  der  Cosinus  von  —  1 
bis  +  1  und  nimmt  dann  von  +  1  bis  —  1  wieder  ab;  er  nimmt 
also  in  diesem  Intervall  jeden  reellen  Wert  zweimal  und  nur  zwei- 
mal an,  und  zwar,  da  er  nach  seiner  Definition  eine  gerade  Funktion 
ist,  für  entgegengesetzte  Werte  des  Arguments.  Für  diese  nimmt 
aber  der  Sinus,  als  ungerade  Funktion,  nicht  gleiche,  sondern  ent- 
gegengesetzte Werte  an.  Es  giebt  also  in  dem  Intervall  ^n,..+n 
nicht  zwei  Werte  des  Arguments,  für  welche  Sinus  und  Cosinns 
gleichzeitig  übereinstimmen.  Folglich  kann  es  auch  keine  kleinere 
reelle  Periode  dieser  Funktionen  geben  als  2n]  w.  z.  b.  w. 

Weiter  folgt  aus  VII  durch  indirekten  Schluß  auf  Grund  der 
Gleichung  §  40,  (8): 

Vin.  2ni  ist  primitive  Periode  der  Exponentialfunktion. 

Wir  untersuchen  nun,  ob  die  Exponentialfunktion  außer  2%i 
und  —  2'jii  etwa  noch  andere  primitive  Perioden  besitzt  Da» 
leiten  wir  zunächst  aus  ihrer  Definition  und  den  Gleichungen  (13) 
und  (17)  von  §  40  die  Sätze  ab: 

IX.  Die  Exponentialfunktion  wächst  stetig  von  0  bis  -f-  00,  wetM 
ihr  Argument  stetig  zunehmend  alle  reellen  IVerte  von  —  QO  bis  +  00 
durchläuft 

X.  Sie  nimmt  also  jeden  reellen  positiven  Wert  für  einen  und  foat 

für  einen  reellen   H'ert  ihres  Arguments  an. 

< 

Angenommen  nun,  es  sei  a  eine  Periode  der  Exponentialfunktion, 
und  es  seien  z^  und  r,  zwei  um  a  verschiedene  Werte: 

9)  Zg  -  Zj  =  a  ; 
dann  muß: 

10)  ^1  =  e^ 

sein.      Die    Formeln    (4)    und    (11)    von    §  40   gestatten,    in    dei 
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Exponentialfunktion  reellen  und  imaginären  Bestandteil  zu  trennen; 
sie  ergeben  nämlich: 

11)  e'  +  ^y  =  ef  cosy  +  ie^  siny . 

Wird  also  Zj  =  Xj  +  ly^,  z^  =  x^  +  ij/.^  gesetzt,  so  folgt  aus  (10): 

12)  e^  cos^j  =  e^  008^2 ,     e*«  siny^  =  e'^  siny^ 
und  aus  beiden  Gleichungen  vermöge  §  40,  (16): 

Daraus  folgt  aber  nach  X: 


"^1  —  ^ij 


und  die    zum  Beweis  von  Satz  VII  angewandten  Scldüsse   zeigen, 
daß  dann  aus  den  Gleichungen  (12): 

^2  =  ^1  +  2  Ä  ;r 

folgt    Somit  haben  wir  den  Satz: 

XI.  Jede  Periode  der  Exponentialfunktion  ist  ganzzahliges  Multiplum 
von  2'jtiy  jede  Periode  des  Sinns  oder  Cosinus  ganzzahliges  Multiplum 
wn  2n. 

Wir  fugen  dem  noch  die  Definition  bei: 

XTL  Eine  periodische  Funktion,  deren  sämtliche  Perioden  ganz- 
zahUge  Multipla  einer  primitiven  Periode  sind,  heißt  eine  einfach 
periodische  Funktion; 

dann  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

XIIL  Exponentialfunktion,  Sinus,  Cosinus  sind  einfach  periodische 
Funktionen. 


§  42.    Durch  einfach  periodische  Funictionen  vermittelte  konforme 

Abbildungen. 

Die  letzten  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  gestatten 
nun  auch,  die  durch  die  Funktionen  e*,  sinz,  cosz  vermittelten 
konformen  Abbildungen  im  einzelnen  zu  verfolgen.  Was  zunächst 
die  erste  von  diesen  Funktionen  betrifft,  so  folgt  aus  jenen  Ent- 
wicklungen: 

L  Die  Funktion  w  ^^  ^  nimmt  jeden  endlichen,  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  w  in  unendlich  vielen  Punkten  der  z-Ebene  an,  die  sich 
alle  aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  und  Subtraktion  be- 
liebiger ganzzahliger   Vielfacher  von  2  7ii  ergeben. 

Ziehen  vrir  also  in  der  z-Ebene  zwei  Parallelen  zur  x-Axe  im 
Abstände  2  te  von  einander  und  rechnen  die  eine  von  ihnen  mit  zu 
dem  von  ihnen  begrenzten  Streifen,  die  andere  nicht ,  so  fällt  von 
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jedem  solchen  Punktaggregat  je  ein  Punkt  in  den  Streifen.  Jeder 
solche  Streifen  wird  also  durch  die  Funktion  w  =  e^  gerade  auf  die 
ganze  tr- Ebene  abgebildet,  und  zwar  ist  die  Abbildung  nach  dem 
allgemeinen  Satze  von  §  34  konform.  Mit  der  in  §  17,  VI  ein- 
geführten Terminologie  sagen  wir: 

n.  Jeder  von  zwei  im  Abstände  2n  von  einander  verlaufenden 
Parallelen  zur  x-Axe  begrenzte  Streifen  kann  als  FundamentcJbereiek 
der  Funktion  e*  angesehen  werden.  Wir  nennen  einen  solchen  Streben 
einen  Periodenstreifen  der  Funktion, 

Übrigens  hat  die  Funktion  e*,  wie  aus  ihrer  Definition  durch 
eine  beständig  konvergente  Potenzreihe  mit  reellen  Koeffizienten 
hervorgeht,  die  Eigenschaft,  für  reelle  Werte  von  z  reelle  und  ftr 
konjugiert  imaginäre  Werte  von  z  konjugiert  imaginäre  Werte  an- 
zunehmen; sie  ist  also  im  Sinne  der  §  18,  X  gegebenen  Definition 
eine  symmetrisch  automorphe  Funktion.  Infolgedessen  können  wir 
ihren  Fundamentalbereich  aus  zwei  zu  einander  bezüglich  der  x-Axe 
symmetrischen  Stücken  zusammensetzen.  Man  sieht,  daß  das  dann 
der  Fall  ist,  wenn  man  ihn  durch  die  beiden  Geraden  y  =  —  w  und 
y  =  4-  ;r  begrenzt  Bilden  wir  diesen  Streifen  durch  w  =  ^  auf  die 
7£7-Ebene  ab,  so  erscheint  diese  als  längs  der  Halbaze  der  negati? 


Z'Ebcnc 


Mr-Eheme 
mma 


>^^^AAAAAAAAAA/>.AAAAAAAAAAAAAAA^ 

Fig.    19. 

reellen  Zahlen  aufgeschnitten,  indem  die  beiden  „Ufer**  dieses  Schnittes 
den  beiden  Rändern  des  Streifens  entsprechen.  In  Fig.  19  ist  das 
ebenso  wie  in  den  früheren  Figuren  10,  11  angedeutet 

Wir  geben  noch  an,  welche  Linien  der  ir-Ebene  den  Parallelen 
zu  den  Axen  in  der  z-Ebene  entsprechen: 

in.  Bei  der  durch  w  =^  e^  vermittelten  honformen  Abbildung  eiär 
sprechen  den  Parallelen    zur  y^Axe  (x  =  const)  Kreise   der  lo^Ebene: 

1)  u^  +  v^  =  «2*  , 

dereji  Radien  in  geometrischer  Progression  zunehmen^  wenn  die  Abscissen 
jener  Geraden  in  arithmetischer  Progression  wachsen.  Den  Parallelen 
zur  X'Axc  (y  =  const.)  entsprechen  Halbstrahlen 

2)  u  siny  —  V  cosy  =  0 

der    W' Ebene,    welche  gleiche    Winkel  mit  einander    bilden,    wenn  jem 
Geraden  in  gleichen  Abständen  aufeinander  folgen. 


?  42.    Durch  einfach  perioä.  Funkt,  vermittelte  konforme  Abbildungen.     119 


Was  die  Funktionen  sin  z  und  cos  z  betriflFt,  so  haben  auch  sie 
Periodenstreifen  von  der  Breite  2n\  nur  sind  sie  bei  ihnen  durch 
Parallele  zur  y-Axe  begrenzt,  wie  bei  e»*.  Während  aber  ^**  jeden 
Wert  in  einem  solchen  Streifen  einmal  annimmt,  nehmen  Sinus  und 
Cosinus  jeden  Wert  zweimal  in  ihm  an.  Es  geht  das  daraus  hervor, 
daß  diese  Funktionen  außer  der  Periodizität  noch  andere  lineare 
Transformationen  in  sich  zulassen,  wie  die  Gleichungen: 

3)  sin  (;r  —  r)  =  sin  z 

4)  cos(—  z)    =  cosz 

zeigen.      Öfter   aber  können   sie  denselben  Wert   nicht  annehmen, 
denn  z.  B. 

Jiiz 

5)  cos  z  = 


+ 1 


->--7t 


2e" 

ist  eine  rationale  Funktion  zweiten  Grades  von  ^•',  kann  also 
(§  20,  VII)  einen  und  denselben  Wert  nicht  für  mehr  als  zwei 
Werte  von  e**  annehmen. 

Der  Periodenstreifen  ist  z-Ehenc 
hier  also  nicht  zugleich 
Fundamen talbereich;  wir  er- 
halten aber,  da  auch  sin 
und  cos  symmetrisch  auto- 
morphe Funktionen  sind, 
einen  solchen  fiir  den  cos  nach 
§  1 8,  XI,  wenn  wir  ihn  durch 

y  =  0  und  y  =^  n  begrenzen;  vgl.  die  auf  den  Cosinus  sich  beziehende 
Fig.  20.  Die  tc-Ebene  erscheint  bei  dieser  Abbildung  von  —  1 
nach  —  oo  und  von  +  1  nach  +  cx>  aufgeschnitten. 

Setzen  wir: 
6)  t£  +  /  V  =  cos(a:  +  iy)i 

80  erhalten  wir: 


w-Ebcjic 
Fig.  20. 


7) 

and  daraus: 

8) 


U  = COSJT, 

2 


i;  =  — 


^  -  e-y 


smx 


f    M»^(    MV     =1,     d.h.: 
\COB  xj  \8m  x] 

IV.  Bei  der  durch  w  =  cos  z  vermittelten  Abbildung  entsprechen 
ien  Parallelen  zu  den  Axen  der  z»Ebene  in  der  ti>Ebene  konfokale 
Ellipsen  und  Hyperbeln,  deren  Brennpunkte  in  ±  1  liegen. 
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§  43.    Pole  oder  ausserwesentlich  singulare  Punkte. 

Wir  haben  uns  bisher  bei  der  Untersuchung  von  Funktionen 
complexen  Arguments  auf  solche  Bereiche  beschränkt,  in  welchen 
die  zu  untersuchende  Funktion  regulär  war.     Der  nächst  einfache 
Fall  würde  der  sein,  daß  in  dem  zu  untersuchenden  Bereiche  einzelne 
Ausnahmepunkte     liegen,    in    welchen    entweder    überhaupt    kein 
Funktionswert  ursprünglich  gegeben  ist,  oder  der  gegebene  Funktions- 
wert in  seiner  Beziehung  zu  den  Nachbarwerten   nicht   mehr  alle 
Bedingungen  erfüllt     Wir  fassen  zunächst  einen  einzelnen  solchen 
Ausnahmepunkt   ins   Auge;    unbeschadet   der  Allgemeinheit  dürfen 
vrir  annehmen,  er  liege  in  z  =  0. 

Der  einfachste  Fall  würde  der  sein,  daß  man  durch  Abändentwj 
des  für  z  =  0  gegebenen  Funktionswertes  (bezw.  wenn  die  ursprüng- 
liche Definition  dem  Argumentwert  ^  =  0  überhaupt  keinen  be- 
stimmten Funktionswert  zuweist,  durch  geeignete  Annahme  eines 
solchen  Wertes)  es  dahin  bringen  kann,  daß  die  Funktion  in  der 
Umgebung  des  Nullpunkts,  diesen  selbst  eingeschlossen,  allen  Be- 
dingungen genügt.  Man  sagt  dann:  die  gegebenen  Funktionswerte 
weisen  im  Nullpunkt  eine  hebbare  Unstetigkeit  auf.  Ein  Beispiel  dafiir 
bot  uns  schon  in  §  20  eine  rationale  Funktion,  die  in  solcher 
Form  gegeben  war,  daß  Zähler  und  Nenner  noch  einen  von  z  ab- 
hängigen Teiler  besaßen.  Solche  hebbaren  Unstetig keiten  können  und 
wollen  wir  im  folgenden  ausschließen  y  indem  wir  stets  annehmen,  daß 
die  ursprüngliche  Definition,  wenn  sie  solche  etwa  mit  sich  brachte^ 
bereits  in  geeigneter   If^eise  modifiziert,  bezw.  ergänzt  sei. 

Ferner  haben  wir  bei  rationalen  ganzen  Funktionen  bereits 
eine  bestimmte  Art  singulärer  Punkte  kennen  gelernt,  die  wir  Pole 
nannten.  Dem  entsprechend  können  wir  hier  die  allgemeine  De- 
finition aufstellen: 

I.  Ifenn  eine  Funktion  f{z)  einer  complexen  Variabein  in  der  Um* 
gebung  des  NidlpunktSj  diesen  selbst  ausgeschlossen,  regulär  ist;  wem 
ferner  eine  ganze  Zahl  n  von  der  Beschaffenheit  sich  angeben  läßt, 
daß  das  Produkt: 

dadurch  zu  einer  auch  im  Nullpunkt  rer/ulären  Funktion  gemacht  werden 
kann,  daß  man  ihm  dort  einen  bestimmten  endlichen  von  Null  t?er- 
schiedenen  U  ert  zuschreibt;  dann  sagt  man:  der  Nullpuidit  sei  ein  Pol^ 
/i'*'"   Ordnung  von  f{z). 

*  Nach  Weierstbass  „außerwesentlich  singulärer  Punkt*'. 
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Der  reciproke  Wert  einer  solchen  Funktion  ist  im  Nullpunkt 
zunächst  nicht  definiert;  wir  behaupten  aber: 

IL    fFird  der  reciproken  Funktion  j-r  im  Nullpunkt  der  Wert  0 

beigelegt,  so  wird  dadurch  eine  in  einer  gewissen   Umgebung  des  Null- 
punkts, diesen  selbst  eingeschlossen,  reguläre  Funktion  definiert 

Nach  §  38,  IX  kann  nämlich  eine  Umgebung  des  Nullpunkts 
angegeben  werden,  in  der  f^(z)  überall  von  0  verschieden,  also  l/fi{z) 
regulär  ist     Infolgedessen  ist  dort  auch: 

1    __  1 

regulär. 

Da  nach  §  37,  III  f^{z)  in  eine  Reihe  der  Form: 

entwickelt  werden  kann,  so  folgt: 

in.  Eine  Funktion  f{z),  die  im  Nullpunkt  einen  Fol  n  '«^  Ordnung 
hat,  gestattet  in  dessen   Umgebung  eine  Entwicklung  der  Form: 

2)  f(z)  =  a^z-^  +  a^z''^^^  +  ...  +  ^n-i^"^  +  «n  +  a»+ i  ^  +  +  •  •• 

Mit  Bücksicht  auf  §  38,  IX  folgt  hieraus  noch: 

IV.   Um  jeden  Pol  einer  Funktion  f\z)  läßt  sich  ein  Kreis  von  so 

kleinem  Radius  beschreiben,  daß  in  ihm  weder  ein   weiterer  Pol,  noch 

^  Nullpunkt  der  Funktion  liegt 

§  44.   Verhalten  einer  Funktion  complexen  Arguments  im  Unend- 
lichen; der  Fundamentalsatz  der  Algebra. 

Um  das  Verhalten  einer  Funktion  f{z)  des  complexen  Argu- 
ments z  im  unendlichen  zu  untersuchen,  übertragen  wir  wie  im 
»peciellen  Fall  einer  rationalen  Funktion  (§  21)  durch  die  Sub- 
stitution /=sl/z,  z=l/z'  die  Umgebung  des  Punktes  oo  der 
?-Kugel  auf  die  Umgebung  des  Nullpunkts  der  z'-Kugel  und  be- 
trachten f{z)  =  /"(l/z^  s=s  tp{z')  als  Funktion  von  z.    Wir  sagen: 

L  Die  Aussage:  „eine  Funktion  f[z)  hat  im   Unendlichen  die  und 

He  Eigenschaft^'  bedeutet:  g>{z')  =  fi-r]  ols  Funkäon  von  z  betrachtet, 

\at  diese  Eigenschaft  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  0. 

Für  r'  =  0  selbst  ist  das  Funktionszeichen  qp  [tT]  dadurch  zu- 
ichst  noch  nicht  definiert;  wenn  wir  aber  durch  eine  geeignete 
jmahme  eines  Wertes  flir  <jp(0)  (vgl.  den  vorigen  Paragraphen)  es 
rreichen  können,  daß  tf  (z^  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  regulär 
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wird,    so    sagen    wir,   f(z)   sei   im   Unendlichen   regulär.      Aus  diesei 
Definition  und  aus  §  37,  III  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

IL  Uine  im  Unendlichen  reguläre  Funktion  läßt  sich  in  eine  Reihe: 

entioickelnj  die  nach  Potenzen  von  z  mit  neffativeUj  ganzzahligeny  fcdlenden 
Exponenten  fortschreitet  und  außerhalb  eines  bestimmten  Kreises  mit 
dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergiert 
Umgekehrt  stellt  eine  solche  Reihe  stets  eine  im  Unendlichen  regtdäre 
Funktion  dar. 

Ebenso  folgt  aus  §  43,  EU  der  Satz: 

ni.  Hat  eine  Funktion  im  Unendlichen  einen  Pol,  so  läßt  sie  sich 
in  eine  Reihe  der  Form  entwickeln: 


2) 


I 


+  Aq  +  flj  -r-  ^  +  Og  z-  2  4-  . . .  +  ö^  z-  "  +  . . . 


Hieran  knüpft  sich  ein  für  alle  tiefer  eindringenden  funktionen- 
theoretischen  Untersuchungen   fundamentaler  Satz   von  LioüvilIiB: 

IV.  Eine  auf  der  ganzen  Kugel  reguläre  Funktion  complexen 
Arguments  ist  notwendig  eine  Konstante, 

Ist  nämlich  f(z)  im  Unendlichen  regulär,  so  giebt  es  eine  Größe 
M  von  der  Eigenschaft,  daß  |  f{z)  |  <  3/  ist,  sobald  |  z  \  größer  ist 
als  eine  bestimmte  Größe  R.  Ist  f{z)  auch  im  Endlichen  überall 
regulär,  so  gilt  für  sie  Satz  VI  von  §  39.  Die  in  diesem  Satze  vo^ 
kommende  Zahl  G  ist  aber  <  3/,  sobald  r ':>  R  ist;  also  müssen 
die  Koeffizienten  a^  der  MACLAURiNschen  Reihenentwicklung  von  f(ij 
kleiner  sein  als  Mr-^  für  jeden  noch  so  großen  Wert  von  r.  Das 
ist  aber  für  keinen  positiven  Wert  von  n  möglich,  wenn  nicht  a«  =  0 
ist     Also  muß  sich  f{z)  auf  a^,  reduzieren.^ 

Satz  IV  ist  deshalb  so  wichtig,  weil  es  mit  seiner  Hilfe  häafig- 
gelingt,   von  einer  Funktion,   von  der  man  nur  die  Eigenschafteiit 
aber  keinen  analytischen  Ausdruck  kennt,  einen  solchen  zu  findok 
Erste  Beispiele  dafür  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

V.  Eine  Funktion,  die  im  Endlichen  überall  regulär  ist  und  fM 
Unendlichen  einen  n- fachen  Pol  hat,  ist  eine  rationale  ganze  Funktion 
nten  Grades, 

Hat  sie  nämlich  im  Unendlichen  einen  w-fachen  Pol,  so  gestattet 
sie  dort  eine  Entwicklung  der  Form  (2).     Setzen  wir  dann: 

*  Man  kann  den  Satz  auch  beweisen,  indem  man  die  Unglchg.  (7)  y<ii|^ 
§  35  auf  die  beiden  Bereiche  anwendet,  in  welche  die  Kugel  durch  eine  I^B^j 
r  zerlegt  wird;  vgl.  C.  Neümann,  Riemann's  Theorie  der  Aberschen  Integit»^ 
1.  Aufl.  (Lpz.  1865)  p.  149  ff. 
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3)  V/(z)  =  fl.„r*  +  a_„  +  iz»-i  +  ...  +  fl-iz  +  a^^ 

und  bilden  die  DiflFerenz  f{z)  —  yj  (r),  so  ist  diese  im  Endlichen  überall 
regulär;  denn  f'{z)  ist  es  nach  Voraussetzung  und  i/'(z)  nach  §  31. 
Sie  ist  aber  nach  (2)  auch  im  Unendlichen  regulär,  also  nach  IV 
eine  Konstante  und  zwar  =0,  da  sie  für  z  =  oo  gleich  Null  ist. 
Also  ist  f{z)  gleich  der  rationalen  ganzen  Funktion  i^  (z),  w.  z.  b.  w. 

VL  £ine  Funktion  f(z),  die  auf  der  ganzen  Kugel  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  überall  regtdär  ist,  ist  eine  rationale  Funktion. 

Seien  a^,  (v  =  1,  2  . .  .  n)  die  im  Endlichen  gelegenen  Pole  von 
f{:\  K  ihre  Ordnungszahlen;  seien 


K 


Jie  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  für  die  Umgebung  von 
^  gültigen  Reihenentwicklung.  Bilden  wir  dann  die  rationale 
h^unktion : 

md  die  Differenz  f{z)—  \p[z\  so  ist  diese  im  Endlichen  überall  regulär, 
iQch  in  den  Punkten  Oj,  o,  .  .  .  a^;  im  Unendlichen  ist  sie  regulär 
der  hat  einen  Pol,  je  nachdem  für  f(z)  das  eine  oder  das  andere 
utrifft.  Sie  ist  also  nach  V  eine  rationale  ganze  Funktion  x  W  o^^^ 
lach  IV  eine  Konstante  (rationale  ganze  Funktion  nullten  Grades). 
Uso  ist  f\z)  gleich  der  rationalen  Funktion  \f){z)  +  /(2'),  w.  z.  b.  w. 
Wenden  wii*  diesen  Satz  auf  den  reciproken  Wert  einer  ratio- 
lalen  ganzen  Funktion  mten  Grades  g{z)  an,  so  ist  /(r)  jedenfalls 
ine  Konstante;  bringen  wir  i/'(^)  +  /(2)  auf  gemeinsamen  Nenner, 
0  wird  es  ein  Quotient  zweier  Polynome  h^{2)lh^{z)j  dessen  Nenner 
!j(z)  vom  Grade  ä  =  Aj  +  ä,  +  . . .  +  ä^,  dessen  Zähler  h^  (r)  höchstens 
on  diesem  Grade  ist    Aus  der  Gleichung: 


0 


_h,{x) 


9  (*)       Aj  (*) 
der 

3lgt  dann,  daß  k'^m  sein  muß.  Die  Anzahl  der  Pole  von  1  Ig {z\ 
.  h.  der  Nullpunkte  von  g[z)  (jeder  so  oft  gerechnet  als  seine 
Mniuigszahl  angiebt)  ist  also  mindestens  =  m;  da  sie  nach  19,  IV 
ach  nicht  größer  sein  kann,  so  haben  wir  den  Fundamentalsatz  der 
Igthra  bevriesen: 
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VII.  Jede  algebraische  Gleichung  m'*"  Grades  hat  im  Gebiei 
unserer  complexen  Zahlen  der  Form  a  -\-  bi  genau  m  Wurzeln  j  wem 
mehrfache   Wurzeln  entsprechend  oft  gerechnet  werden. 

Fragen  wir  weiter,  wie  sich  eine  ganze  transcendente  Funktion 
im  Unendlichen  verhält.  Wir  können  die  Antwort  zum  Teil  schon 
aus  dem  Verhalten  der  in  den  §  40 — 42  untersuchten  einfach 
periodischen  Funktionen  ablesen.  Beschreiben  wir  um  den  Null- 
punkt einen  Kreis  von  noch  so  großem  Radius,  so  bleiben  doch 
noch  immer  unendlich  viele  Parallelstreifen  ganz  außerhalb  desselben; 
eine  periodische  Funktion  nimmt  also  jeden  Wert,  den  sie  über- 
haupt annimmt,  in  jeder  beliebigen  Nähe  des  Punktes  oo  noch  un- 
endlich oft  an.  e*  z.  B.  nimmt  in  jeder  beliebigen  Nähe  dieses 
Punktes  noch  jeden  Wert  unendlich  oft  an,  ausgenommen  allein  die 
beiden  Werte  0  und  cx>.  Aber  auch  diesen  beiden  Werten  kommt 
es  in  jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  des  Punktes  oo  noch  be- 
liebig nahe. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  jede  ganze  transcendente  Funktion 
im  Unendlichen  ein  ähnliches  Verhalten  aufweist,  wie  e*;  und  zwar 
zeigen  wir  zunächst,  daß  jede  solche  Funktion  im  Unendlichen  unter 
andern  auch  beliebig  große  Werte  annimmt,  oder  genauer  aus- 
gedrückt: 

VIII.  Wenn  eine  ganze  transcendente  Funktion  f{z)  und  eme 
positive  (noch  so  große)  Große  M  gegeben  sind,  giebt  es  außerhalb 
jedes  Kreises  (von  noch  so  großem  Radius)  stets  noch  Werte  z,  für 
welche  \  f[z)  \  >  M  ist. 

Wäre  das  nämlich  außerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  R  nicht 
mehr  der  Fall,  so  würde  man  auf  Grund  des  Satzes  §  39,  VI  fär 
jedes  r  y  R  beweisen  können,  daß  die  Koeffizienten  der  MACLAURDf- 
schen  Entwicklung  von  f[z)  bezw.  kleiner  sind  als  Mr''\  Daraus 
würde  aber  wie  im  Beweise  von  IV  folgen,  daß  sie  alle  0  sein 
müssen. 

Diese  Eigen^haft  teilen  also  die  ganzen  transcendenten 
Funktionen  mit  den  ganzen  rationalen;  sie  unterscheiden  sich  aber 
von  ihnen  durch  die  folgende: 

IX.  Wenn  eine  ganze  transcendente  Funktion  f[z)  und  eine  positive 
noch  so  kleine  Größe  e  gegeben  sind,  so  giebt  es  außerhalb  jedu 
Kreises  von  noch  so  großem  Radius  stets  Stellen^  an  welchen  \f{s)\ 
kleiner  als  6  ist. 

Das  ist  selbstverständlich,  wenn  außerhalb  jedes  Kreises  noch 
Nullpunkte  von  f(z)  liegen.  Wenn  aber  alle  Nullpunkte  von  f(i 
innerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  R  liegen,  so  kann  ihrer  nad 
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§  39,  IX  nur  eine  endliche  Anzahl  sein;  wir  bezeichnen  sie  mit 
ö,  fl, . . .  ö^.  Für  die  Funktion  l  lf{z)  sind  diese  Punkte  Pole;  sei 
wie  im  Beweise  von  VI  (Gichg.  4)  yjy{z)  die  Summe  der  Glieder 
mit  negativen  Exponenten  in  der  für  die  Umgebung  von  Oy  gültigen 
Reihenentwicklung  dieser  Funktion.     Dann  folgt  wie  dort,  daß 

im  Endlichen  überall  regulär  ist  Es  ist  also  diese  DifiPerenz  eine 
ganze  transcendente  Funktion,  die  sich  nicht  auf  eine  Konstante 
reduzieren  kann,  da  sonst  f{z)  eine  rationale  Funktion  wäre  gegen 
die  Voraussetzung.  Nach  IX  nimmt  also  diese  Differenz  außerhalb 
jedes  Kreises  beliebig  große  Werte  an;  da  jedes  ipr(z),  also  auch 
ihre  Summe,  im  Unendlichen  unendlich  klein  wird,  so  folgt,  daß 
auch  1  lf{z)  dort  beliebig  große,  also  f{z)  beliebig  kleine  Werte  an- 
nimmt; w.  z.  b.  w. 

Wenden  wir  Satz  IX  auf  f(z)  —  c  an,  wo  c  eine  willkürliche 
Konstante  bedeutet,  so  folgt  der  allgemeine  Satz: 

X.  £ine  ganze  transcendente  Funktion  kommt  in  der  Umgehung 
des  Punktes  cd  jedem   Werte  beliebig  nahe. 

Man  darf  diesen  Satz  nicht  so  verstehen,  daß  eine  solche 
Funktion  jeden  Wert  in  der  Umgebung  von  z  =  co  wirklich  an- 
nimmt, t)as  zeigt  das  Beispiel  der  Exponentialfunktion,  die  in 
keinem  angebbaren  Punkte  0  oder  co  wird.^ 

Es  hat  wegen  des  Satzes  X  keinen  Zweck,  die  Definition  einer 
ganzen  transcendenten  Funktion,  die  ja  für  z  =  cx>  versagt,  in 
Analogie  mit  §  21,  I  dadurch  ergänzen  zu  wollen,  daß  man  ihr 
dort  irgend  einen  bestimmten  Wert,  sei  es  auch  z  =  oo,  zuschriebe. 
Dagegen  ist  es  unter  Umständen  möglich,  einen  bestimmten  Grenz- 
wert zu  erhalten,  wenn  man  die  Variable  z  auf  vorgeschriebenem 
Vege  dem  Punkt  oo  sich  nähern  läßt  So  konvergiert  z.  B.  ^  gegen 
00,  wenn  z  auf  dem  Halbmeridian  der  positiv  reellen  Zahlen  nach 
00  kommt;  gegen  0,  wenn  z  auf  dem  Halbmeridian  der  negativ 
reellen  Zahlen  nach  oo  kommt 


^  PicABD  hat  gezeigt  (Par.  C.  R.  99,  1879),  daß  es  in  keinem  Falle  mehr  als 
wd  endliche  Werte  geben  kann,  die  von  einer  ganzen  transcendenten  Funktion 
1  der  Umgebung  von  %  —  oa  nicht  wirklich  angenommen  werden;  doch  ist  es 
idier  nicht  gelangen,  diesen  Satz  elementar  zu  beweisen. 
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§  45.    Cauchys  Satz  von  den  Residuen. 

In  §  35,  V  haben  wir  den  Satz  kennen  gelernt^  daß  das  Integral: 

stets  den  Wert  0  hat,  wenn  es  über  die  Begrenzung  eines  Bereichs   i 
erstreckt  wird,  in  welchem  die  Funktion  f{z)  regulär  ist;  wir  fragra   ' 
jetzt,  welches  der  Wert  dieses  Integrals  sein  mag,   wenn  in  dem 
Bereich  eine  endliche  Anzahl  Pole  liegen. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  Bereich,  in  dem  nur  ein  Pol 
liege,  und  zwar  bei  z  =  0.  Nach  §  35,  VI  können  wir  dann,  ohne 
den  Wert  des  Integrals  zu  ändern^  den  Integrationsweg  zusammen- 
ziehen auf  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt  von  beliebig  kleinem 
Radius.     Nach  §  43,  m  ist  aber  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts: 

f{z)  =  a-„z-«  +  a-„  +  i;2:-"  +  ^  +  ...  +  a_2^"^  +  a^  i  z"  ^  + /;  (z), 

wo  f^  eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  reguläre  Funktion  be- 
zeichnet; wir  erhalten  also: 

Jf{z)dz  =  a^nj z"^ dz  -f-  ...  +  a^ij z'^dz  +  Jf^{z)dzj 

alle  diese  Integrale  genommen  längs  des  genannten  kleinen  Kreises. 
Das  letzte  dieser  Integrale  ist  0  nach  dem  erwähnten  Satze  (§  35,  V), 
die  andern  haben  wir  bereits  §  35,  VIII  berechnet  Setzen  wir  die 
dort  gefundenen  Werte  hier  ein,  so  erhalten  wir: 

1)  ff{z)dz  =  2;r2.ö-i. 

Wir  definieren  nun: 

L  Der  Koeffizient  der  (—  1)*^  Potenz  von  z  -^  a  in  der  Ent- 
wicklung einer  Funktion  für  die  Umgebung  des  Poles  z  =^  a  heißt  das 
Residuum  der  Funktion  für  diesen  Pol, 

Damit  können  wir  Gleichung  (1)  folgendermaßen  aussprechen: 
II.  JDcLS  Integral  ff[z)dzy  genommen  um  einen  Bereichj  in  welchem 
die  Funktion  regulär  ist  mit  Ausnahme  eines  Poles,  ist  =  2ni  X   dem 
Residuum  der  Funktion  in  diesem  Pol. 

Haben  wir  nun  einen  Bereich,  in  welchem  mehrere  Pole  Uegen, 
so  zerlegen  wir  ihn  in  eine  Anzahl  Teilbereiche  derart,  daß  jeder 

derselben  nur  einen  Pol  enthalt,  wenden  den  Satz  IL 
auf  jeden   der  Teilbereiche   an   und  addieren  di© 
Resultate.     Dabei  ist  über  jede  GrenzUnie  zwischen, 
zwei  Teilbereichen  zweimal  zu  integrieren,  aber  ic». 
entgegengesetzter  Richtung   (nämlich  jedesmal  so, 
Fie.  21.  ^^^  ^^^  gerade  in  Betracht  kommende  Teilbereicti 
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IT  Linken  bleibt).  Die  Integrale  über  diese  inneren  Grenzlinien 
'.ben  sich  infolgedessen  sämtlich  weg,  und  es  bleibt  nur  das  Integral 
)er  die  äußere  Begrenzung*  des  vorgelegten  Bereichs  übrig.  Wir  er- 
ilten  somit  den  Satz: 

ni.  BcLS  Integral  ff{z)dZf  genommen  um  einen  Bereich j  in 
sichern  die  Punktion^  abgesehen  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Polen, 
julär  ist,  ist  =z  2ni  X  der  Summe  der  Residuen  der  Funktion  in 
^sen  Punkten, 

Wir  haben  bisher  den  Bereich  stillschweigend  als  ganz  im  End- 
hen  gelegen  vorausgesetzt;  wollen  wir  auch  Bereiche  in  Betracht 
iheHj  die  den  Punkt  oo  im  Innern  enthalten,  so  müssen  wir  erst 
itsetzen,  was  unter  dem  Besiduum  einer  Funktion  im  Punkte  oo 
rstanden  werden  soll.  Dabei  müssen  wir  beachten:  wenn  wir 
5L  §  21)  z  durch  /-^  ersetzen,  tritt  —  z'^dz'  an  Stelle  von  dz; 
s  Integral  /f{z)dz  geht  also  über  in  —  f  z'-^(p{z)dz]  und 
Bses  Integral,  genommen  um  eine  geschlossene  Kurve,  ist  dann  Null, 
jnn  innerhalb  der  Kurve  z'^^(p{z),  d.  i.  z^f{z),  regulär  ist  Wir 
iden  so  zunächst,  daß  der  fundamentale  Satz  von  §  35  für  einen 
^reicb,  der  den  Punkt  Unendlich  in  seinem  Innern  enthalt, 
Igendermaßen  zu  modifizieren  ist: 

IV.  Das  Integral  ff{z)  dz,  genommen  über  eine  geschlossene  Kurve j 
üche  den  Punkt  oo  umschließt,  ist  =  0,  wenn  z^f(z)  innerhalb  dieser 
urve  regulär  ist, 

Ist  aber  z^f(z)  innerhalb  der  Kurve  nicht  regulär,  so  folgt: 

V.  Bei  Anwendung  von  Satz  II  oder  III  auf  einen  Bereich,  der 
n  Punkt  00  in  seinem  Innern  enthält,  ist  als  Residuum  für  diesen 
inkt  der  Koeffizient  von  z"^  in  der  Entwicklung  (§  44,  11),^  mit 
tgegengesetztem  Zeichen,  zu  nehmen. 

Jede  geschlossene  Kurve  auf  der  Kugelfläche  teilt  diese  in  zwei 
aile  und  kann  als  Begrenzung  jedes  dieser  beiden  Teile  angesehen 
3rden.     Ist  eine  Funktion  in  jedem  dieser  Teile, 
)ge8ehen  von  einzelnen  Polen,  regulär  —  was  nach         /^      "^X 
44,  VI  nur  bei  rationalen  Funktionen  der  Fall      /  \ 

t  —   so   können  wir  Satz  ELI   auf  jeden  dieser      L^  Ji 

eile  anwenden.     Beidemal  tritt  dasselbe  Integral       V     ♦^  y 

if;  aber  die  Integrationsrichtung  ist  die  entgegen-  7 

38etzte  (nämlich  jedesmal  so,   daß  der  gerade  be-  ^'     * 

achtete  Bereich  zu  ihrer  Linken  liegt).  Addieren  wir  also  die  beiden 
«sultate,  so  heben  sich  die  Integrale  fort,  und  esergiebt  sich  der  Satz: 


*  Nicht  etwa  der  von  ä"*"^! 
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VI.  Die  Summe  sämtlicher  Residuen  einer  rationalen  Funktion  £§ 
stets  gleich  JNulL 

§  46.     Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole. 
Zweiter  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra. 

Ist  f{z)  eine  Funktion  des  complexen  Arguments  z,  f{z)  ihre 
erste  Ableitung,  so  nennt  man  f(z)jf\z)  die  logarithmische  Ableitung 
von  f{z);  der  Grund  dieser  Benennung  wird  sich  später  ergeben. 
Man  erhält  weitere  Sätze  über  die  Funktion  f{z),  wenn  man  die 
Sätze  des  vorigen  Paragraphen,  st&,tt  auf  f(z)  selbst^  auf  ihre 
logarithmische  Ableitung  anwendet;  dazu  bedarf  man  einiger  Sätze 
über  die  letztere: 

I.  Ist  f(z)  in  der  Umgebung  eines  Punktes  z^  regulär  und  w 
diesem  Punkt  von  0  verschieden,  so  ist  dort  f{z)lf{z)  regulär. 

Denn  es  sind  dann  sowohl  llf{z)  (nach  §  33,  VlII)  als  auch 
/^(z)  (nach  §  38,  Via)  in  der  Umgebung  von  z^  regulär. 

n.  Ist  f(z)  in  der  Umgebung  eines  Punktes  z^  regulär  und  hat 
es  in  Zq  einen  m- fachen  Nullpunkt,  so  hat  f(z)/f{z)  in  Zq  einen  «»• 
fachen  Pol  und  das  Residuum  m. 

Denn  dann  kann  (§  19,  III) 

1)  az)  =  (z  -  z„)«/;(z) 

gesetzt  werden,  unter  f^{z)  eine  in  der  Umgebung  von  z^  reguläre, 
und  in  z^  von  0  verschiedene  Funktion  verstanden;  daraus  folgt: 

Da  f [{2) If li^)  nach  I  in  der  Umgebung  von  z^  regulär  ist,  so  folgt 
aus  dieser  Gleichung  die  Richtigkeit  des  Satzes  11.  —  Ebenso  wird 
bewiesen: 

in.  Hat  f[z)  in  z  =  Zq  einen  m- fachen  Pol,  so  hat  dort  f{z)lf{i^ 
einen  einfachen  Pol  mit  dem  Residuum   —  m. 

Beim  Beweis  dieser  Sätze  (I)  bis  (III)  vmrde  angenommen,  dal^ 
es  sich  um  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  handelt  Für 
unendlich  fernen  Punkt  gilt  Satz  I  unverändert,  von  Satz  11 
III  aber  nur  die  auf  den  Wert  des  Residuums  sich  beziehe] 
Behauptungen,  nicht  die  Behauptung,  daß  f'(z)jf{z)  in  diesen  Fäll» 
einen  einfachen  Pol  habe.  Die  logarithmische  Ableitung  ist  viel- 
mehr auch  in  diesen  Fällen  im  Unendlichen  regulär.  Für  die  Ail-j 
Wendungen,  die  wir  nunmehr  machen  wollen,  ist  das  irrelevant;  öBj 
kommt  bei  ihnen  nur  auf  die  Residuen  an.  i 

1 
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Zunächst  erhalten  wir  nämlich   aus  Satz  III  von  §  45,  wenn 
wir  ihn  auf  f{z)lf{z)  anwenden: 
IV.  Das  Integral: 


ntj 


f'^'^dz^ 


m  positivem  Sinne  erstreckt  um  die  Begrenzung  eines  Bereiches  j  in 
wdchem  die  Funktion  f\z)  bis  auf  einzelne  Pole  überall  regulär  ist,  ist 
gleich  der  Anzahl  der  Nullpunkte  von  f[z)  in  diesem  Bereich,  vermindert 
!  «m  die  Anzahl  der  Pole;  jeder  Nullpunkt  und  jeder  Pol  ist  dabei  so 
oft  zu  zähleny  als  seine  Ordnungszahl  angiebt. 
Femer  liefert  Satz  VI  von  §  45: 

V.  Jede  rationale  Funktion  wird  auf  der  Kugel  ebenso  oft  Null 
wunendlich, 

und  wenn  wir  ihn  statt  auf  f{z)  auf  f{z)  —  c  anwenden: 
VL  Eine  rationale  Funktion  nimmt  jeden  beliebigen  If'ert  c  ebenso 
oft  an,  als  sie  unendlich  wird. 

Auch  bei  diesen  Sätzen  sind  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole  ihrer 

Ordnungszahl  gemäß  zu  zählen;  der  Ausdruck:  „f{z)  nimmt  in  z  =  a 

•  den  Wert  f[z)  =  c  nmal  an'^  bedeutet  dabei:  in  der  Entwicklung  von 

i  [(z)  nach  Potenzen  von  (z  —  a)  ist  c  das  Anfangsglied,  Glieder  mit 

^  der  1.,  2 (n  —  l)ten  Potenz  von  {z  —  a)  treten  nicht  auf,  wohl 

aber  ein  Glied  mit  {z  —  «)♦*. 

EJine  rationale  ganze  Funktion  n^^  Grades  insbesondere  ist  im 
!  Endlichen  überall  regulär  und  hat  im  Unendlichen  einen  n-fachen 
Pol;  also  folgt  aus  Satz  V: 

VTL  Jede  rationale  ganze  Funktion  n**"  Grades  hat  n  Nullpunkte  — 
oder  anders  ausgedrückt: 

Vin.  Jede  algebraische  Gleichung  w'*"  Grades  hat  n   JVurzeln, 
Damit  ist  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  abermals  bewiesen 

(TgL  §  44,  vn). 

Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  eine  rationale  gebrochene  Funktion 
tUmele  Pole  hat,  als  ihr  Grad  (§  20,  II)  angiebt.  Denn  ist  der  Grad 
;•  des  Zählers  nicht  größer  als  der  Grad  n  des  Nenners,  so  ist  ihr 
Cbid  gleich  n;  dann  ist  sie  im  Unendlichen  regulär  und  hat  im 
Aidlichen  n  Pole.  Ist  aber  m  >  n,  so  ist  ihr  Grad  =  m  und  es 
Immit  dann  zu  den  n  Polen  im  Endlichen  noch  ein  (m  —  n)facher 
Pol  im  Unendlichen.    Satz  VI  ergiebt  somit: 

IX.  Jede  rationale  Funktion  nimmt  jeden  beliebigen  complexen 
Wert  so  cfi  an,  als  ihr  Grad  angiebt 

Wir  benutzen  den  Satz  IV  femer  noch,  um  eine  wesentliche 
Ergänzung   des   Satzes  VUI  von   §  33   abzuleiten.      Sei    nämlich 

;  FanktiaMB.  I.  9 
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w  =  f{z)  eine  in  einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  reguläre  Funktion 
und  /*  (0)  4=  0 ;  unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen, 
es  sei  für  z  =  0  auch  m?  =  0,  da  wir  das  immer  durch  eine  Parallel- 
verschiebung der  M7-Ebene  erreichen  können.    Dann  können  wir  nach 
§  38,  IX  r  so  klein  annehmen,  daß  innerhalb  eines  Kreises  F  vom     j 
Radius  r  und  auf  seiner  Peripherie  kein  weiterer  Nullpunkt  von  f[z)     ] 
liegt,  so  daß  nach  IV: 


3)  2^/ 


f(») 

n*) 


dz=  1 


ist.  Sei  dann  m  der  kleinste  Wert,  den  |  f(z)  \  auf  F  annimmt,  und 
U7j  irgend  ein  Wert  von  w,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  m 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln,  die  die  Gleichung: 

f{2)  =  füj 

innerhalb  F  besitzt: 

4)  ^  =  5 — -'  I  r/ \     — «^• 

r 

Setzen  wir  nun: 

SO  folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4): 

2mJ  \if(x)  2mJ    t  ^ 


"5 

A 


A 
1 


das  letzte  Integral  genommen  über  diejenige  Kurve  C  der  /-Ebenikr  J 
die  vermöge  der  Glchg.  (5)  dem  Kreis  F  der  z- Ebene  entspridxW^ 
Da  aber  auf  F  n.  Vss.  |  f[z)  |  ^  m  >  m?j  ist,  kann  sich  C  nie  so  weB 
vom  Punkte  /  =  1  entfernen,  daß  sie  den  Punkt  ^  =  0  ein8chlie0fli||; 
könnte;  das  Integral  ist  also  Null,  n  ist  =1,  die  Gleichung /'(z) 
hat  innerhalb  F  eine  und  nur  eine  Wurzel.  Aus  §  38,  VJJl 
aber  hervor,  daß  wir  in  der  z-Ebene  auch  einen  Kreis  um  den  Ni 
punkt  von  so  kleinem  Radius  (>(<  r)  angeben  können,  daß  \f{^\ 
ihm  nur  Werte  annimmt,  die  <  m  sind.  Wir  können  also  den 
aussprechen: 

X.  Ist  w  =  f{z)  eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  n 
Funktion  von  f{z),  und  f  {0)  =j=  ö,  so  kann  man  um  ihn  einen  Kreis 
so  kleinem  Radius  beschreiben,  daß  w  in  ihm  in  verschiedenen  PtaJi 
verschiedene  Werte  annimmt,  daß  also  (§  33,  VILL)  die  WerUy  dm 
in  dem  Kreise  annimmt,  einen  Bereich  U  der  w-Ebene  erfüllen^  m  i 
umgekehrt  z  eine  reguläre  Funktion  von  w  ist.  '    — 

X 
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Zur  wirklichen  Aufstellung  dieser  Funktion  im  einzelnen 
Falle  kann  man  sich  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
bedienen:  man  kann  die  als  möglich  erkannte  Entwicklung 
:  =  ^j  ti?  +  Äj  ti?*  +  . . .  in  die  vorgelegte  w  ^^  a^z  +  a^z'^  +  ...  ein- 
setzen, die  Koeffizienten  der  einzelnen  Potenzen  von  to  beiderseits 
gleichsetzen  und  aus  den  entstehenden  Gleichungen: 

1  =  «1  ^ 

0  =  «1  ^2  +  ^  ^! 

0  =  04*3  +  203*1^3  +  03*; 

die  *  successive  berechnen.  Dabei  tritt  kein  anderer  Faktor  im 
Nenner  auf^  als  a^  =/^(0). 

Einen  zuweilen  zu  benutzenden  Satz  erhält  man  noch,  wenn 
man  Satz  lEE  von  §  45  auf  zf{z)lf{z)  anwendet.  Diese  Funktion 
ist  regulär,  wo  f{z)  regulär  und  von  Null  verschieden  ist;  in  einem 
m-fachen  Nullpunkt  a  von  f{z)  hat  sie  das  Residuum  171  o,  in  einem 
w-fachen  Pol  *  das  Residuum  m  b.  (Beides  gilt  auch  wenn  o,  bezw. 
i=  0  ist;  dagegen  nicht  für  a  =  cr>  oder  *  =  00.)    Man  erhält  also: 

XL  Das  Integral: 


2 


^^zt^dz 


m  pogithem  Sinne  erstreckt  um  die  Begrenzung  eines  im  Endlichen 
hegenden  Bereiches^  in  welchem  f{z)  bis  auf  einzelne  Pole  überall 
regulär  ist,  ist- gleich  der  Summe  der  Nullpunkte  van  f(z)  in  diesem 
Bereich^  vermindert  um  die  Summe  der  Pole;  mehrfache  Nullpunkte 
oder  Pole  sind  dabei  entsprechend  oft  zu  zahlen. 


§  47.    Die  LAURENTsche  Reihe. 

Wir  kehren  wieder  zu  dem  ÜAUCHYschen  Satze  von  §  36  zurücl^ 

setzen  aber  diesmal  voraus,  daß  das  Gebiet  S,  in  welchem  f{z)  als 

regulär  bekannt  ist,  nicht  von  einer,  sondern  von  zwei  Kurven  F,  y 

begrenzt    sei    (vgL   Fig.   16,   p.  98).      Auch    in    diesem    Fall    gilt 

Gleichung  (3)  von  §  36;   die  Integration  ist  aber  dann  auch  über 

lieide  Kurven  F,  y  zu  erstrecken,  und  zwar  über  jede  dieser  Kurven 

in  solcher  Richtung,  daß  das  Gebiet  S  zur  Linken  liegt.     Wollen 

wir  statt  dessen  über  jede  von  beiden  Kurven  in  demjenigen  Sinne 

integrieren,  der  fär  sie  der  positive  ist,  so  haben  wir  das  Vorzeichen 

des  über  y  erstreckten  Litegrals  zu  ändern;  die  genannte  Gleichung 

gbht  dann  über  in: 

9* 
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1) 


Famen  wir  insbesondere  den  FaU  ins  Auge,  daB  Fj  y  kon- 
zentrische Kreise  am  den  Nollpankt  sind,  S  der  Ton  diesen  Kreisen 
begrenzte  ringförmige  Fl^henraom.  Dann  ist,  da  doch  ^  einen 
Punkt  innerhalb  S  bedeuten  sollte,  für  alle  Elemente  des  ersten 
Integrals  ^  <  z  ;  wir  können  es  deshalb  ganz  wie  in  §  37  nach 
Potenzen  von  ^  mit  steigenden  positiven  ganzzahligen  Elzponenten 
entwickeln.  Für  alle  Elemente  des  zweiten  Integrals  dagegen  nnd 
für  alle  Punkte  ^  innerhalb  S  ist: 

infolgedessen  konvergiert  die  E^ntwicklung 


2) 


X 


.•-1 


für  alle  solche  Wertepaare  (r,  ^)  gleichmäßig.  Sie  darf  daher  ^ed- 
weise  integriert  werden,  und  wir  erhalten  somit  für  f{^  eine  Elnt- 
wicklnng  der  Form: 


3) 


I  AO  =  «0  +  «1  f  +  SS*  +  .-  +  a,S"  +  ... 


deren  Koeffizienten  sich  wie  folgt  durch  Integrale  ansdracken: 


4) 


6) 


n  =  0,  1,  2  . 


r 

"-'*  =  2nf/^^'/'(^)^^'     n=  1,2,3... 


Diese  beiden  Formeln  (4)  und  (5)  können  wir  noch  in  eine  zusammen- 
ziehen, wenn  wir  von  dem  Satze  §  35,  VI  Gebrauch  machen.    Diesem 

Satze  zufolge  können  wir  nämlich  sowohl  1\  als  y^ 
durch  irgend  eine  in  unserem  Kreisring  verlaufende 
Kurve  C  ersetzen,  die  so  beschaffen  ist,  daß  sie 
den  Ring  in  zwei  Teile  (einen  von  F  und  C  und 
einen  von  C  und  y  begrenzten)  zerlegt,  deren 
jeder  ebenfalls  ringförmig  ist  Wenn  wir  dann 
noch  von  einer  allgemein  üblichen  Schreibweise  fÄr 
Reihen  der  Form  (3)  Gebrauch  machen,  können  wir 
den  erhaltenen  Satz  folgendermaßen  aussprechen: 
1.  ht  eine  jtktnktion  f{^  regulär  in  einem  Kreisritig^  der  van-^ 
zwei    konzentrischen    Kreisen    um    den    Nullpunkt    begrenzt    wird^    S\ 


Fig.  23. 


( 
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läßt  sie  sich  in  eine  innerhalb  des  Ringgebiets  konvergente  Reihe  der 
Form: 

entwickeln,  die  sowohl  Potenzen  von  f  mit  positiven,  als  solche  mit 
negativen  Exponenten  in  unendlicher  Anzahl  enthalten  kann.  Die 
Koeffizienten  dieser  Reihe  lassen  sich  ausdrücken  durch  Integrale: 

0 

genommen  Ober  irgend  eine  Kurve  C,  die  den  Nullpunkt  einmal  um-' 
schließt  und  ganz  innerhalb  des  Kreisringes  verläuft 
Eine  solche  Seihe  heißt  eine  LAURENTsche  Reihe, 
Besondere  Erwähnung  verdienen  die  Fälle,  in  welchen  man  den 
fiadius  von  F  ins  Unendliche  wachsen  oder  den  von  y  ins  Unbe- 
grenzte abnehmen  lassen  kann,  ohne  daß  die  Funktion  aufhört,  in 
dem  dadurch  erweiterten  Gebiete  den  Bedingungen  des  Satzes  zu 
genügen.  Beides  zugleich  tritt  ein,  wenn  man  mit  einer  Funktion 
zu  thun  hat,  die  auf  der  ganzen  Kugel  regulär  ist,  mit  alleiniger 
Ausnahme  der  Punkte  z  =  0  und  z  =  oo. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  es  sei  für  eine  Funktion  f[^) 
eine  Reihenentwicklung  der  Form  (3)  gefunden,  die  innerhalb  eines 
Ringgebiets  zwischen  zwei  Kreisen  F,  y  konvergiert;  und  zwar  wollen 
wir  diese  Voraussetzung  noch  näher  dahin  präzisieren,  jede  der 
beiden  Beihen: 


00  00 

—  n 


8)  ^-n?*.         2«-? 

n=0  n=l 

sei  f&r  sich  innerhalb  des  Binggebietes  konvergent  Dann  konvergiert 
nach  §  38,  lY  die  erste  Beihe  gleichmäßig  in  jedem  Gebiet,  das 
ganz  innerhalb  F  liegt,  die  zweite  Beihe  gleichmäßig  in  jedem  Ge- 
biet, das  ganz  außerhalb  y  liegt.  Auf  einer  Kurve  der  Art,  wie  C 
in  Fig.  28  konvergieren  also  beide  Beihen  gleichmäßig,  und  wir 
dürfen  sie  folglich  längs  dieser  Kurve  gliedweise  integrieren.  Thun 
wir  das,  nachdem  wir  vorher  noch  mit  f""*~^  multipliziert  haben, 
imd  berücksichtigen  wir  dabei  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  von 
§  85y  so  finden  wir 

o 

«18  mit  (7)  übereinstimmt    D.  h.  also: 

n.    Wenn  eine  Funktion  eine  Entwicklung  der  Form  (3)  zuläßt, 
welche   imerhalb   des  Kreisrings   zwischen  F  und  y   im   angegebenen 
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Sinne  konvertiert,  so  haben  die  Koeffizienten  die  durch  (7)  gegebenen 
Werte;  es  ist  also  nur  eine  solche  Entwicklung  möglich. 

Die  letzte  Behauptung  bedarf  noch  einer  kleinen  Erläuterung, 
damit  nicht  mehr  aus  ihr  herausgelesen  wird,  als  mit  ihr  gesagt 
sein  soll.  Es  ist  sehr  wohl  möglich,  daß  eine  Funktion  innerhalb 
verschiedener  Kreisringe  regulär  ist,  etwa  zwischen  y^  und  y^  und 
zwischen  y^  und  /g,  während  auf  y^  z.  B.  Pole  der  Funktion  Uegen. 
Dann  kann  Satz  I  auf  jeden  dieser  beiden  Binge  angewendet  werden 
und  man  erhält  zwei  LAUBENTsche  Entwicklungen,  von  denen  die 
eine  zwischen  y^  und  y,,  die  andere  zwischen  y^  und  y^  konvergiert; 
und  nun  darf  man  Satz  II  nicht  etwa  so  verstehen,  daß  diese  beiden 
Entwicklungen  in  ihren  KoefSzienten  übereinstimmen  müßten.  Satz  11 
bezieht  sich  vielmehr  nur  auf  Entwicklungen  innerhalb  eines  und 
desselben  Binggebildes. 

So  lautet  z.  B.  die  Entwicklung  von 

1  __  _i i_ 

innerhalb  des  Kreises  um  den  Nullpunkt  vom  Badius  1 

zwischen  diesem  und  dem  Kreise  vom  Badius  2: 

— -L  —  JL  —  J- —  i- -.  ±  — -^  — 

*»        ««         *  2  4  8  " '  ' 

außerhalb  des  letzteren: 

13  7 

*■         X  X 

Die  Verallgemeinerung  der  Sätze  dieses  Paragraphen  auf  den 
Fall,  daß  die  beiden  konzentrischen  Kreise  nicht  den  Nullpunkt» 
sondern  einen  beliebigen  andern  Punkt  zum  Mittelpunkt  haben,  g^ 
schiebt  wie  in  §  39,  VII  und  bedarf  wohl  keiner  ausführlichen  Bs 
läuterung  mehr. 

§  48.    Verhalten  einer  regulären  Funktion  in  der  Umgebung  eimi; 

Ausnalimepunktes. 

Es  kommt  öfters  der  Fall  vor,  daß  man  von  einer  Funktioft: 
zwar  zeigen  kann,  daß  sie  in  einem  Bereich  im  allgemeinen  regulii;^ 
ist,  daß  aber  der  Beweis  für  einzelne  Punkte  dieses  Bereichs  versag^ 
sodaß  die  Frage  nach  dem  Verhalten  der  Funktion  in  diesen  PunkMiii^ 
oflfen  bleibt  In  solchen  Fällen  giebt  der  LAURENTsche  Satz  bis  vi\ 
einem  gewissen  Grade  Auskunft 
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Sei  nämlich  etwa  der  Nullpunkt  ein  solcher  Punkt,  d.  h.  es  sei 
bekannt,  daB  die  zu  untersuchende  Funktion  f{z)  in  jedem  Punkte 
einer  gewissen  Umgebung  des  Nullpunkts  regulär  ist,  ausgenommen 
im  Nullpunkt  selbst,  über  den  nichts  bekannt  sei.  Dann  kann  man 
den  im  LAUBENTSchen  Satze  auftretenden  Kreis  y  beliebig  klein 
nehmen. 

Weiß  man  nun  noch,  daß  \f{z)\  stets  unterhalb  einer  angeb- 
baren Grenze  bleibt,  wie  nahe  auch  z  an  den  Nullpunkt  heran- 
rücken mag,  80  folgt,  daß  die  Koeffizienten  a.«  (§  ^7,  5)  alle  gleich 
Null  sein  müssen.  Dann  stellt  aber  die  LAUHBNTsche  Entwicklung 
von  f{z)  eine  im  Nullpunkt  reguläre  Funktion  vor;  und  werden,  wie 
in  §  43  verabredet,  hebbare  Unstetigkeiten  ausgeschlossen,  so  folgt, 
daß  diese  Funktion  auch  im  Nullpunkt  mit  f{z)  übereinstimmen 
muß.    Also  gilt  der  Satz: 

I.  JFei/3  man  von  einer  Funktion  complexen  Arguments  j  daß  sie 
in  der  Umgebung  des  Nuüpunkts^  abgesehen  von  diesem  selbst,  regulär 
iit  und  bei  beliebiger  Annäherung  an  den  Nullpunkt  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  stets  unterhalb  einer  angebbaren  Grenze  bleibt^  so  kann 
man  schließen,  daß  sie  auch  im  Nullpunkt  selbst  regulär  ist;  voraus^ 
gaetzty  daß  hebbare   Unstetigkeiten  ausgeschlossen  sind. 

Man  drückt  das  auch  wohl  kürzer,  aber  ungenau  so  aus:  „Eine 
Funktion  oomplexen  Arguments  ist  überall  da  stetig,  wo  sie  end- 
lich ist^ 

Kommen  aber  in  der  für  die  Umgebung  des  Nxdlpunkts  gültigen 
LAUBENTSchen  Entwicklung  der  Funktion  wirklich  Glieder  mit  nega- 
fen  Exponenten  vor,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  deren  unendlich 
riele  sind  oder  nur  eine  endliche  Anzahl.      Im  ersteren  Falle  ver- 
hält sich  die  Funktion  im  Nullpunkt  ebenso,  wie  eine  ganze  trans- 
cendente  Funktion  im  Unendlichen  (§  44,  X),   d.  h.  sie  kommt  in 
jeder  Nähe  desselben  jedem  Wert  beliebig  nahe;    im  zweiten  Falle 
wird  sie  im  Nullpunkt  bestimmt  unendlich  in  folgendem  Sinne:  wenn 
d»e  noch  so  große  positive  Zahl  M  gegeben  ist,  läßt  sich  um  den  Null- 
jnnkt  stets  ein  Kreis  von  so  kleinem  Radius  beschreiben,  daß  für  alle 
'  Amkte   im   bmem   desselben    \  f{z)  \>  M  ist.      Andererseits :    ist    in 
[  diesem  zweiten  Fall  der  Pol  ein  w-facher,  so  existiert  der  Grenzwert: 

f  I)  Um  \{z  -  aYfiz)] 


2  =  a 


und  ist  endlich  und  von  Null  verschieden;    dagegen   ist   tür  jede 
(noch  so  kleine)  positive  Zahl  e: 

lim  {(z-.a)«  +  YW}  =  Ö 
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und 


lim  \{z  —  aY'''f{z)\  bestimmt  unendlich. 


s  =  o 


Definiert  man  also  ganz  allgemein: 

II.   Man  sagt  von  einer  Funktion,   sie  werde  für  z  ^=^  a  bestimmt 
unendlich  von  der  fiten  Ordnung,  wenn  der  Grenzwert 

Hm  \{z  -  aYf{z)\ 


trsa 


80   kann  man 


existiert  und  endlich  und  von  Null  verschieden  ist   — 
den  Satz  aussprechen: 

in.  Wenn  eine  Funktion  cömplexen  Arguments  in  der  Umgebung 
eines  Punktes  a,  von  diesem  selbst  abgesehen,  eindeutig  und  regulär  ist 
und  in  a  bestimmt  unendlich  wird,  toird  sie  dort  stets  von  einer  angeb- 
baren ganzzahligen  Ordnung  unendlich. 


§  49.    Die  FouRiER'sche  Reihe. 

Aus  der  LAUSENTSchen,  in  einem  Ringgebiet  zwischen  zwei 
konzentrischen  Kreisen  gültigen  Entwicklung  kann  auf  Grund  i&t 
§§  40 — 42  eine  in  einem  Parallelstreifen  gültige  Entwicklung  ab- 
geleitet werden.  Seien  nämlich  r  und  R  die  Badien  der  beidea 
Kreise,  zwischen  welchen  eine  Funktion  f{z)  den  Bedingungen  de» 
LAURENTschen  Satzes  genügt.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen 
wir  annehmen,  es  sei  r  <  1 ,  Ä  >  1 ;  wenn  das  nämlich  nicht  schon 
von  Anfang  an  der  Fall  sein  sollte,  können  wir  es  stets  dadurch, 
erreichen,  daß  wir  c  r  an  Stelle  von  z  einführen,  unter  c  eine  positive 
reelle  Konstante  verstanden.     Dann  können  wir 


1) 


r  =  «-"Hj     Ä  =  e«»t 


setzen,  wo  m^,  m^  ebenfalls  positive  reelle  Konstante  sind. 

Durch  die  Funktion? 

t2'    fTt2 


<i 


tz. 


^n 


2)  z  =  <?*< 

^        wird  dann  auf  den  läng^ 
»7^     der  Halbaxe  der  negativ 
reellen      Zahlen      au^ 
schnitten  gedachten  Krek^ 
Flg.  24.  ring  der  z-Ebene  ein  Recht 

eck  der  ^Ebene  abgebildet;  wird  t=t^^t^i  gesetzt,  so  lauten  die 
Gleichungen  seiner  Seiten: 

3)  t^^—n,     ^j  =  4- TT,     ^=—»1,,     ^  =  iw,. 
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Innerhalb  dieses  Rechtecks  ist  dzjdt  überall  vorhanden,  endlich  und 
von  Null  verschieden,  also  f{z):=(p{t)  eine  reguläre  Funktion  von 
t;  und  die  LAUBENTSche  Beihe: 

+  00 


/•W=2''»^ 

«=—00 

geht  über  in: 

+  00 

4) 

oder  wenn  wir  statt  der  Exponentialfunktionen  trigonometrische  ein- 
führen: 

OD  OD 

5)         y(0==  %  +2(^11  +  <?-n)cosn/+  22(^n"-  c-.„)sinw^ 

n=  1  n  =  1    • 

Ist  umgekehrt  eine  im  Innern  des  Rechtecks  reguläre  Funktion 
von  t  gegeben,  so  geht  sie  durch  die  Substitution  (2)  in  eine  im 
Innern  des  aufgeschnittenen  Kreisrings  reguläre  Funktion  von  z  über. 
Zur  Anwendung  des  LAUHBNTschen  Satzes  ist  aber  erforderlich,  daß 
f[z)  innerhalb  des  unaufgeschnittenen  Kreisrings  regulär  ist  Das 
wird  dann  und  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  qp(/)  auch  noch 
mindestens  in  schmalen  Streifen  über  die  zur  ^Axe  parallelen  Seiten 
des  Rechtecks  hinaus  regulär  ist  und  wenn  es  überdies  in  je  zwei 
Punkten  dieser  Seiten,  die  gleiche  Koordinaten  t^  haben,  gleiche 
Werte  annimmt.  Denn  dann  giebt  die  Übertragung  der  Umgebungen 
dieser  beiden  Seiten  in  die  z-Ebene  zwei  in  der  Umgebung  des 
Schnittes  reguläre  Funktionen  von  z,  die  längs  des  Schnittes  über- 
emstimmen,  also  nach  §  39, 1  überhaupt  identisch  sind.  Insbesondere  ^ 
ist  das  der  Fall,  wenn  die  Funktion  (p{t)  in  dem  ganzen  von  den 
Geraden  t^  =  —  m^  und  t^  =  m^  begrenzten  Parallelstreifen  regulär 
und  um  2n  periodisch  (§  41,  11)  ist  Wir  können  also  folgenden 
Satz  aussprechen: 

I.  Eine  periodische  Funktion  der  Periode  2n  kann  in  eine  gleich- 
mäßig 'konvergente  und  gliedweise  beliebig  oft  differentiierbare  Beihe 
der  Form: 

00  00 

qp  (0  =  «0  +  2  ^n  ^08  ^  ^  +  2  *«  sin  n  t 

n=l  n=l 

{^yFoüRiERSche  Beihe^')  enttcickelt  teer  den  ^  wenn  sie  in  einem  Streifen 
regulär  isty  der  zu  beiden  Seiten  der  Äxe  der  reellen  Zahlen  eine  end- 
liche Breite  hat. 


'  Wenn  eme  Funktion  den  vorhergehenden  Bedingungen  genügt,  können 
wir  sie  immer  als  Stück  einer  in  dem  Paralleletreifen  regulären  periodischen 
Funktion  ansehen. 
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Die  Koeffizienten  dieser  Reihe  bestimmen  sich,  indem  man  in 
die  §  47,  7  gegebene  Darstellung  der  Koeffizienten  der  Lauben!^ 
sehen  Beihe: 


c 


n 


=  2ii/A-) 


g-n^ljg 


durch  die  Substitution  (2)  /  als  Integrationsvariable  einfuhrt     Man 
findet: 

«o  =  ^o  =  ^/y(0^^ 
6)  a^=  c^  + c^n  =  ^j(p{f)GOsntdt,     {n  >  0) 

K  =  *X<?n-^-n)  =  —  r?^  (0  sin  ntdt\ 

und  zwar  sind  diese  Integrale  längs  irgend  einer  Kurve  zu  nehmen,  " 
die  einen  Punkt  der  Seite  t^=i  —  n  mit  dem   gegenüberliegenden 
Punkt  der  Seite  t^  =  n  verbindet,  am  einfachsten  also  durch  reelle 
Zwischenwerte  von  ^=— ;rbis^=+^. 


§  50.    Summen  unendlich  vieler  regulärer  Funktionen. 

Es  sei  eine  unendliche  Folge  Funktionen  von  z  gegeben: 

die  innerhalb  eines  bestimmten  Bereichs  S  der  z-Ebene  sämtlich  re-  j 
gulär  sind;  man  wisse  femer,  daß  die  Reihe:  j 

2)  ±fM 

n  =  l 

in  jedem  Punkte  dieses  Bereichs  konvergiert.    Ihre  Summe  ist  dann 
jedenfalls  eine  complexe  Funktion  (§31,1)  der  reellen  Koordinaten  ^ 
X  und  y  von  z  =^  x  +  iy\  mehr  können  wir  nicht  behaupten,  solange 
wir  von  den  Funktionen  f^{z)  nichts  weiter  voraussetzen. 

Setzen  wir  aber  noch  voraus,  daß  die  Reihe  (2)  in  dem  ganzen 
betrachteten  Gebiete  gleichmäßig  konvergiert,  so  können  wir  folgender* 
maßen  zeigen,  daß  ihre  Summe  eine  innerhalb  dieses  Bereichs  regn- 
läre  Funktion  F[z)  des  complexen  Arguments  z  vorstellt  Sei  F 
die  Randkurve  des  Gebietes,  so  dürfen  wir  die  Reihe  (1),  da  sie 
n.  V.  auch  noch  auf  F  gleichmäßig  konvergiert,  über  diese  Linie 
hin  gliedweise  integrieren.  Das  gilt  auch  noch,  wenn  wir  vor  der 
Integration  mit  2:  —  <^  dividieren,  vorausgesetzt,  daß  dieser  Nenner  . 
in  keinem  Punkte  des  Integrationswegs  unendlich  klein  wird;  diese 
Voraussetzung  ist  erfüllt,  wenn  f  ein  innerer  Punkt  des  Bereiciies 


j 
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(kein  Bandpunkt)  ist    Bezeichnen  wir  also  die  Summe  der  Reihe  (1) 
provisorisch  mit  *(z),  so  haben  wir: 


r  n  =  l  p 


fn  (X)  dx 


Auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  können  wir  wie  in  §  37  unter 
dem  Integralzeichen  nach  steigenden  Potenzen  von  z  entwickeln  und 
gliedweise  integrieren;  wir  sehen  so  daß  diese  linke  Seite  eine  re- 
guläre Funktion  von  f,  -P(f),  ist,  von  der  wir  allerdings  aus  dieser 
IntegraldarstelluDg  allein  nicht  schließen  könnten,  daß  sie  mit  s{^) 
identisch  ist  Die  rechte  Seite  aber  .ist,  da  von  den  einzelnen 
Funktionen  f^  vorausgesetzt  war,  daß  sie  in  S  regulär  seien: 

ns  1 

Also  ist  in  der  That  s{^)  =  F{^),  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

L  Die  Summe'  einer  in  einem  zusammenhängenden  Bereiche  gleich' 
mäßig  konvergenten  Seihe  regulärer  Funktionen  ist  selbst  eine  innerhalb 
dieses  Bereiches  reguläre  Funktion. 

Eine  Summe  der  Form  (2)  kann  unter  Umständen  in  jedem 
von  mehreren  unter  sich  nicht  zusammenhängenden  Bereichen  gleich- 
mäßig konvergent  sein.  Sie  wird  dann  in  jedem  dieser  Bereiche  für 
I  mch  eine  reguläre  Funktion  darstellen;  aber  nichts  berechtigt  zu 
d^n  Schlüsse,  daß  diese  Funktionen  irgendwie  miteinander  zu- 
sammenhängen. Es  braucht  das  auch,  wie  einfache  Beispiele^ 
leigen,  in  der  That  nicht  der  Fall  zu  sein. 

übrigens  können  vrir  aus  der  Gleichung  (3)  noch  weitere 
Schlüsse  ziehen.  Ist  a  irgend  ein  Punkt  innerhalb  des  Bereiches  S, 
10  erhalten  wir: 

ilso  nach  §  39,  8: 

Si  F^'^)ia\  =  ^'   C   ^t^)^^      =  ^/    r  2fn{x)dx 

r  r 

Auch  hier   dürfen,  .wir  wegen   der   gleichmäßigen   Konvergenz    der 
Beihe  Summation  und  Integration  vertauschen;  wir  erhalten  so: 

>  Vgl.  2.  B.  WJBI8B0TBA8S  ges.  W.  Bd.  II,  p.  213,  231. 
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00  00 


d.  h.  es  gilt  der  Satz: 

n.  An  einer  gleichmäßig  konvergenten  Reihe  regulärer  ßunkthnen 
dürfen  Differentiationen  beliebig  hoher  Ordnung  gliedweise  voUzogek 
werden,  solange  man  im  Innern  des  Bereichs  bleibt 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  dann  noch: 

in.  Um  die  TAYLORSche  Entwicklung  einer  regulären  FtaMkm 
zu  erhalten,  die  durch  eine  in  der  Umgebung  von  z  '=-  a  gleickmäpig 
konvergente  Reihe  regulärer  Funktionen  definiert  ist,  darf  man  dk 
einzelnen  Glieder  der  Reihe  nach  Potenzen  von  z  ^  a  entwickeln  und 
dann    alle  Glieder    mit  gleichen  Potenzen  von  z  —  a  zusammenfassen. 


§  51.    Der  Satz  von  Mihag-Leffler. 

Eine  Funktion  F(z),  welche  im  Endlichen  überall  regalär  ist 
mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Polen  äj,  a ,  . . .  a^,  kann 
nach  §  43  stets  in  der  Form  dargestellt  werden: 

1)  ^rr{z)+ff{2), 

V  =1 

in  welcher  g  (z)  eine  ganze  transcendente  Funktion  von  z  bezeichnet, 
/y(z)  eine  rationale  Funktion,  die  keinen  andern  Pol  hat  als  o^.  Es 
liegt  deshalb  nahe  zu  versuchen,  ob  man  nicht  auch  eine  Funktion 
mit  unendlich  vielen  Polen  in  der  Form  einer  unendlichen  Partid' 
bruchreihe: 

2)  i;  /•#) + 9  w 

V  =  1 

darstellen  kann;  dazu  wird  erforderlich  und  nach  den  Resultaten 
von  §  50  auch  hinreichend  sein,  daß  die  Reihe  gleichmäßig  kon- 
vergiert Man  überzeugt  sich  an  einfachen  Beispielen,  daß  das  nicht 
jedesmal  der  Fall  ist,  wenn  die  Pole  a^  und  die  Funktionen  fr{z\ 
die  die  Art  des  Unendlichwerdens  von  F{z)  angeben,  willkürlich 
vorgeschrieben  sind.  Die  hieraus  entspringende  Schwierigkeit  hat 
Mittag-Lefflek  durch  den  Nachweis  überwunden,  daß  man  stets 
rationale  ganze  Funktionen  gy{z)  so  bestimmen  kann,  daß  die  Reihe: 

3)  ^{fAz)-9.{^) 

y  =  l 
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gleichmäßig  konvergiert.  Wir  wollen  hier  jedoch  den  Beweis  nicht 
für  den  allgemeinsten  Fall  durchführen,  sondern  nur  mit  einer  für 
die  meisten  Anwendungen  ausreichenden  Allgemeinheit.^ 

Vor  allem  ist  zu  bemerken:  wenn  die  Funktion  im  Endlichen 
bis  auf  Pole  überall  regulär  sein  soll,  so  darf  die  Gesamtheit  der 
Punkte  Oy  keinen  Häufungspunkt  im  Endlichen  besitzen  (§  43,  IV). 
Es  dürfen  also  in  keinem  endlichen  Bereiche  unendlich  viele  von 
den  Punkten  ay  liegen  (§  26,  XXJV),  m.  a.  W.  es  muß: 

4)  lim  I  Oy  I  =  00 

sein.  Wir  wollen  nun  erstens  voraussetzen,  \ay\  wachse  so  rasch 
mit  wachsendem  v,  daß  sich  eine  ganze  Zahl  n  von  der  Beschaffen- 
heit bestimmen  läßt,  daß  die  Reihe: 


5) 


00 


»=] 


—  n 


-I 


fc 


konvergiert  Zweitens  setzen  wir  voraus,  die  vorgeschriebenen  Pole 
seien  alle  von  gleicher  Ordnungszahl  X  und  die  Partialbruch- 
zerlegung  jeder  der  Funktionen  /J,  bestehe  nur  aus  je  einem 
Term,  mit  übereinstimmenden  Koeffizienten,  die  wir  dann  alle  =  1 
annehmen  dürfen;  es  sei  also: 

6)  fr{z)  =  {z-  a,)-K 

Sei  nun  erstens  A  =  n;  sei  irgend  ein  endlicher  Bereich  gegeben, 
der  keinen  der  Punkte  a^  enthält;  sei  M  der  größte  Wert,  den  \z\ 
in  diesem  Bereiche  annimmt,  fjL  irgend  eine  positive  Zahl  >  1. 
Dann  teilen  wir  zunächst  die  Punkte  a^  in  zwei  Klassen,  je  nach- 
dem \ay\^fjLM  oder  |  a^  |  >  fiM  ist  Von  Punkten  ^er  ersten  Klasse 
ist  nach  Voraussetzung  nur  eine  endliche  Anzahl  vorhanden,  sagen 
wir  etwa  A;  für  jeden  Punkt  a^  der  zweiten  Klasse  und  jeden  Punkt 
z  des  gegebenen  Bereiches  ist 


1) 


Oy 

= 

1  - 

X 
Ov 

X'-aT 

-1 


< 


/»-!' 


d.  h.  kleiner  als  eine  von  z  und  v  unabhängige  endliche  Größe. 
Spalten  wir  nun  von  der  zu  untersuchenden  Reihe  die  endliche 
Summe: 

8)  V— i 

y  =s  1 

ab,  80  bleibt  die  unendliche  Reihe: 


^  Für  den  allgemeinen  Fall  vgl.  man  etwa  Weiebstrass,  ges.  W.  Bd.  II, 
p.  189. 
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00 


9)  y. 


jLi    {.%-  a^Y 

übrig.  Jedes  Glied  dieser  Reihe  entsteht  aus  dem  entsprechei 
Glied  der  Reihe  (5)  durch  Multiplikation  mit  einem  Faktor  (7), 
dem  gezeigt  ist,  daß  er  für  alle  Glieder  unterhalb  einer  und 
selben  endlichen  Grenze  liegt.  Da  nun  die  Reihe  (5)  nach  Vor 
Setzung  unbedingt  konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  Reihe 
unbedingt;  und  zwar  gleichmäßig,  da  der  genannte  Faktor  vo 
unabhängig  ist  Fügen  wir  die  Anfengsglieder  (8)  wieder  hinzu 
erhalten  wir  den  Satz: 

I.  Konvergiert  die  Reihe  (5),  so  konvergiert  die  Reihe: 

unbedingt  und  gleichmäßig  in  jedem  im  Endlichen  gelegenen  Bere 
der  keinen  der  Punkte  Oy  erUhält 

Ist  zweitens  X>  n,  so  gehen  die  Glieder  der  Reihe: 


00 


11) 


^  {x-a^y- 

v«=l 


aus  den  entsprechenden  GUedem  der  Reihe  (10)  durch  Multiplika 

mit  den  Faktoren 

12)  (z-a^)-A  +  n^ 

hervor.  Werden  um  die  Punkte  a^  kleine  Kreise  vom  Radic 
beschrieben  und  wird  z  auf  einen  Bereich  beschränkt,  außer) 
dessen  alle  diese  Kreise  liegen,  so  ist  jeder  der  Faktoren  (12) 
alle  Punkte  z  dieses  Bereiches  dem  absoluten  Betrage  nach  kle 
als  die  von  z  und  v  unabhängige  endliche  Größe: 


p-A  +  n 


• 


Da  nun  die  Reihe  (10)  unbedingt  konvergiert,  so  folgt: 

IL  Konvergiert  die  Reihe  (Ö),  so  konvergiert  die  Reihe  (11)  i 
für  A  >  n  unbedingt  und  gleichmäßig  in  jedem  im  Endlichen  gelegt 
Bereiche^  der  keinen  der  Punkte  a^   enthält 

Ist  aber  drittens  A  <  n,  also  —  A  +  n  positiv,  so  können  wi 
nicht  schließen;  denn  dann  ist  |  r  —  0^1-"^  +  "  nicht  kleiner,  sonc 
größer  als  ()~^  +  ".  Wir  können  aber  in  diesem  Falle  folgen 
maßen  verfahren.  Durch  gliedweise  Integration  zwischen  zwei 
liebigen  Grenzen  z^,  z  auf  beliebigem  Wege  innerhalb  des  Berei 
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gleichmäßiger  Konvergenz  —  die  nach  §  28,  IV  erlaubt  ist  —  er- 
halten wir  aus  der  Reihe  (10)  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe: 

«00  « 

deren  einzelner  Term  für  z  =  a^  unendlich  wird  wie  (z  —  0^)-"  +  ^, 
die  also  für  A  =  n  —  1  die  Aufgabe  löst  Auf  diese  Reihe  können 
wir,  wenn  n  >  2  ist,  denselben  Schluß  noch  einmal  anwenden,  und 
80  fortfahren,  bis  wir  die  Exponenten  im  Nenner  auf  X  herabgedriickt 
haben.  Wir  wollen  das  Resultat  nur  unter  der  vereinfachenden 
Voraussetzung  explizite  hinschreiben,  daß  der  Nullpunkt  nicht  zu 
den  ax  gehört;  dann  dürfen  wir  xr^  =  0  setzen  und  erhalten  so  den 
Satz: 

TTT.  Konvergiert  die  Reihe  (5)  und  ist  A  <  n,  so  konvergiert  auch 
die  Reihe: 

^r      1 i__r.  ,  i_±-4-  ^ ' (^  +  1)  *' 

14)  {    '-^ 

mbecUngt  und  gleichmäßig  in  jedem  im  Endlichen  gelegenen  Bereiche, 
der  keinen  der  Punkte  a^  in  seinem  Innern  enthält;  vorausgesetzt,  daß 
der  ganze  unter  dem  Summenzeichen  stehende  Ausdruck  als  ein  Glied 
der  Reihe  betrachtet  und  nicht  auseinander  gerissen  wird 

Man  kann  das  Bildungsgesetz  der  Reihe  (14)  übrigens  auch  so 
lossprechen:  es  muß  zu  (z  — a^)-^  eine  solche  rationale  ganze 
Funktion  von  z  addiert  werden,  daß  jedes  Glied  der  Reihe  im  Null- 
punkt von  der  Ordnung  (n  —  X)  Null  wird. 

Aus  dem  allgemeinen  Satze  von  §  50  folgt  dann,  daß  jede  der 
Beihen  (10),  (11),  (14)  eine  im  Bereiche  ihrer  gleichmäßigen  Kon- 
Tergenz  reguläre  Funktion  von  z  vorstellt.  Ihr  Verhalten  in  einem 
der  Punkte  eu,  ergiebt  sich,  wenn  man  das  auf  diesen  Punkt  sich 
beziehende  Glied  aus  der  Reihe  herausnimmt;  die  übrig  bleibende 
Keihe  konvei^ert  auch  in  der  Umgebung  von  a^  gleichmäßig,  ist 
also  dort  regulär,  und  die  Funktion  hat  also  wirklich  in  z  =  a,,  einen 
Pol  der  vorgeschriebenen  Art. 

IV.  Die  allgemeinste  Funktion,  welche  in  allen  diesen  Punkten  Pole 
dar  vorgeschriebenen  Art  hat,  wird  erhalten,  indem  man  zu  der  Reihen- 
noch  die  allgemeinste  ganze  transcendente  Funktion  addiert. 
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Handelt  es  sich  dämm,  eine  vorgelegte  Funktion  in  eine  Partia 
bruchreihe  der  hier  betrachteten  Art  zu  entivickeln,  so  bietet  d 
Bestimmung  dieser  komplementären  ganzen  Funktion  eine  gewisi 
Schwierigkeit,  die  in  geeigneten  Fällen  durch  das  folgende,  sehe 
von  Cauchy  angegebene  Verfahren  überwunden  werden  kann. 

Man  nehme  eine  unendliche  Folge  von  geschlossenen  Linie 
C^  (ff  =  1,  2,  3  . . .)  an,  von  der  Beschaffenheit,  daß  jedesmal  d< 
Punkt  Oy  innerhalb  Cy,  dagegen  außerhalb  CV_i  liegt  Beschrei! 
man  dann  um  a^,  Oj  . . .  o,^  kleine  Kreise,  so  kann  man  auf  de 
Bereich  zwischen  C^  und  diesen  Ejreisen  den  Satz  von  §  36,  11  an 
wenden;  man  erhält  so: 

die  Aufgabe  ist  also  gelöst,  wenn  es  bei  irgend  einer  geeignete 
Wahl  der  Kurven  C^  gelingt,  den  Grenzwert  zu  bestimmen,  gege 
welchen  das  rechts  stehende  Integral  für  lim  A  =  c»  konvergiert 
In  den  einzelnen  Fällen  der  Anwendung  läßt  sich  diese  Methoc 
noch  mannigfach  modifizieren;  man  kann  z.  B.  in  jede  der  Kurv( 
Cv  statt  einen,  zwei  Pole  mehr  aufnehmen  als  in  die  vorhergehend 


§  52.    Partialbruchzerlegung  einfach  periodischer  Funktionen. 

Wir  kehren  nunmehr  mit  den  inzwischen  gewonnenen  Hilf 
mittein  zu  der  §  42  abgebrochenen  Untersuchung  einfach  periodisch« 
Funktionen  zurück.  Der  Satz  des  letzten  Paragraphen  giebt  ui 
ein  Mittel,  solche  Funktionen  a  priori  zu  bilden. 

Indem  wir,  wenn  erforderlich,  c  z  statt  z  als  Argument  einführe 
können  wir  erreichen,  daß  1  primitive  Periode  wird.  Wir  versuch( 
nun  eine  Funktion  mit  dieser  Periode  zu  bilden,  welche  im  Nu) 
punkte  einen  Pol  hat;  dann  muß  sie  nothwendig  auch  in  allen  dei 
jenigen  Punkten  Pole  haben,  die  aus  dem  Nullpunkt  durch  Additic 
und  Subtraktion  von  Perioden  hervorgehen;  also  in  den  Punkten 

z  =  1,  2,  3  ...  in  inf.;     z=  —  1,  —  2,  —  3. ..in  inf. 

Nun  bilden  wir  zunächst  einmal  überhaupt  eine  Funktion,   welcl 
diese  Punkte  (und  keine  andern)  zu  Polen  hat;    um  die  Sätze  di 


'  Wegen  weiterer  Ausfuhrungen  vgl.  man  etwa  E.  Picabd,  Tratte  d'analTB 
T.  II  (Paria  1893),  chap.  IV,  No.  5  ff. 


§  52.     Bartialbruckzerlegung  einfach  periodischer  Funktionen.      145 


YOiigen  Paragraphen  anwenden  zn  können,  müssen  wir  fragen,  ob 
die  Beihe: 


00 


ftr  irgend  einen  Wert  von  n  konvergiert.  Aus  den  Elementen  ist 
bekannt,  daß  das  zwar  nicht  für  n  =  1 ,  wohl  aber  für  n  =  2  der 
Fall  ist    Es  ist  also  nach  §  51,  (10)  zunächst: 


1)  fi  W  = 


+  00 


^  (X  -  vy 


«=—  w 


eine  Funktion,  welche  alle  die  genannten  Punkte  zu  zweifachen 
Polen  hat.  Wollen  wir  aus  ihr  nach  §  51,  (13)  eine  andere  bilden, 
für  welche  diese  Punkte  nur  einfache  Pole  sind,  so  müssen  wir  be- 
achten, daß  die  dort  gemachte  Voraussetzung,  der  Nullpunkt  sei 
nicht  unter  den  Punkten  üy,  hier  nicht  zutrifft.  Wollen  wir  also 
jenen  Satz  hier  anwenden,  so  müssen  wir  ihn  nicht  auf  f\  {z)  selbst, 
sondern  auf /j(r)  — z-2  anwenden;  wir  erhalten  so  eiue  Funktion: 


V  =  —  OD 


(Der  Accent  am  Summenzeichen  soll  hier  und  im  folgenden  an- 
deuten, daß  der  Wert  v  =  0  aus  den  Werten,  über  welche  summiert 
wird,  auszulassen  ist.) 

Von  diesen  beiden  so  konstruierten  Funktionen  können  wir  nun 
folgendermaßen  zeigen,  daß  sie  wirkUch  1  zur  Periode  haben.  Von 
der  ersten  folgt  es  direkt  aus  der  Darstellung  (1).  Denn  ersetzen 
wir  in  dieser  z  durch  z  +  1,  so  erhalten  wir,  ausführlich  geschrieben: 


^  —  00 


^  («  +  1  -  y)*  "*"  (*  +  1)*  "*"   ^   («  +  1  -  v)* 

Ersetzen  wir  hier  den  Summationsbuchstaben  v  durch  /i  +  1,  so  er- 
halten wir: 

^nd  das  ist  wieder  die  ursprüngliche  Reihe,  nur  daß  das  Glied  z-^ 
^it  der  ersten  Summe  vereinigt  und  das  Glied  {z  +  l)-^  aus  der 
^Weiten  Summe  herausgehoben  ist.     Es  ist  also  in  der  That: 

3)  /•i(2  +  i)  =  /;«. 

BuBKHARDT,   Funktionen.    I.  10 
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Für   die   Funktion   /'^{z)   können   wir   nicht   denselben    Schluß 
machen,  weil  wir  die  Klammern  in  (2)  nicht  auflösen  dürfen;  aber  da 

4)  /;  (z)  =  -  ^M 

ist,  80  folgt  aus  Gleichung  (3)  durch  unbestimmte  Integration: 

5)  f,(z+l)=^f,(z)  +  C. 

Dabei  bedeutet  C  eine  Integrationskonstante,  die  .wir  bestimmen 
können,  sobald  wir  für  irgend  einen  besonderen  Wert  z  die  Werte 
beider  Seiten  kennen.  Wir  können  auch  einen  Wert  von  z  benutzen, 
für  den  beide  Seiten  unendlich  werden;  wir  müssen  dazu  die  An- 
fangsglieder der  für  die  Umgebung  dieses  Wertes  gültigen  Ent- 
wicklungen vergleichen.  So  erhält  man  z.  B.  für  die  Umgebung  von 
z  =  0: 

J L    ^     —  A  _ 

also: 


ferner: 


1 


X  + 


Y  =  1  —  2:  +  .  .  .  , 


*  +  1   -  1  X 

+  ...,     {v^O;    1) 


1 

51    +   1    - 

.+ 

1 

V 

= 

1  - 

',.+ 

1 

V 

X 

(1 

-»)' 

und 

folglich : 

00  —  OD 


7)    /;(^+i)  =  ^  +  2  +  2V^V.  +  2V^+w. 


v  =  2  v=-l 

Vergleichung  der  Koeffizienten  von  z^  giebt: 


QC  —  00 


v  =  2  v=-l 

ersetzt   man   in   der   zweiten   Summe  v  durch   1  —  ju,   so    geht    sie 
über  in: 


00 


2^(1- 


/*) 


Die  beiden  Summen  sind  also  einander  gleich,   und   zwar    ist  jede 
=  —  1;  denn  es  ist: 


i 
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/«=2 


iTj^T)  ""  (^  "■  y)  ■*■  \2   ■"  y)  ■*"•••  +  (w  -  1  ""  mj  ""  -^  ""  ///  • 


Es  folgt  also  C  =  0,  d.  h.: 

L  Nicht  nur  f^  {z\  sondern  auch  f^  (z)  ist  eine  periodische  Funktion 
van  z  mit  der  Periode  1, 

Wir  fragen,  in  welcher  Beziehung  diese  Funktionen  zu  den  in 
den  Paragraphen  40 — 42  untersuchten  periodischen  Funktionen 
stehen;  zur  Beantwortung  dieser  Frage  bedienen  wir  uns  der  zu 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  erwähnten  CAUCHYSchen  Methode. 
Zunächst  bemerken  wir,  daß  wir  in  Gleichung  (2)  je  zwei  Glieder 
mit  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten  von  v  zusammennehmen 
dürfen;  sie  lautet  dann: 


» 


(wobei  wieder  zu  beachten  ist,  daß  die  Klammer  nicht  aufgelöst 
werden  darf).  Definieren  wir  dann  wie  für  reelle  Variable  die 
Funktion  Cotangens  durch: 

r\\  j.  COS  X 

9)  cotr  =  -. —  , 

*  sm  Ä 

SO  folgt  aus  den  Eesultaten  von  §  41,  daß  die  Funktion  ;rcot(;rz) 
dieselben  (einfachen)  Pole  und  dieselben  Residuen  hat,  wie  /^(r). 
Nehmen  wir  nun  als  Linie  C^  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  die 
Gleichungen  haben: 

X  =  ±  — - —     und    y  =  ±  17, 

so  liegen  im  Innern  desselben  die  Pole: 

0,     ±1,     ±2...±Ä; 
wir  erhalten  also: 

,«)  ,  «.t(,a  .  I  +  2'  (=4,  +  fT-J  +  rä/'-?^" -•"- 

Nun  ist: 

11)  jVL^2^dz^0 

da  cot  eine  ungerade  Funktion  und  die  Linie  C^  zum  Nullpunkt 
symmetrisch   ist;   also   können  wir  das  in  (10)  auftretende  Integral 

1-      J3 ^U 
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y,  Tcot  (n  x)  j 


ersetzen.     Um  dieses  Integral  abzuschätzen,  gehen  wir  aus  von  der 
Gleichung 


12) 


cot(;rz)  I*  = 


2  _  e^"^  +  g'^'^y  +2co82Tra; 


g2ny  _j_  g-27ry  __  2  008  2  710?  ' 


aus  ihr  folgt,  daß  auf  den  beiden  vertikalen  Seiten  des  Rechtecks: 


13) 


cot  {71Z)\  = 


e-"^y-.  e'^y 


,^y 


+  e 


-ny 


1, 


anf  den  beiden  horizontalen: 


14) 


cot  {n  z)\^ 


,.ti; 


+  e 


-Tirj 


o^V  _  fi-'^V 


d.  i. 


l  +  e 


-2 


Ttri 


-.«-2^»? 


ist.  Es  ist  also  auf  sämtlichen  Linien  Cy  durchweg  |  cot  n  z\  <  Mj 
wo  M  eine  von  v  unabhängige  Größe  bedeutet  Bezeichnet  man 
noch  mit  r^^  und  pj^  die  kürzesten  Abstände  der  Punkte  0  und  f 

von  Cj^,  mit  S^.  die  Länge  von  Cj^,  so  folgt: 


15) 


/ 


cot  (nx)dx 


Mit  wachsendem  r]  nimmt  M  ab;  es  steht  also  noch  frei,  ri  mit  w 
ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen.  Dadurch  kann  man  erreichen, 
daß  Ä^  =  8  Tj^  wird  und  q^  (bei  gegebenem  f )  mit  k  ins  Unendliche 
wächst.    Dann  \vird  der  lim  des  Integrals  =  0  und  es  folgt  aus  (10): 


k  =  CO 


16) 

und  daraus  weiter; 

17) 


/g  [z)  =  ;r  cot  ;r  z 


'  *  ^  '        Bin  *7i 


n.  jDj>  r/wrcA  unsere  Partialbruchzerlegungen  dargestellten  Funktionen 
sind  also  rationale  Funktionen  von  cosnz  und  sinnz. 

Setzen  wir  in  Gleichung  (16),  bezw.  (2)  für  z  erst  a  +  Zj  dann 
a,  und  subtrahieren  die  Resultate  von  einander,  so  erhalten  wir  noch 
die  gelegentlich  zu  benutzende  Formel: 


18) 


j-OD 

n  fcot  rr  (a  +  z)  —  cot  !7r  öl  =   ^  ( — ; ) . 


v=  — cc 
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§  53.    Allgemeine  Sätze  Ober  einfach  periodisclie  Funictionen. 

Wir  wollen  noch  einen  allgemeinen  Satz  über  einfach  perio- 
dische Funktionen  ableiten,  von  dem  Satz  11  des  vorigen  Para- 
graphen ein  specieller  Fall  ist  Wir  nehmen  wieder  an,  es  sei  durch 
Multiplikation  des  Arguments  mit  einer  Eonstanten  erreicht,  daß 
1  primitive  Periode  ist,   daß  wir  also  einen  Periodenstreifen  durch 

1  1 

die  Linien  jr  =  —  — -  und  j?  =s  -f  ---  begrenzen  können,  und  wollen 

uns  mit  einfach  periodischen  Funktionen  f(z)  beschäftigen,  welche 
folgende  Eigenschaften  haben: 

1.  f{z)  sei  im  Endlichen,  bis  auf  Pole,  tiberall  regulär. 

2.  Wenn  z  =^  x  +  i/i^  ohne  den  Periodenstreifen  zu  verlassen, 
aach  der  Seite  der  positiven  y  ins  Unendliche  geht,  soll  mindestens 
einer  der  beiden  Grenzwerte  lim  f{z)  oder  lim  llf{z)  existieren. 

y=+oo  y=s+GO 

3.  Wenn  z  =  x  +  yi  ebenso  nach  Seite  der  negativen  y  ins 
Unendliche  geht,  soll  analoges  stattfinden;  doch  wird  nicht  voraus- 
gesetzt, daß  lim  f{z)  =  lim  f{z)  sei. 

y=— CD  ys+ao 

Setzen  wir: 

1)  c:  =  e2«<', 

so  wird  dadurch  (vgL  §  42)  [der  Parallelstreifen  der  z-Ebene  konform 
abgebildet  auf  die  längs  eines  Meridians  aufgeschnittene  ^-Eugel 
(abgesehen  von  den  Umgebungen  der  Punkte  i^  =  0,  i;  =  oo).  Die 
Funktion  f{z)  geht  dadurch  über  in  eine  Funktion  q){^),  welche 
folgende  Eigenschaften  hat: 

1.  Da  f{z)  periodisch  ist,  ist  <jp(f)  eindeutig;  seine  Werte  (und 
ebenso  die  seiner  Ableituilg)  auf  der  einen  Seite  des  Schnittes 
schheßen  sich  stetig  an  die  auf  der  andern  Seite  vorhandenen  an. 

2.  Da  f{z)  im  EndlicKen  bis  auf  Pole  überall  regulär,  ist  (p  (^) 
auf  der  ganzen  Kugel,  von  f  =  0  und  f  =  oo  abgesehen,  bis  auf 
Pole  regulär. 

3.  Läßt  man  f  auf  irgend  einem  Wege  gegen  Null  konvergieren, 
«0  wird  der  entsprechende  Weg  von  z  nach  Seite  der  positiven  y 

!  ins  Unendliche  gehen;  und  wenn  der  Weg  von  J  den  Nullpunkt 
meht  unendlich  oft  umwindet,  wird  der  von  z,  nachdem  er  vielleicht 
zuerst  eine  endliche  Anzahl  Periodenstreifen  durchsetzt  hat,  schließ- 
lich einen  von  ihnen  nicht  mehr  verlassen.     Aus  Voraussetzung  (2) 

I  folgt  dann,  daß  mindestens  einer  der  beiden  Grenzwerte: 

2)  lim  y(f),      Um     1 
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(fiir  jede  solche  Art  der  Annäherung  von  l,  an  Null)  existiert,  dai 
also  (§  48,  I  bezw.  IH)  (p{ll)  im  Nullpunkt  entweder  regulär  is 
oder  einen  Pol  hat  Aber  auch  wenn  der  Weg  f  den  Nullpunti 
unendlich  oft  umkreist,  der  von  z  also  unendlich  viele  Perioden- 
streifen  durchsetzt,  gelangt  man  zu  demselben  Eesultat;  denn  da 
f\z)  als  periodisch  vorausgesetzt  war,  können  wir  alle  Stücke  des 
Weges  von  z,  die  in  andern  Streifen  als  dem  ersten  liegen,  in  diesen 
übertragen. 

4.  Analog  folgt  aus  der  Voraussetzung  (3),  daß  y5(f)  im  Un- 
endlichen entweder  regulär  ist  oder  einen  Pol  hat 

Es  ist  also  9?(f)  auf  der  ganzen  Kugel  bis  auf  Pole  regulär 
und  folglich  nach  §  44,  V  eine  rationale  Funktion  von  f ;  d.  h.  wir 
haben  den  Satz:  ^ 

I.  Jede  periodische  Funktion  y  die  den  Foraussetzungen  (1) — (3j 
genügt,  ist  eine  rationale  Funktion  der  Exponentialfunktion  e'^^^*. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  eine  Beihe  weiterer.  Sei  /*(r 
eine  solche  Funktion;  dann  kann  man  aus  den  nach  Satz  I  ge- 
bildeten Ausdrücken  von  f{z^\  f{^2)f  fi^i  +  -^2)  ™^*  Hilfe  dei 
Gleichung  §  40,  (11)  die  Exponentialfunktionen  eliminieren  und  be- 
hält eine  algebraische  Gleichung  zwischen  f{z^  +  z^),  f{z^),  f{z^)  übrig 
mit  von  z^  und  z^  unabhängigen  Koeffizienten.  Eine  solche  Gleichunf 
nennt  man  ein  algebraisches  Additionstheorem;  man  hat  daher  der 
Satz : 

n.  Jede  Funktion  der  genannten  Art  besitzt  ein  algebraischem 
Additionstheorem. 

Hat  man  femer  zwei  solche  Funktionen,  so  kann  man  die  Ex 
ponentialfunktion  eliminieren  und  findet: 

III.  Zwischen  je  zwei  solchen  Funktionen  besteht  eine  algebraisch 
Gleichung  mit  von  z  unabhängigen  Koeffizienten. 

Insbesondere  gilt  das  von  einer  solchen  Funktion  und  ihre 
ersten  Ableitung;  wir  können  daher  auch  sagen: 

IV.  Jede  solche  Funktion  genügt  einer  algebraischen  Differential 
gleichung  erster  Ordnung,  in  der  die  unabhängige  Variable  explizii 
nicht  vorkommt  — 

oder  anders  ausgedrückt: 

IVa.  Jede  solche  Funktion  ist  die  Umkehrung  des  Integrals  eim 
algebraischen  Funktion, 

Die  für  reelle  Werte  von  u  und  z  bekannten  Gleichungen 

s 

3)  «  =  /  j4^*, ,       =  =  tg  u  ; 

0 
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i\  c       dx 

J    V  1    -  *^ 

0 

geben  Beispiele  für  diese  Formulierung. 

Satz  m  macht  uns  mit  einer  Klasse  von  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Variabein  z,  s  bekannt,  die  dadurch 
identisch  erfüllt  werden  können,  daß  man  z  und  s  eindeutigen  ein- 
fach periodischen  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  u  (einer  „uniformi- 
sirenden  Variabein",  wie  man  wohl  sagt)  gleichsetzt;  so  z.  B.  die 
(jleichung : 

5)  ä2  +  z»  -  1  =  0 
durch: 

6)  *  =  sinM,       z  =  cosw. 

Man  beachte  aber,  daß  das  (wegen  Satz  I)  keine  andern  Gleichungen 
sind,  als  diejenigen,  die  auch  schon  dadurch  identisch  erfüllt  werden 
können,  daß  man  z  und  s  rationalen  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln 
gleichsetzt,  wie  z.  B.  Glchg.  (5)  durch: 

r\  2  t  \-  t^ 

Den  Beweis,  daß  nicht  jede  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei 
Variabein  diese  Eigenschaft  hat,  können  wir  hier  nicht  führen;  wir 
brechen  vielmehr  hier  die  Untersuchung  einwertiger  Funktionen 
einer  complexen  Variabein  ab  und  wenden  uns  der  Untersuchung 
mehrwertiger  Funktionen  zu. 


FÜNFTER  ABSCHNITT. 


Mehrwertige    analytische   Funktionen   einer   complexen 

Veränderlichen. 

§  54.  Vorbereitende  Untersuchung  der  Änderung  des  Arcus  einer 

stetig  veränderiiciien  complexen  Grösse. 

Jjevor  wir  uns  zur  Untersuchung  mehrwertiger  Funktionen  einer 
complexen  Variabein  wenden,  müssen  wir  die  bereits  §  4  in  Aus- 
sicht gestellte  nähere  Untersuchung  einer  Größe  yomehmen,  welche 
zwar  ebenfalls  mehrwertig  von  einer  complexen  Veränderlichen  ab- 
hängt, aber  den  CAUCHY-RiEMANNschen  Differentialgleichungen  nicht 
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gentigt:  nämlich  ihres  Arcus.  Wir  haben  dort  gesehen,  daß  zu 
jeder  complexen  Größe: 

1)  2  =  X  +  iy  =  r  (cos  qp  +  2  sin  <p) 

unendlich  viele  Werte  des  Arcus  cp  gehören,  die  alle  aus  irgend 
einem  von  ihnen  durch  Addition  und  Subtraktion  beliebiger  ganz- 
zahliger Vielfacher  von  2  n  hervorgehen.  Unter  allen  diesen  unend- 
lich vielen  Werten  wollen  wir  jetzt  einen  durch  die  folgende  will- 
kürliche Festsetzung  herausheben: 

I.  Unter  dem  Hauptwert  des  Arcus  einer  complexen  Größe  ver- 
stehen  tcir  denjenigen   U'ert  desselben j  der  den  Bedingungen: 

2)  —  n  <  (p^Tt 
genügt. 

Vor  allem  ist  nun  wesentlich,  daß  wir  uns  darüber  klar  werden, 
daß  dieser  Hauptwert  zwar  im  allgemeinen,  aber  nicht  ausnahmslos 
eine  stetige  Funktion  der  reellen  Variabein  x,  y  ist.  Sei  nämlich 
(^i>  y\)  ^^^  Punkt,  (p^  der  zugehörige  Hauptwert  des  Arcus;  {x^  + 1, 
Vi  +  ^)  s^^  ®^^  benachbarter  Punkt     Wird  dann: 

3)  a:,  +  g  +  i(y,  +^  ^  !i_t  9 (eos  ,?•  +  isin*) 

gesetzt  und  unter  &  der  Hauptwert  des  Arcus  der  links  stehenden 
Größe  verstanden,  so  wird  &  mit  |  und  rj  rerschvnnden.  ESn  Wert 
des  Arcus  von  ar^  +  |  +  i{y^  +  fy)  ist  dann  9^2  ~  9^i  +  ^*  ^  °*"^ 
(f^  nicht  =  ;r,  so  wird  d-  so  klein  angenommen  werden  können,  daß 
auch  qpg  ^^^^  der  Ungleichung  (2)  genügt;  dann  ist  9,  Hauptwert 
und  die  Hauptwerte  (f^  und  qpj  sind  nur  unendlich  wenig  yerschieden, 
m.  a.  W.: 

n.  Der  Hauptwert  des  Arcus  einer  complexen  Zahl  ist  eine  stetige 
Funktion  ihrer  Komponenten  in  jedem  Bereiche  der  Ebency  der  von  der 
Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  nicht  getroffen  wird. 

Ist  aber  (p^  =  n,  so  wird  (p^  +  O-  zwar  fiir  unendlich  kleine 
negative  i>  noch  der  Ungleichung  (2)  genügen,  also  Hauptwert  sein; 
für  unendlich  kleine  positive  &  wird  aber  nicht  (p^  +  &  Hauptwert 
sein,  sondern  cp^  +  &  —  2  tt  =  —  n  +  &.  Also  ist  Satz  11  durcL 
folgenden  Zusatz  zu  ergänzen: 

ni.  Längs  der  Halbaxe  der  negativ  reellep,  Zahlen  ist  die  Stetig- 
keit des  Hauptwerts  des  Arcus  insofern  unterbrochen,  als  der  Wen 
desselben  in  einem  Punkte  dieser  Halbaxe  zwar  übereinstimmt  mit  dem 
Limes  der  in  benachbarten  Punkten  der  „oberen^'  Halbebene  vorhandenem 
Werte  y  aber  um  2n  größer  ist  als  der  Limes  der  in  benachbarter^ 
Punkten  der  ,,unteren^  Halbebene  vorhandenen  Werte, 
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Es  schließen  sich  vielmehr  diese  letzteren  Werte  stetig  an  die- 
»nigen  Werte  des  Arcus  für  die  negativ  reellen  Zahlen  an,  welche 
•  -  TT,  also  um  2n  kleiner  als  der  Hauptwert  +  7t  sind. 

Was  in  den  Sätzen  U  und  IH  vom  Hauptwert  ausgesagt  ist, 
)erträgt  sich  sofort  auf  die  übrigen  Werte  des  Arcus.  Nennen 
r  denjenigen  Wert,  der  um  2kn  größer  ist  als  der  Hauptwert, 
n  Wert  k^  Ordnung  (so  daß  der  Hauptwert  als  Wert  nullter 
dnung  zählt),  so  können  wir  sagen: 

IV.  Der  H^ert  hier  Ordnung  des  Arcus  einer  complexen  Zahl  ist 
ßerkalb  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  eine  stetige  Funktion 
^er  Kampanenten;  aber  seine  Werte  in  der  unteren  Halbebene  schließen 
ngs  dieser  Halbaxe  sich  stetig  an  die  Werte  (k  —  ly*^  Ordnung  auf 
rselben  an* 

Wir  f&gen  hinzu: 

Y.  An  andern  Stellen  als  längs  dieser  Halbaxe  kann  kein  stetiger 
bergang  von  dem  Wert  k^^  Ordnung  zu  dem  einer  andern^  etwa  der 
"  Ordnung  stattfinden. 

Denn  wenn  der  Wert  k^^  Ordnung  in  z^  von  dem  Wert  ä^«"^ 
rduong  in  dem  unendlich  benachbarten  Punkt  z^  unendlich  wenig 
^rschieden  ist,  kann  er  nicht  gleichzeitig  von  dem  um  die  endliche 
röße  (/  —  Ä) .  2  Ä  verschiedenen  Wert  l^^  Ordnung  in  z^  unendlich 
enig  verschieden  sein. 

(Für  «  =  0  sind  alle  Werte  des  Arcus  durchaus  unbestimmt; 
5r  Nullpunkt  gehört  nicht  zum  Definitionsbereich  der  Funktion 
rcus.) 

Wir  sehen  aus  dem  allen  —  und  das  ist  das  wesentlichste 
e«ultat  dieser  Untersuchung  —  : 

VI.  Es  ist  nickt  anders  möglich  ^  den  Arcus  zu  einer  stetigen 
unktion  des  Ortes  in  der  Ebene  zu  machen,  als  wenn  man  auf  die 
mdeutigkeit  Verzicht  leistet  und  seine  sämtlichen  Werte  zu  einer  un- 
uUich  vielwertigen  Funktion  zusammenfaßt 

Sind  zwei  Punkte  z^,  z^  der  Ebene  durch  eine  gegebene  Linie 
irbunden,  so  können  wir  uns  die  Au%abe  stellen: 

Irgend  einer  der  zu  Zq  gehörenden  Werte  des  Arcus  ist  vor- 
'schrieben;  man  soll  denjenigen  zu  z^  gehörenden  Wert  desselben  be^ 
mmen,  der  erhalten  wird,  wenn  man  einen  veränderlichen  Punkt  z 
t  vorgeschriebene  Linie  durchlaufen  und  seinen  Arcus,  mit  dem  vor- 
schriebenen  Anfangswert  beginnend,  sich  dabei  stetig  ändern  läßt. 

Die  bisherigen  Entwicklungen  geben  eine  Lösung  dieser  Auf- 
be,  die  sich  am  einfachsten  ausspricht,  wenn  man  der  Halbaxe 
r  negativ  reellen  Zahlen  einen  bestimmten  Richtungssinn  von  0 
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nach  —  CO  zuschreibt,  sodaß  die  obere  Halbebene  (in  der  der 
Koeffizient  von  i  positiv  ist)  als  rechts  j  die  untere  als  links  von  ihr 
gelegen  bezeichnet  werden  kann.     Wir  können  dann  sagen: 

Vn.  Solange  der  vorgeschriebene  Weg  die  Halbaxe  der  negativ 
reellen  Zahlen  nicht  überschreitet,  hat  man  immer  hei  dem  Wert  der"^ 
selben  Ordnung  zu  bleiben;  sobald  aber  eine  solche  Überschreitung  statt" 
findet,  hat  man  zur  nächst  höheren  oder  zur  nächst  niederen  Ordnung 
überzugehen,  je  nachdem  die  Überschreitung  von  rechts  nach  links  oder 
von  links  nach  rechts  geschieht 

Besondere  Beachtung  verdient  der  specielle  Fall  dieses  Satzes, 
in  welcJiem  Zj  mit  z^  zusammenfällt;  wir  sprechen  ihn  in  folgender 
Form  aus: 

Vm.  Durchläuft  z  einen  geschlossenen  Weg  und  ändert  sich  sein 
Arcus  dabei  stetig,  so  ist  er  nach  beendigter  Durchlaufung  um  (p  —  g)2x 
größer  als  vorher,  wenn  der  Weg  die  Halbaxe  der  negativ  reellem 
Zahlen  p  mal  von  rechts  nach  links,  q  mal  von  links  nach  rechts  über'- 
schreitet. 

Diese  Formulierung  ist  nun  insofern  noch  nicht  in  jeder  Hin- 
sicht zweckentsprechend,  als  sie  noch  die  Beziehung  auf  die  Halb- 
axe der  negativ  reellen  Zahlen  enthält,  die  mit  der  Aufgabe  an  xaA 
für  sich  gar  nichts  zu  thun  hat  und  nur  durch  unsere  wiUkürhcha- 
Definition  des  Hauptwerts  hereingekommen  ist.  Wir  können  uns 
aber  durch  einen  geometrischen  Hilfssatz  von  dieser  Beziehung  frei 

machen.  Seien  nämlich  vom  Nullpunkt  auff 
zwei  sich  nicht  schneidende  Linien  L^,  L^ 
ins  Unendliche  gezogen,  so  begrenzen  sia 
zusammen  ein  Flächenstück  volls^mdigf 
die  eine,  in  der  Figur  L^,  läßt  es  links, 
die  andere,  L^,  rechts.  Eine  geschlossene- 
p.     2-  Linie  F,  der  ein  bestimmter  Sinn  beigelegt 

ist,  überschreite  L^  in  p^  Punkten  Ä  von 
rechts  nach  links,  in  q^  Punkten  B  von  links  nach  rechts;  L^  in 
/?2  Punkten  D  von  rechts  nach  links,  in  q^  Punkten  C  von  links  nach 
rechts.  In  den  Punkten  A  und  C  tritt  sie  in  das  begrenzte  Gebiet 
ein,  in  den  Punkten  B  und  D  aus.  Sie  muß  aber  ebenso  oft  aus 
dem  Bereiche  aus-,  als  in  ihn  eintreten;  also  muß: 

^x  7^1  +  ^2  =  P2  +  7l 

oder:    p^  -  q^  =  p^  -  ^2 
sein;  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 
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DL  Die  in  Satz  VIII  auftretende  Zahl  p  —  q  hat  für  alle  vom 
Nullpunkt  ins   Unendliche  laufenden  Linien  denselben   Wert 

(Die  beim  Beweise  des  Satzes  gemachte  Einschränkung,  daß 
ch  Xj  und  Zg  nicht  schneiden  sollen,  läßt  sich  nachträglich  be- 
atigen. Man  kann  zunächst  den  Satz  ganz  ebenso  für  zwei  Linien 
j  und  Zg  beweisen,  die  vom  Nullpunkt  an  erst  ein  Stück  zusammen- 
llen,  dann  auseinandertreten;  hierauf  kann  man  zu  zwei  sich 
hneidenden  Linien  L^  und  L^  eine  dritte  angeben,  die  mit  jeder 
m  beiden  mindestens  einen  Schnittpunkt  weniger  hat,  als  diese 
ater  sich.) 

X.  Wir  nennen  diese  Anzahl  die  Anzahl  der  Windungen  des  Weges 
'  um  den  Nullpunkt. 

Damit  können  wir  den  Satz  VIII  folgendermaßen  formulieren: 

XI.  Durchläuft  z  einen  geschlossenen  Weg,  und  ändert  sich  sein 
\rais  dabei  stetig,  so  ist  er  nach  beendigter  Durchlaufung  um  soviel- 
mal 2:1  größer  als  vorher,  als  die  Anzahl  der  Windungen  des  Wege» 
m  den  Nullpunkt  beträgt 

Von  dem  in  den  Sätzen  VIII — XI  behandelten  Specialfall 
önnen  wir  leicht  zum  allgemeinen  Fall  des  Satzes  VII  wieder  auf- 
teigen;  denn  wir  können  jeden  beliebigen  Weg 
^uz^,  der  von  einem  Punkte  ^^  nach  einem  andern 
1  führt,  ersetzen  durch: 

1.  einen  bestimmten  Weg  z^ßz^,  z.  B.  einen 
)lchen,  der  die  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen 
icht  trifft; 

2.  den  geschlossenen  Weg  z^ßz^az^,  der  aus 
em  in  entgegegengesetzter  Bichtung  durchlaufenen 
feg  (1)  und  dem  gegebenen  Weg  z^  a  z^  besteht  Diese  Bemerkung 
li  übrigens  allgemeine  Gültigkeit  und  bezieht  sich  nicht  bloß  auf 
ie  Untersuchung  des  Arcus;  wir  können  sie  etwa  folgendermaßen 
nnulieren: 

XU.  Wir  sind  im  stände  die  Wertänderung  anzugeben,  welche 
u  mehrwertige  Funktion  eines  Punktes  erfährt,  wenn  dieser  Punkt 
un  beliebigen  Weg  von  z^  nach  z^  durchläuft  und  sie  sich  stetig 
iei  ändert  —  sobald  wir  die  Wertänderung  der  Funktion  für  einen 
stimmten  Weg  von  Zq  nach  z^  und  für  einen  beliebigen  ge- 
klossenen   Weg  kennen. 

§  55. '  Die  RiEMANN'sche  Fläche  des  Arcus. 

Wir  können  uns  von  den  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
rhältnissen  ein  anschauliches   geometrisches  Bild  machen,   wenn 


156    Mehnoertige  analytische  Funktionen  einer  complexen  VeränderlicheiL 


wir  die  Werte  des  Arcus  in  jedem  Punkte  der  {x  +  ty}-Ebene  senk^. 
recht  zu  dieser  Ebene  als  Ordinaten  auftragen;  die  Endpunkte  dieser^ 
Ordinaten  werden  eine  bestimmte  Fläche  erfüllen.  Wir  nennen  ditj 
3.  Koordinate  in  einem  Raumkoordinatensystem,  von  dem  zwei  kimk 
mit  unserer  x-  und  y-Axe  zusammenfallen,  ^;  dann  können  wir  Um 
Koordinaten  der  Punkte  dieser  Fläche  folgendermaßen  durch  zynk. 
Parameter  ausdrücken: 

1 )  X  =  r  cos  qp ,    y  =  r  sin  y ,     f  =  y . 

Das  sind  die  Gleichungen  einer  in  der  analytischen  Geometrie  wohl- 
bekannten Fläche,  die  man  gewöhnliche  gerade  Schraubenfläche  nennt; 
man  hat  nur  zu  beachten,  daß  die  Gleichungen  (1)  hier  in  eine^ 
Hinsicht  etwas  anders  zu  verstehen  sind  als  dort.  Dort  werden  r  joAi 
(p  als  unbeschränkt  reell  yeränderlich  angesehen;  die  Schraubeii<-' 
fläche  enthält  jede  der  geraden  Linien  ganz,  deren  Gleichungen  ais^ 
den  Gleichungen  (1)  hervorgehen,  wenn  man  in  ihnen  dem  fp  j^ 
einen  bestimmten  Wert  giebt  und  nur  noch  r  als  veitoderlich  aa* 
sieht  Bei  uns  ist  r  ganz  wesentlich  auf  posiäoe  Werte  besohr&nkt;^ 
unsere  Fläche  enthält  von  jeder  dieser  Geraden  nur  den  einen  d«r 
beiden  Strahlen,  in  welche  sie  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  dar 
f-Axe  zerlegt  wird.  Wir  wollen  den  Namen  „Schraubenfläche''  aber 
doch  auch  für  unsere  Fläche  beibehalten. 

Auf  dieser  Fläche  ist  nun  der  Arcus  (p  in  der  That  eine  «•- 
wertige  Funktion  des  Ortes,  insofern  jedem  ihrer  Punkte  ein  und  nur 
ein  Wert  von  cf'  zugehört.  Auch  entspricht  einem  stetigen  Fori- 
schreiten  auf  der  Fläche  eine  stetige  Änderung  des  Arcus.  Will 
man  also  die  Frage  beantworten,  mit  welchem  Endwert  des  Arci» 
man  in  z^  anlangt,  wenn  man  mit  einem  bestimmten  Anfangswert 
(f^^^  von  z^^  ausgehend  eine  bestimmte  Kurve  verfolgt  und  dabei  den 
Arcus  sich  stetig  ändern  läßt,  so  braucht  man  nur  über  der  £urf» 
einen  geraden  Cylinder  zu  errichten  und  diesen  mit  der  Fläche  zum 
Schnitt  zu  bringen.  Geht  die  Kurve  der  z-Ebene  nicht  durch  deren 
Nullpunkt  und  hat  sie  keinen  Doppelpunkt,  so  zerfällt  die  Schnitt* 
kurve  des  Cylinders  mit  der  Fläche  in  getrennte  Stücke,  die  keineo 
Punkt  gemeinsam  haben,  sondern  überall  durch  senkrechte  Abstände 
von  je  2  ;r  von  einander  getrennt  sind.  Verfolgen  wir  also  des  von 
(^()>  yo'  ^0  =  V^o)  ausgehenden  Kurvenzweig  auf  der  Fläche,  so  werden 
wir  nie  in  Versuchung  kommen  auf  einen  andern  Kurvenzweig  über- 
zutreten, wenn  wir  uns  nur  die  Forderung  vor  Augen  halten,  daß 
das  Fortschreiten  längs  der  Kurve  stetig  (nicht  sprungweise)  ge- 
schehen soll.    Wir  werden  also  schließlich  in  einem  ganz  bestimmten 
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Abt  über  z^  gelegenen  Flächenpunkte  anlangen ;  seine  Ordinate  stellt 
mg  den  gesuchten  Endwert  des  Arcus  vor.  —  Schneidet  die  ge- 
:gebene  Kurve  der  r- Ebene  sich  selbst,  so  werden  die  Stücke  der 
i  8dmittkur?e  des  Cylinders  mit  der  Fläche  sich  gegenseitig  durch- 
[ichneiden;  aber  auch  dann  wird  kein  Zweifel  darüber  sein  können, 
Liof  welchem  man  fortzuschreiten  hat,  wenn  man  nur  beachtet,  wie 
[  die  einzelnen  vom  Schnittpunkte  ausgehenden  Kurvenzweige  auf  der 
Fläche  den  einzelnen  Zweigen  in  der  Ebene  entsprechen. 

Wir  entwickeln  nun  diese  Vorstellungsweise  noch  einen  Schritt 
leiter.  Schon  im  11.  Abschnitt  haben  wir  als  Träger  der  complexen 
Yariabeln  neben  der  Ebene  die  Kugel  eingeführt;  wir  können  ebenso 
gnt  unsere  Sehraubenfläche  benutzen.  Wir  brauchen  dazu  nur  jedem 
Ponkte  der  Schraubenfläche  denselben  complexen  Wert  z  zuzuordnen, 
Yie  seiner  senkrechten  Projektion  auf  die  :ry- Ebene  —  sodaß  also 
kier  jeder  complexe  Wert  z  nicht  wie  in  den  jfrüheren  Beispielen 
«nem  bestimmten  Punkt  der  Fläche,  sondern  unendlich  vielen  (senk- 
fecht  übereinanderliegenden)  zugeordnet  ist.  Wir  können  dann  jede 
Funktion  von  x  und  y,  sei  sie  nun  ein-  oder  mehrdeutig,  auch  als 
Ftinktion  des  Ortes  auf  der  Schraubenfläche  betrachten,  indem  wir 
die  zu  je  einem  bestimmten  z  gehörenden  Funktionswerte  irgendwie 
«f  die  zu  demselben  z  gehörenden  Punkte  der  Fläche  verteilen. 
Das  Resultat  der  vorhergehenden  Entwicklungen  kann  dann  so  aus- 
gesprochen werden: 

L  Betrachtet  man  den  Arcus  von  z  als  Funktion  des  Ortes  auf 
wuerer  Schraubenfläche ,  so  kann  diese  Funktion  dadurch  zu  einer 
fUchzeitiff  emdeutiffen  und  stetigen  gemacht  werden,  daß  man  fest- 
«fe^  jedem  Punkte  der  Fläche  solle  derjenige  Wert  des  Arctis  zu- 
Jtwiesen  werden,  der  seiner  Ordinate  gleich  ist 

Endlich  der  letzte  Schritt:  In  den  Formeln  (1)  ist  die  Gang- 
kfihe  unserer  Schraubenfläche  =2n  angenommen.  Ihre  Größe  ist 
aber  offenbar  ganz  nebensächlich;  wir  können  sie  abnehmen  lassen, 
adem  wir  die  Ordinaten  aller  Punkte  der  Fläche  in  gleichem  Ver- 
taknis  verkleinern.  Wir  können  sie  schließlich  unendlich  klein 
Verden  lassen;  dann  besteht  die  ganze  Fläche  aus  ebenen  Blättern, 
die  in  unendlicher  Anzahl  unendUch  dicht  übereinander  liegen  und 
um  den  Nnllponkt  herum  in  derselben  Weise  unter  sich  zusammen- 
Ikingen,  wie  die  Blätter  der  zuerst  betrachteten  Sehraubenfläche. 

n.  Eine  solche  Fläche,  die  aus  einer  Anzahl  unter  sich  in  be- 
tämmter  Weise  zusammenhängender  ebener  Blätter  besteht,  nennen  wir 
tme  ebene  BiEiUNNsche  Fläche.  Die  hier  vorliegende  ist  unendlich 
^Mhlättrig  über  der  ganzen  z^Ebene  ausgebreitet.    Um  den  Nullpunkt 
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herum  häDgen  alle  ihre  Blätter  zusammen;  wir  sagen:  der  Nullpunk 
ist  für  unsere  Fläche  ein  Verzweigungspunkt  unendlich  hoher  Ordnting 
Über  jedem  andern  Punkt  der  z-Ebene  (auch  über  den  Punkten  de: 
Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen)  verlaufen  die  Blätter  der  Flach« 
getrennt,  sind  einfach  übereinander  geschichtet 

Wir  können  uns  dieselbe  Fläche  auch  noch  auf  eine  andere 
Art  verschaffen,  nämlich  durch  folgendes  Verfahren:  Wir  schneide] 
die  r -Ebene  längs  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  von  t 
nach  —  00  auf.  Solcher  aufgeschnittener  Exemplare  der  z-Ebem 
denken  wir  uns  unendlich  viele  und  unterscheiden  sie  durd 
einen  Index  k,  der  alle  ganzzahligen  Werte  von  —  oo  bis  +  a 
durchläuft.  Wir  schichten  sie  alle  übereinander,  sodaß  immer  da 
(Ä  +  l)te  Blatt  über  dem  Äten  liegt.  Endlich  verbinden  wir  imme 
das  rechte  Ufer  des  Einschnitts  im  Äten  Blatt  mit  dem  linken  Ufe 
des  Einschnitts  im  {k  +  l)ten  Blatt. 

m.  Auf  dieser  in  der  einen  oder  andern  Art  konstruierte 
Fläche  —  das  ist  das  schließliche  Eesultat  dieser  Überlegungen  - 
können  nun  die  Werte  des  Arcus  als  eindeutige  und  stetige  Funktio 
des  Ortes  ausgebreitet  werden, 

jVIit  solchen  „EiEMA^Nschen  Flächen"  werden  wir  im  folgende 
sehr  häufig  operieren,  um  ims  den  Zusammenhang  zwischen  de 
verschiedenen  Werten  einer  mehrdeutigen  Funktion  vor  Augen  z 
führen.  Meist  wird  es  uns  dabei  zweckmäßig  erscheinen,  uns  di 
Fläche  nicht  über  der  Ebene,  sondern  über  der  Kugel  ausgebreitc 
zu  denken,  indem  wir  die  Ebene  samt  der  über  ihr  ausgebreitete 
Fläche  stereographisch  (§  13)  auf  die  Kugel  projizieren.  Im  voi 
liegenden  Fall  hat  das  kaum  Nutzen;  wollen  wir  es  doch  thun,  8 
müssen  wir  beachten,  daß  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahle 
auf  der  Kugel  ein  Halbmeridian  entspricht,  der  die  Punkte  0  ud 
(7  verbindet.  Man  sieht,  daß  die  Blätter  um  den  letzteren  henn 
ebenso  zusammenhängen,  wie  um  den  ersteren;  nur  sind,  wenn  ma 
die  um  0  laufenden  Schraubenwindungen  „rechtsgewunden"  nennt, 
die  um  0'  herumlaufenden  „linksgewunden"  zu  nennen.  Denn  ein 
Linie  auf  der  Kugel,  welche  den  Nullpimkt  in  positivem  Sinne  xoL 
kreist,  d.  h.  so,  daß  er  stets  zur  linken  Seite  ihrer  Fortschreitungi 
richtung  liegt,  hat  gleichzeitig  den  Unendlichkeitspunkt  zu  ihre 
Eechten,  umkreist  ihn  also  in  negativem  Sinne. 

Eine  Bemerkung  ist  noch  erforderlich,  um  Mißverständnisse  i 
vermeiden,   die   sonst  nahe   liegen  könnten.      Wir  haben  im  Laoi 
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lieses  Paragraphen  öfters  von  „Blättern**  der  Fläche  gesprochen; 
las  knüpft  zunächst  an  die  Art  an,  wie  wir  sie  aus  der  längs  der 
lalbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  zerschnittenen  Ebene  aufbauten, 
Iso  an  die  willkürlich  festgesetzte  Definition  des  Hauptwerts  des 
lTgus.  An  der  fertigen  Fläche  ist  von  Fugen  zwischen  den  Blättern 
ichts  mehr  zu  sehen ;  wir  können  sie,  wenn  wir  wollen,  durch  einen 
anz  beliebigen  von  0  nach  oo  laufenden,  durch  alle  Schichten  ge- 
ihrten  Schnitt  in  Blätter  zerlegen.  Dabei  ist  zu  beachten:  zwei 
ber  demselben  Punkt  der  Ebene  gelegene  Punkte,  die  bei  einer 
)lchen  Zerschneidung  in  verschiedenen  Blättern  liegen,  liegen  bei 
der  in  verschiedenen  Blättern.  Sind  aber  zwei  Punkte  gegeben, 
ie  über  verschiedenen  Punkten  der  Ebene  liegen,  so  kann  man  den 
chnitt  nach  Willkür  so  führen,  daß  sie  in  dasselbe,  oder  so,  daß 
e  in  verschiedene  Blätter  der  Fläche  zu  liegen  kommen.  Die  Aus- 
rucksiceise:  „zwei  Punkte  desselben  Blattes^'  hat  daher  immer  nur 
kksichtlich  einer  vorher  fest  gewählten  Zerschneidung  eine  bestimmte 
kdeukinff. 


§  56.    Der  Logarithmus. 

Der  Wert  des  Integrals 
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st  innerhalb  jedes  einfach  zusammenhängenden  Bereichs,  der  den 
Sinheitspunkt,  aber  weder  den  Null-  noch  den  Unendlichkeitspunkt 
ft  seinem  Innern  enthält,  nach  §  35  eine  in  diesem  Bereiche  reguläre 
iWction  der  oberen  Grenze  —  vorausgesetzt,  daß  auch  der  In- 
egrationsweg  ganz  in  dem  Bereiche  verläuft.  (Den  NuUpunkt  und 
len  ünendlichkeitspunkt  müssen  wir  dabei  ausschließen,  weil  die  zu 
ntegrierende  Funktion  im  ersten  einen  Pol  hat,  im  zweiten  sich  zwar 
"^[där  verhält,  aber  nicht  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  Null 
rird  (vgl  §  45,  IV). 

Ist  z  positiv  reell  und  wird  als  Integrationsweg  die  Axe  der 
»sitiv  reellen  Zahlen  vorgeschrieben,  so  ist  der  Wert  des  Integrals  (1) 
lekanntlich  gleich  dem  natürhchen  Logarithmus  von  z.  Wir  wollen 
liesen  Namen  und  das  zugehörige  Funktionszeichen  auch  für  den 
^all  eines  complexen  z  beibehalten;  wir  definieren  demgemäß: 

L  Unter  dem  natürlichen  Logarithmus  einer  complexen  Große  r, 
9  r,  verstellen  voir  irgend  einen  der   Werte  ^   welche  das  Integral  (1) 
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anzunehmen    im  stände    ist,    wenn  der  Integrationsweg  willkürlich 
lassen  wird. 

Wir   können  die  Bestimmung  dieser  Werte   auf  die   aus  i 
elementaren  Analysis  bekannten  Funktionen  reeller  Variabler  zurü 
fuhren,  wenn  wir  uns  der  in  §  4  gelehrten  Darstellung  der  cc 
plexen  Größen   durch   absoluten  Betrag  und  Arcus   bedienen, 
diesem  Zwecke  werde: 

2)  z  =  r{cos(p  +  isiiKf), 

3)  C  =  9  (cos  yj  +  2  sin  ip) 

gesetzt.  Um  zunächst  den  einfachsten  Fall  zu  bebandeln,  nehii 
wir  erst  an,   der  vorgeschriebene  Integrationsweg  bestehe  aus  d 

Stück   der  Axe   der   reel 
Zahlen  von  1  bis  I  z  |  und 
einem   die   Punkte   \z\    \ 

=H z   verbindenden    Ereisbo^ 

dessen  Mittelpunkt  im  Ni 
punkt  Hegt  (Fig.  27).   Aufd 
Flg.  27b.  ersten  Teil  dieses  Weges 

1^  =  0,  C  ^  Q,  d^  =  dQ,  und  Q  durchläuft  die  Werte  von  1  bis 
Dieser  Teil  liefert  also  zu  dem  Integral  (1)  einen  Beitrag,  der  gle 
ist  dem  auf  reellem  Wege  zwischen  den  reellen  Grenzen  zu  nehmen( 
Integral: 

4)  /^^  =  Log|ri; 

unter  Log  \  z\  ist  hier  der  in  den  Elementen  definierte  reelle  nat 
liehe  Logarithmus  der  reellen  positiven  Zahl  I  r  I  zu  verstehen.  I 
dem  zweiten  Teil  des  Integrationsweges  ist  p  constant «  I  z  I ,  al 

5)  d^  =  \z\{—  sint/;  +  icosyj)d'ifj  =  i^dyj, 

und  \fj  durchläuft  die   reellen  Werte  von  0  bis  y.     Dieser   zw( 
Teil  liefert  also  zu  dem  Integral  einen  Beitrag  gleich  i  X   dem 
reellem  Wege  zu  nehmenden  Integral: 

<p 

6)  f^V^  =  (f, 

0 

Für  (f  ist  dabei,  wie  eben  aus  der  Definition  durch  das  Integ 
hervorgeht,  derjenige  Wert  des  Arcus  von  z  zu  nehmen,  welc 
nach  §  54  erhalten  wird,  wenn  man  z,  von  i  z  I  ausgehend,  den  v 
geschriebenen  Kreisbogen  durchlaufen  und  dabei  den  Arcus  voi 
ausgehend  sich  stetig  ändern  läßt.     Es  kann  also  hier  ^  jeder  W 
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dieses  Arcus  auftreten,  wenn  man  zuläßt,  daß  der  vorgeschriebene 
Kreisbogen  mehr  als  die  ganze  Peripherie  umfaßt. 

Das  für  diese  specielle  Art  von  Integratiönswegen  gefundene 
Resultat  gilt  nun  ganz  allgemein.  Denn  jeder  beliebige  vor- 
geschriebene  Integrationsweg  von  1  nach  z  läßt  sich  ohne  Über- 
schreitung des  Null-  oder  des  Unendlichkeitspunkts  so  deformieren, 
daß  er  sich  auf  einen  Weg  der  betrachteten  Art  reduziert.  Damit 
ergiebt  sich  aus  §  35,  VI,  daß  die  gefundenen  Werte  bereits  die 
Gesamtheit  der  durch  die  Definition  (I)  gegebenen  Werte  von  log  z 
vorstellen;  und  wir  können  das  Resultat  der  Untersuchung  vollständig 
so  aussprechen: 

IL    Die    Gesamtheit   der    IFerte    des   Logarithmus    der    complexen 
Größe  z  -=  r  e^*^    wird  durch  die  Formel: 
I)  log  z  =  Log  r  -\-  i(f 

geffeben,  tcenn  in  ihr  unter  Log  r  der  reelle  Logarithmus  des  absoluten 
Betrags  von  z,  unter  (p  ein  beliebiger  Wert  ihres  Arcus  verstanden  wird, 

m.  Der  Logarithmus  einer  complexen  Fariabeln,  wie  er  durch  (1) 
definiert  ist,  ist  also  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion,  deren  samt- 
hche  Werte  aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  beliebiger  ganz- 
zaMiger  Fielf acher  der  konstanten  (rröße  2  7i  i  hervorgehen, 

IV.  Nimmt  man  den  Hauptivert  des  Arcus,  so  erhält  man  einen 
heftimmten  „Zweig"  dieser  unendlich  vieldeutigen  Funktion;  man  nennt 
ihn  Haupticert  des  Logarithmus. 

Eine  positiv  reelle  Größe  kann  als  specieller  Wert  einer  com- 
plexen Variabein  angesehen  werden.  Als  solche  hat  sie  dann  auch 
unendlicii  viele  Logarithmen  in  dem  hier  detinierten  Sinne;  von 
ihnen  ist  der  Hauptwert  identisch  mit  ihrem  in  den  Elementen 
definierten  reellen  Logarithmus,  die  andern  haben  imaginäre  Be- 
standteile, die  gerade  Vielfache  von  ni  sind.  —  Die  imaginären 
Bestandteile  der  Logarithmen  negativ  reeller  Größen  sind  ungerade 
Vielfache  von  >ti. 

V.  Will  man  den  Logarithmus  zu  einer  eindeutigen  Funktion  des 
Ortes  machen  y  -so  muß  man  seiner  Betrachtung  die  im  vorigen  Fara- 
graphen  eingeführte   KiEMANNsche  Fläche  zu  Grunde  legen. 

Wir  müssen  nunmehr  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  so  deti- 
nierten Funktion  Logarithmus  kennen  lernen.  Zunächst:  Jeder  ihrer 
Zweige  ist  (nach  §  35,  IV)  in  jedem  ganz  im  Endlichen  liegenden, 
önfech  zusammenhängenden,  den  Nullpunkt  nicht  in  seinem  Innern 
enthaltenden  Gebiete  regulär,  kann  also  in  der  Umgebung  jedes  von 
0  und  00  verschiedenen  Wertes  nach  der  TAYLOKschen  Reihe  ent- 
wickelt werden.    Die  Koeffizienten  dieser  Entwicklungen  lassen  sich 
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durch  successiye  Differentiation  aus  der  Definitionsgleichung  (1)  be- 
stimmen; man  findet  nämlich  wie  für  reelle  z: 

8)  '^log^=(_,)n-i.('L:^!    . 

'  d  X  v 

Besonders  bemerkenswert  ist 

VI.  die  Entwicklung  des  Hauptwerts  nach  Potenzen  von  z  —  1: 

9)       logz  =  .  -  1  _  (*  ri)!  +  ^^  -  i^;ll!  +  -  +  ... 

Der  elementare  Logarithmus  einer  positiven  reellen   Zahl  hat 
femer  die  fundamentale  Eigenschaft,  daß: 

10)  log  (r,  Z3)  =  log  Zj  +  log  z^ 

ist.  Um  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchem  Sinne  diese  Eigen- 
schaft auch  für  die  liier  mit  dem  Namen  Logarithmus  bezeichnete 
unendlich  vieldeutige  Funktion  complexen  Arguments  bestehen  bleibt, 
gehen  wir  davon  aus,  daß  jeder  vorgeschriebene  Weg  von  1  nach 
Zj  Tg  so  deformiert  werden  kann,  daß  er  durch  den  Punkt  z^  hin- 
durchführt,  ohne  daß  dabei  der  Wert  des  Integrals 

H)  J'4^  =  log(r,z,) 

1 

sich  ändert.  Wir  können  also  jeden  Wert  dieses  Integrals  auch  in 
Gestalt  der  Summe: 

12)  /t+/t 

schreiben,  wenn  wir  die  beiden  Integrationswege  passend  wählen. 
Der  erste  Summand  dieser  Summe  ist  ein  Wert  von  logr^;  in  den 
zweiten  fuhren  wir  durch  die  Substitution: 

13)  b  =  -1  ^; 

eine  neue  Integrationsvariable  rj  ein.    Wir  haben  diese  Substitution 
in  ^  9  eingehend  untersucht;  sie  ist  in  der  ganzen  Ebene  umkehre 
bar  eindeutig.     Dem  vorher  in  der  C- Ebene   festgelegten  Weg  von 
Zj  nach  z^  z^   entspricht  also  in  der  7;-Ebene  Punkt  für  Punkt  ein 
ganz  bestimmter  Weg   Yonrj  =  1  nach  tj  =  z^,  sodaß  wir  den  zweiten 
Summanden  von  (12)  ersetzen  dürfen  durch: 


»1 

/ 


-'^  =   einem  Wert  von  log  z^, 

1 
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>amit  ist  die  Gültigkeit  von  (10)  für  complexe  Argumente  zunächst 
1  dem  Sinne  'bewiesen:  wenn  irgend  ein  Wert  der  linken  Seite  ge- 
lben ist,  können  wir  die  Werte  der  Logarithmen  auf  der  rechten 
Mte  stets  so  wählen,  daß  die  Gleichung  zu  stände  kommt  Wir 
innen  sogar  den  Wert  des  einen  der  beiden  Logarithmen  rechts 
ich  ganz  willkürlich  wählen  und  den  andern  dann  immer  noch  so 
izu  bestimmen,  daß  die  Gleichung  richtig  bleibt.  Denn  wenn  ein 
eg  Ton  1  nach  z^  z^  und  einer  von  1  nach  z^  vorgeschrieben 
id,  kann  man  immer  noch  einen  Weg  von  z^  nach  z^  dazu  so 
geben,  daß  alle  drei  Wege  zusammen  eine  geschlossene  Kurve 
Iden,  die  den  Nullpunkt  nullmal  umwindet  (§  54,  X). 

Umgekehrt  ist  aber  auch  jeder  Wert  der  rechten  Seite  von 
J)  gleich  einem  Werte  der  linken  Seite.  Denn  wenn  zwei  will- 
rhehe  Wege  von  1  nach  z^  und  von  1  nach  z^  gegeben  sind, 
nnen  wir  dem  letzteren  durch  die  Substitution  (13)  einen  he- 
mmten Weg  von  Tj  nach  z^  r^  zuordnen  und  diesen  mit  dem 
steren  zu  einem  Weg  von  1  nach  z^  z^  zusammenfassen.  Wir 
•nnen  deshalb  sagen: 

Vll.  Die  Gleichung  (10)  besteht  für  complexe  Argumente  z  in 
m  Sinne,  das  jeder  Wert  der  rechten  Seite  einem  Wert  der  Unken 
ite  gleich  ist  und  umgekehrtj  daß  also  die  Gesamtheit  der  Werte 
ider  Seiten  übereinstimmt 

Wir  hätten  diesen  Satz,  sobald  einmal  die  Gleichheit  irgend 
Icher  Werte  beider  Seiten  festgestellt  ist,  auch  daraus  ableiten 
nnen,  daß  beide  Seiten  den  gleichen  Grad  von  Vieldeutigkeit 
sitzen,  indem  beiderseits  der  Übergang  von  einem  Werte  zu  be- 
bigen  andern  durch  Addition '  irgend  welcher  ganzzahligen  Viel- 
ehen von  2  7ti  geschieht  Das  eingeschlagene  Verfahren  zeigt 
irüber  hinaus  noch,  wie  man,  wenn  zwei  Integrationswege  gegeben 
od,  den  dritten  zu  wählen  hat,   damit  die  Gleichung  richtig  \\-ird. 

Bei  andern  Gleichungen  zwischen  mehrwertigen  Funktionen 
)nnen  die  Dinge  ganz  anders  liegen.     Setzen  wir  z.  B.  in  Glchg. 

0)  2j  =x  Zj  =  z,  so  können  wir  noch  vorschreiben,  daß  auch  die 
Mden  Wege  auf  der  rechten  Seite  zusammenfallen  sollen,  und  es 
M  dann  aus  dem  ersten  Beweise  von  Satz  Vli  hervor,  daß  in  der 
itstehenden  Gleichung: 

1)  log.(z»)  =  2  log  z 

der  Wert  der  rechten  Seite  einem  Werte  der  linken  Seit«  gleich 
l    Schreiben  wir  aber  den  Weg  von   1   nach  z*  und  einen  der 

11* 
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Wege  von  1  nach  z  vor,  so  können  wir  nicht  schließen,  daß  der 
nach  der  vorhin  gegebenen  Regel  zu  bestimmende  zweite  Weg  von 
1  nach  z  mit  dem  ersten  zusammenfalle,  bezw.  sich  ohne  Über- 
schreitung des  Nullpunkts  auf  ihn  reduzieren  lasse.  Die  zweite 
Methode  giebt  hier  Auskunft:  man  sieht,  daß  die  linke  Seite  von 
(11)  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache  von  2:ii,  die  rechte  nur  bis  auf 
solche  Vielfache  von  ini  unbestimmt  ist     Wir  finden  somit: 

Vin.  In  Gleichung  (11)  ist  zwar  jeder  Wert  der  rechten  Seite 
einem  Wert  der  linken  Seite  gleich,  aber  die  linke  Seite  kann  außerdem 
noch  die   Werte  von  2  log  z  +  2  tt  i  haöefi, 

mm  ^B— - 

Übrigens  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben:  WoUte  man  in 
den  Gleichungen  (10)  und  (11)  für  alle  Logarithmen  ihre  Haupt- 
werte  setzen,  so  würde  man  nicht  in  allen  Fällen  richtige  Resultate 

3.1  i 

erhalten,  wie  einfache  Beispiele  zeigen.      (Man  setze  etwa  z  =  e  *  .) 


§  57.    Die  durch  den  Logarithmus  vermittelte  leonforme  Abbildung. 

Wir   wenden    uns   nunmehr   zur  Untersuchung   der    durch   die 
Funktion : 

1)  w  =  logz 

vermittelten  konformen  Abbildung  der  r- Ebene  auf  die  tr- Ebene; 
dabei  fassen  wir  zunächst  den  Hauptwert  ins  Auge.  Aus  der  Theorie 
des  reellen  Logarithmus  einer  reellen  positiven  Zahl  I  r  |  ist  bekannt^ 
daß  er  beständig  wachsend  alle  reellen  Zahlwerte  von  —  oc  bis 
+  00  durchläuft,  wenn  '.  z  von  0  bis  oo  wächst.  Femer  wächst  tp 
beständig  von  —  7t  bis  +  tt,  wenn  z  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt, 
von  seinem  Schnittpunkt  mit  der  negativen  a:-Axe  ausgehend  und 
dahin  zurückkehrend,  in  positivem  Sinne  beschreibt  Da  nun  ein 
Kreis  um  den  Nullpunkt  und  ein  vom  Nullpunkt  ausgehender  Badius 
Vektor  sich  nur  in  einem  Punkte  schneiden,  so  folgt: 
I.  Der  Haiiptivert: 

2)  711  =  H  -{-  iv 

des  Logarithmus  nimmt  jeden  endliche?},  complexen   Wert,    dessen    ima- 
ginärer Bestandteil  v  den   Ungleichungen: 

3)  —  ;r  <  i?  ^  vT 

genügt,  in  einem  und  nur  in  einem  Funkt  der  Ebene  an. 

Das  heißt  aber,  geometrisch  ausgedrückt: 

n.    Durch    den  Hauptirert  des  Logarithmus  wird  die    längs   der 
Halbaxe    der   negativ    reellen  Zahlen  aufgeschnittene  z- Ebene   konform 
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abgebildet  auf  den  von  den  Geraden  v  =  —  n  und  t?  =  +  ;r  begrenzten 
Paraliehtreifen  der  w^Ebene, 

Den  vom  Nullpunkt  ausgehenden  Halbstrahlen  der  r- Ebene 
entsprechen  dabei  die  Parallelen  zur  w-Axe,  den  zum  Nullpunkt 
konzentrischen  Kreisen  der  2:-Ebene  die  Parallelen  zur  r-Axe. 

Geht  man  vom  Hauptwert  des  Logarithmus  zu  seinen  übrigen 
Werten  über,  so  findet  man: 

ni.  Der  kte  Wert  des  Logarithmus  bildet  die  längs  der  Ualbaxe 
der  negativ  reellen  Zahlen  aufgeschnittene  Z' Ebene  auf  den  von  den 
Parallelen : 

ü  =  (2Ä-  l)7r,     v  =  {2k+  1)71 

begrenzten  Streifen  der  w^Ebene  ab. 

Die  Bilder  der  z- Ebene,  welche  vermittelst  der 'verschiedenen 
Zweige  der  Funktion  Logarithmus  in  der  M7-Ebene  entworfen  werden, 
legen  sich  demnach  in  dieser  glatt  nebeneinander  und  bedecken 
schließlich  die  ganze  r-Ebene  einfach  und  lückenlos.     Daraus  folgt: 

IV.  Es  giebt  stets  einen  und  nur  einen  (endlichen  und  von  Null 
verschiedenen)  Wert  z,  für  welchen  einer  der  Werte  von  log  z  gleich 
einer  beliebig  vorgegebenen  endlichen  complexen  Große  w  ist 

Stellen  wir  uns  also  das  Problem:  ^,den  Logarithmus  umzukehrend^, 
<1.  h.  betrachten  wir  z  als  Funktion  von  w,  so  sehen  wir,  daß  diese 
Funktion  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  ist  Sie  ist  femer  in  der 
ganzen  Ebene  stetig,  wie  aus  der  Definition  des  Logarithmus  durch 
ein  bestimmtes  Integral  folgt;  auch  an  den  Grenzen  der  Streifen 
ist  die  Stetigkeit  nicht  unterbrochen,  wie  aus  den  Entwicklungen 
der  §§  54,  55  über  den  stetigen  Zusammenhang  zwischen  den  ver- 
schiedenen Zweigen  des  Logarithmus  (bezw.  Arcus)  hervorgeht.  End- 
lich hat  sie  auch  eine  in  der  ganzen  Ebene  stetige  erste  Ableitung: 

jv  dx       ^    d  tc 

dw  dx         ' 

es  ist  nämlich  z  für  alle  endlichen , Werte  von  w  endlich  und  von 
0  verschieden.  Zufolge  der  Definition  einer  regulären  Funktion  und 
des  Satzes  §  38,  X  können  wir  daher  sagen: 

Y.  Die  Umkehrung  des  Logarithmus  ist  eine  in  der  ganzen  Ebene 
TeguVdrej  also  eine  ganze  transcendente  Funktion, 

Wenn  wir  das  erst  wissen,  können  wir  uns  zur  Bestimmung  der 
Koeffizienten  dieser  Keihe  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten bedienen,  indem  wir: 
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in  die  Differentialgleichung  (4)  einsetzen.  Wir  erhalten  daraus  die 
Rekursionsformel  für  die  -Y^: 

und  da  //q  =  1  sein  muß  (denn  ^  =  1 ,  w  =  0  sind  ein  Paar  zu- 
sammengehöriger Werte),  so  gestattet  diese,  die  A^  snccesriTe  za 
berechnen.     Wir  erhalten  so: 

5)  -  =  ^  +  2  '^-,,    m.  W.: 

VI.  Die  Umkehrung  des  Logarithmus  ist  die  uns  aus  %  40  be- 
kannte Exponentialfunktion  complexen  Arguments. 

W^ir  hätten  dieses  Resultat  noch  auf  manche  andere  Art  er- 
halten können,  z.  B.  durch  ümkehrung  der  Reihe  §  56,  {9)  im  Sinne 
von  §  46,  X  oder  indem  wir  durch  eingehendere  üntersachung  der 
durch  den  Logarithmus  vermittelten  konformen  Abbildung  zeigen» 
daß  sie*  gerade  die  ümkehrung  der  durch  die  Exponentialficuiktion 
vermittelten  ist  Der  liier  eingeschlagene  Weg  ist  deswegen  von 
Wichtigkeit,  weil  man  auf  ihm  auch  in  komplizierteren  Fällen  zu 
der  Erkenntnis  gelangen  kann,  daß,  bezw.  ob  ein  vorgelegtes  Um- 
kehrproblem durch  eine  eindeutige  Funktion  gelöst  wird.  Zur  Ver- 
meidung von  Mißverständnissen  sei  noch  ausdrücklich  bemerkt:  zum 
Beweise  des  Satzes  V  würde  es  nicht  ausreichen  zu  zeigen,  daß  die 
Umkehrungsfunktion  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  ihres  De- 
finitionsbereichs regulär  ist;  es  ist  vielmehr  erforderlich,  daß  man 
sich  über  die  Gestalt  dieses  Detinitionsbereichs  zunächst  eine  klare 
Vorstellung  verschafft,  was  eben  am  einfachsten  durch  Untersuchung 
der  konformen  Abbildung  geschieht. 


§  58.    Die  Quadratwurzel. 

Mit  Hilfe  der  Funktion  Logarithmus  gelingt  es  uns  nun  auch, 
die  am  Ende  des  ersten  Abschnitts  zurückgeschobene  Frage  nach 
der  Bedeutung  der  Wurzeln  complexer  Größen,  d.  h.  der  Umkehrung 
der  in  §  18  untersuchten  Funktion  r",  zu  erledigen.  Es  würden 
dazu  zwar  schon  die  Sätze  III  und  IX  des  §  18  ausreichen;  man 
beachte  aber,  daß  wir  diese  Sätze  damals  nur  auf  Gh-und  der  Dar- 
stellung einer  complexen  Zahl  durch  absoluten  Betrag  und  Arcus 
gewonnen  haben,  die  mit  der  Bestimmung  ihres  Logarithmus  äqui- 
valent ist,  soweit  der  hier  wesentliche  Punkt  der  Vieldeutigkeit  in 
Betracht  kommt.     Man  kann  ja  freilich  jene  Sätze,  wenn  man  erst 
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den  Fnndamentalsatz  der  Algebra  hat,  auch  rein  algebraisch  ableiten; 
aber  das  ist  viel  umständlicher.^  Überhaupt  ist  eine  algebraische 
Funktion  nicht  notwendig  an  und  für  sich  einfacher  als  eine  trans- 
cendente.  In  diesem  Paragraphen  woUen  wir  nun  die  Funktion 
.Quadratwurzel'  mit  Hilfe  der  Funktion  Logarithmus,  bezw.  der 
Exponentialfunktion  untersuchen,  als  einfachstes  Beispiel  dafür,  wie 
man  in  die  Natur  einer  zwischen  zwei  Yariabeln  bestehenden  al- 
gebraischen Abhängigkeit  dadurch  Elinblick  erhält,  daß  man  sie  beide 
als  eindeutige  transcendente  Funktionen  einer  Hil&yariabeln  darstellt 

Wir  definieren  zunächst: 

I.   Unter  der  Q^ai^raiwurzel  aus  einer  complexen  Große  z: 

1)  s  =  Y^ 

verstehen  tcir  eine  complexe  Große  s,  die  der  Gleichung: 

2)  S^  =  2 

Bestimmen  wir  nun  eine  Hil&größe  rj  durch  die  Bedingung: 

3)  z  ==  ef, 

i  k  setzen  wir  17  gleich  einem  der  Werte  der  uns  schon  bekannten 
Funktion  logz,  so  können  wir  folgendermaßen  auch  s  als  eindeutige 
Funktion  von  17  ausdrücken.  Da  die  Gleichung  (2)  bestehen  soll, 
moB  auch  jeder  Wert  des  Logarithmus  der  einen  Seite  gleich  einem 
Wert  des  Logarithmus  der  andern  Seite  sein;  es  folgt  also: 

4)  fj  =  einem  der  Werte  von  log(«'). 

Diese  Werte  zerfiGtllen  aber  (§  56,  VIII)  in  zwei  Klassen:  die 
einen  sind  =2 log*,  die  andern  unterscheiden  sich  von  diesen  um 
ungerade  Vielfache  von  2;ri.  Es  folgt  also,  daß  jeder  Wert  von 
log*  sich  entweder  in  der  Form: 


V 

2 
oder  in  der  Form: 


1+  '2kni,  Ä  =  0,   ±1,   ±2... 


^  +  ^{2k  +  l)'27ii,     k  =  0,  ±U  ±2... 


darstellen  lassen  muß.     Wir  können  beide  in  die  eine  Form: 

I  +  Asft,  Ä  =  0,  ±1,  ±2 

zusammenfassen  und  erhalten  so  das  Resultat: 


^  y^  z.  B.  H.  Webeb,  Lefarbnch  der  Algebra,  Bd.  I  (Braunschweig  1895) 
^  107. 
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II.  ^Hrd  der  gegebene  HWt  von  z  auf  die  Form  (3)  gebracht, 
so  muß  jeder  zugehörige   Wert  von  s  unter  der  Form: 

5)  .  s  =^  e^ 

enthalten  sein,  in  der  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

Umgekehrt  folgt  aus  den  Gleichungen  (11),  (12)  von  §  40: 

III.  Wie  auch  die  ganze  Zahl  k  in  (5)  gewählt  werden  mag^ 
immer  liefert  diese  Formel  einen  Wert  von  s,  der  die  Gleichung  (2) 
erfüllt,  also  n,  Def  als  ein   Wert  von  ^fz  zu  bezeichnen  ist 

Wir  können  das  übrigens  auch  noch  anders  fassen.  Wir  haben 
oben  unter  r]  einen  bestimmten  der  Werte  von  logz  verstanden; 
alle  andern  sind  dann  ij  +  2kni.  Wir  erhalten  also  gerade  alle 
die  Werte  (5),  wenn  wir  in: 

6)  5  =  e-=e^ 

unter  ?;  nicht  mehr  einen  bestimmten,  sondern  einen  beliebigen  der 
Werte  von  log  z  verstehen.  Demnach  können  wir  die  Sätze  IE  und 
III  auch  so  aussprechen: 

IV.  Wir  erkalten  alle  Paare  zusammengehörender  Werte  s,  r, 
welche  die  Gleichung  (2)  befriedigen^  wenn  wir: 

7)  s  =  c*//a ,     z  =  e't 

setzen  und  7]  als  unabhängige   Variable  behandeln. 

V.  Nehmen  wir  fTir  logz  in  (6)  den  Hauptwert,  so  erhalten  wir 
einen  bestimmten  Wert  von  s;  wir  nennen  ihn  den  Hauptwert  der 
Quadratwurzel,  Er  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  sein  Arcus  \p  den 
Bedingungen : 

8)  -    2   <  ^'  ^  2 

genügt,  m,  a,    // .,  daß  sein  reeller  Bestandteil  nickt  negativ  ist 

Da  wir  den  Logarithmus  als  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion 
erkannt  haben,  so  könnte  es  nach  der  Darstellung  (6)  zunächst 
scheinen,  als  ob  auch  die  Quadratwurzel  unendlich  vieler  Werte 
fähig  wäre.  Aber  das  ist  nicht  der  Fall.  Alle  Werte  des  Loga- 
rithmus entstehen  nämlich  aus  dem  Hauptwert  durch  Addition  von 
2k  ni,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet  Ist  diese  ganze 
Zahl  gerade,  so  erhält  man  aus  (6)  denselben  Wert  s  =  s^j  wie 
wenn  man  den  Hauptwert  des  Logaritlnnus  nimmt;  ist  sie  ungerade, 
so  erhält  man  s  =  s^^e-'''  =  —  s^^.  Es  giebt  folglich  ftlr  die  Quadrat- 
wurzel außer  dem  Hauptwert  nur  noch  einen  Nebenwert;  anders 
ausgedrückt: 


§  59.     Die  RiEUASNSche  Fläche  der  Quadratwurzel. 


VI,  Zu  jedem  (von  0  und  CO  verschiedenen)  Wert  der  complexen 
f!r-roße  z  gehören  zwei  und  nur  zwei  H'erte  von  s,  welche  der  Gleichung 
C^J  Genüge  leisten. 


§  59.    Dia  RiEHANN'sche  Fläche  der  Qluadratwurzel. 

Infolge  des  letzten  Satzes  bedarf  es,  um  die  Quadratwurzel  zu 
<einer  eindeutigen  Funktion  des  Ortes  auf  einer  Fläche  zu  machen, 
nicht  der  unendlich  rielblättrigen  Schraubeufläche  des  Logarithmus, 
sondern  es  genügt  eine  zweiblättrige  Fläche,  die  aus  zwei  Urningen 
jener  Schr&ube  besteht  (Fig.  28).  Dabei  ist  zu 
beachten,  daß  der  „zweite  Wert"  des  Logarithmus 
(im  Sinne  der  Definition  §  54,  IV)  wieder  den  j 

Hauptwert  der  Quadratwurzel  liefert     Wo  also  ' 

hei  der  Fläche  des  Logarithmus  A&a  zweite  Blatt 

in  das  dritte  überging,  muß  bei  der  Fläche  der 

Quadratwurzel  an  das  zweite  Blatt  wieder  das 

erste  sich  anschließen,  wenn  andei-s  jedem  stetigen  Zusammenhang 

der  Funktiouswerte    ein    stetiger    Zusammenhang   der   Fiächenteile 

«nlsprechen  soll.    Das  kann  mau  sich  aber  im  Räume  nicht  anders 

Torstellen,    als  in  der  Weise,    daß  man  die  Schlwßkanle  des  ztceiten 

Blattes  den    unter    ihr    liegenden  Hächenteil 

durchdringen    läßt,    damit    sie    die   wieder 

unter   diesem    liegende    Änfangskaute    des 

«rsten  Blattes  erreichen  und  sich  mit  ihr 

(erschmelzen  kann  (Fig.  29). 

Man   macht  sich    von    einer    solchen 

l^läche  am  leichtesten  ein  Bild,  wenn  man 

sie  allmäblich  entstehen  läßt.     Man  denke 

aich  in  der  Ebene  einen  im  Nullpunkt  be- 
ginnenden  unbegrenzten   Badius,    der   von 

einer  bestimmten  Anfangslage  (etwa  <p  = 


Fig.  29. 


i)  aus  sich  in  positivem 
Sinne  um  den  Nullpunkt  dreht  und  durch  diese  seine  Bewegung  ein 
Flächenstuck  beschreibt.  Wenn  er  in  die  Anfangelage  zurückgelangt 
iät,  hat  die  erzeugte  Fläche  zwei  dicht  nebeneinander  liegende 
Bänder.  Diese  sollen  aber  nun  nicht  miteinander  verschmelzen, 
sondern  der  vorschreitende  Rand  soll  sich  über  den  festen  weg- 
schieben und  seine  drehende  Bewegung  im  selben  Sinne  wie  bisher 
iceiter  fortsetzen,  indem  er  dabei  das  fortwährend  sich  ausdehnende 
Fläoheustück  hinter  sich  her  schleppt.  Wir  lassen  diesen  vor- 
scijieitenden  Rand  noch  einen   zweiten  Umlauf  macheu,  dann  aber 
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das  uuter  ihm  liegende  Flächenstück  durchsetzen  und  sich  mit  den: 
noch  tiefer  liegenden  Anfangsrand  vereinigen. 

Fig.  30  stellt  einen  senkrecht  zur  Halbaxe  der  negativ  reellen 
Zahlen  geführten  Schnitt  durch  die  Fläche  dar;  sie  zeigt,  wie  läng» 

derselben  der  linke  Teil  des  I.  Blattes  mit  dem 
rechten  des  11.,  der  rechte  des  L  mit  dem  linken 


X 


des  n.  zusammenhängt. 


r  r 

Der  Nullpunkt,  um  den  herum  die  beiden 

"Piff      OQ  *■  ' 

^'  Blätter    miteinander   zusammenhängen,    so  daß 

man  bei  seiner  Umkreisung  aus  einem  Blatt  in  das  andere  gelangt^ 
heißt  ein  Verzweigungspunki  der  Fläche  (vgl.  §  55,  II)  und  zwar  ein 
einfacher,  oder  ein  solcher  von  der  ersten  Ordnung.  Ebenso  ist  der 
Punkt  QO  einfacher  Verzweigungspunkt.  Die  Linie  längs  welch« 
die  beiden  Blätter  sich  durchsetzen,  heißt  Übergaiigslinie. 

Auf  dieser  Fläche  ist  nun  die  Quadratwurzel  eine  eindeutige  Funktioi 
des  Ortes;  jedem  ihrer  Punkte  ist  nicht  nur  ein  bestimmter  Weit 
von  z,  sondern  auch  ein  bestimmter  Wert  von  s  ==  '^z  zugewiesea 
Dabei  ist  s  auch  eine  stetige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Fläche; 
durchläuft  ein  Punkt  einen  auf  der  Fläche  selbst  (nicht  etwa  blol 
in  der  Projektion  auf  die  z-Ebene)  geschlossenen  Weg  in  stetigen 
Fortschreiten,  so  ändern  sich  auch  die  zugehörigen  Werte  d« 
Quadratwurzel  stetig.  Umgekehrt  entspricht  auch  jedem  Wertepa0 
(z,  s),  das  der  Gleichung  §  58,  (2)  genügtj  nur  ein  Punkt  der  Flädtt» 
Dainit  das  ausnahmslos  gilt,  müssen  wir  noch  festsetzen:  der  Fett 
Zweigungspunkt  zählt  nur  für  einen  Funkt  der  Fläche^  enteprech^ 
dem  Wertepaar  (0,  0).  Jeder  andere  Punkt  der  Übergangslinie  dagefü 
repräsentiert  zwei  Punkte  der  Fläche,  von  denen  der  eine  dem  einen, 
der  andere  dem  anderen  der  sich  in  der  Übergangslinie  durcfc 
setzenden  Flächenteile  angehört. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  daß  man  sich  darüber  klar  ist,  was  ai 
dieser  geometrischen  Darstellung  des  Zusammenhangs  der  FonktioDi 
werte  durch  die  RiEMANNsche  Fläche  wesenüich  und  was  unwesent 
lieh  ist.  Wesentlich  sind  die  Verzweigungspunkte  r  =  0  und  z  ^  CO 
sie  ändern  liieße  von  der  Funktion  s  ^^  z  zu  einer  andern  Funküoi 
übergehen,  nicht  bloß  dem  geometrischen  Bild  eine  andere  Gestai 
erteilen.  Dagegen  ist  die  Gestalt  der  Übergangslinie  ganz  unwesent 
lieh;  sie  muß  nur  die  Punkte  0  und  oo  verbinden.  Daß  sie  gerad* 
mit  der  Axe  der  negativ  reellen  Zahlen  zusammenfällt,  ist  nur  ein 
Konsequenz  des  Willküraktes,  durch  den  wir  §  54,  I  den  Haupt 
wert  des  Arcus  und  damit  des  Logarithmus  definiert  hab^iL  Wi 
könnten  irgend  eine  andere  willkürliche  Festsetzung  treffen,  um  ei 
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erstes  Blatt  unserer  Fläche  zu  definieren.  Geometrisch  wird  sich 
eine  solche  Festsetzung  immer  so  formulieren:  Man  ziehe  eine  be- 
stimmte, sich  nicht  durchsetzende  Linie  von  0  nach  oo;  alsdann 
rähle  man  fär  einen  bestimmten,  nicht  auf  dieser  Linie  liegenden 
^uiikt  Zq  einen  der  beiden  zugehörigen  Werte  von  s,  s^,  und  nehme 
a  jedem  andern  Punkte  z^  denjenigen  Wert  von  «,  den  man  erhält, 
enn  man  z  von  z^  aus  einen  die  Linie  nicht  schneidenden  Weg 
eschreiben  und  dabei  s  von  Sq  aus  sich  stetig  ändern  läßt.  Nehmen 
ir  dann  zwei  solche  Blätter  und  verbinden  sie  längs  der  Ubergangs- 
nie  kreuzweise,  so  erhalten  wir  ebenfalls  eine  Fläche,  auf  der  y~z 
ine  eindeutige  und  stetige  Funktion  des  Ortes  ist 

Wollen  wir  dieser  Willkürlichkeit  der  Ubergangslinie  in  unserem 
äometrischen  Bilde  Rechnung  tragen,  so  müssen  wir  uns  die  Blätter 
!  der  Weise  gegeneinander  beweglich  denken^  daß  die  Ubergangslinie 
nbeschadet  des  Zusammenhangs  verschoben  werden  kann.  Freilich 
^tzt  das  voraus,  daß  der  eine  Flächenteil  sich  teilweise  durch  den 
ädern  hindurchschiebt,  ohne  daß  dieser  zerreißt;  aber  wir  haben 
ach  gar  nicht  nötig,  den  Blättern  die  Eigenschaft  der  Undurch- 
ringlichkeit  beizulegen,  da  sie  ja  geometrische  und  nicht  physika- 
sche  Gebilde  sind.  Überhaupt  ist  die  Ubergangslinie  nur  ein  not- 
endiges  Übel;  es  findet  in  ihr  ebensowenig  ein  stetiger  Übergang 
^n  einem  der  zu  demselben  Argumentwerte  gehörenden  Funktions- 
erte  zum  andern  statt,  wie  in  andern  Stellen  der  Fläche  (mit 
.usnatune  der  Verzweigungspunkte).  Wir  wollen,  um  dem  Rechnung 
1  tragen,  folgendes  festsetzen  —  und  zwar  ein-  für  allemal,  da 
QS  ähnliche  Verhältnisse  noch  öfter  begegnen  werden: 

Zwischen  zwei  Flächenteilen,  die  sich  in  einer  Linie  durchsetzen, 
7ll  längs  dieser  Linie  kein  Zusammenhang  angenommen  werden;  ein 
hinkt j  der  sich  auf  einer  derartigen  Fläche  bewegt,  soll,  wenn  er  an 
M  solche  Linie  kammty  niemals  auf  den  andern  Flächenteil  übergehen 
urfen. 

(In  Fig.  30  bilden  die  linke  Hälfte  des  unteren  und  die  rechte 
es  oberen  „Blattes*'  den  einen,  die  rechte  Hälfte  des  unteren  und 
ie  linke  des  oberen  den  andern  der  beiden  ,, Flächenteile**,  von 
eichen  in  vorstehendem  Satze  die  Rede  ist.) 

§  60.    Zusammenhangsverhältnisse  dieser  Fläche. 

Man  begegnet  häufig  der  Aufgabe,  die  allgemeinen  Sätze  des 
T.  Abschnitts  über  eindeutige  Funktionen  von  z  auf  solche  Funktionen 
i  übertragen,  welche  auf  irgend  einer  andern  RiEMANNschen  Fläche, 
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als  der  Ebene,  hezw.  der  Kugel  eindeutige  Funktionen  des  Orte 
sind.  Nun  beruhten  jene  Sätze  auf  dem  fundamentalen  CAucHYsche; 
Integralsatz  von  §  36,  und  dieser  wieder  auf  der  Umformung  eine 
über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckten  Integrals  in  ein  Doppel 
integral  über  die  von  der  Kurve  begrenzte  Fläche.  Sollen  dahej 
jene  Sätze  auf  irgend  eine  andere  Fläche  übertragen  werden,  sc 
wird  jedesmal  vor  allem  die  Vorfrage  entschieden  werden  müssen, 
ob  auch  auf  dieser  Fläche  jede  geschlossene  Kurve  für  sich  allein 
ein  Flächenstück  vollständig  begrenzt;  es  ist  das  nämlich,  wie  vrii 
sehen  werden,  keineswegs  bei  allen  Flächen  der  Fall. 

Die  Frage  ist,  wie  man  sieht,  eine  qualitative;  sie  hat  mit  den 
Maßverhältnissen  der  Fläche  nichts  zu  thun,  sondern  ist  für  alle 
Flächen  in  derselben  Weise  zu  beantworten,  die  durch  stetige  Um- 
formung (Biegung  und  Dehnung)  ohne  Zerreißung  ineinander  über- 
geführt werden  können.  Sie  gehört  also  einem  Abschnitte  der 
Geometrie  an,  den  man  als  Analysis  situs  oder  Topologie  zu  be- 
zeichnen pflegt  und  der  überhaupt  von  denjenigen  Eigenschaften 
geometrischer  Gebilde  handelt,  welche  allen  Gebilden  gemeinsam 
sind,  die  durch  Biegung  und  Dehnung  ohne  Zerreißung  ineinander 
übergeführt  werden  können.  Man  kann  in  ihr  noch  den  Unterschied 
machen,  ob  man  nur  solche  Umformungen  in  Betracht  ziehen  will, 
bei  welchen  die  Gebilde  auch  als  undurchdringlich  angesehen  werd^ 
oder  ob  man  ihnen  die  Eigenschaft  der  Undurchdringlichkeit  ab- 
sprechen will.  Für  unsere  Zwecke  ist  es  nach  den  Auseinander- 
setzungen des  vorigen  Paragrai)hen  durchaus  erforderlich,  daß  wir 
uns  auf  den  zweiten  Standpunkt  stellen.  Dann  können  wir  unsere 
Fläche  folgendermaßen  in  eine  Kugel  umformen:* 

Wir  beginnen  damit,  daß  wir  das  innere  Blatt  immer  weiter 
durch  die    Übergangslinie  herausziehen   (Fig.  31,  a).      Das  können 

wir  solange  fortsetzen  bis  über- 

®/^^^      r^'^       (       J     haupt  der  ganze  innere  kugel- 
^^j-^      ^ —         ^^^^     förmige  Sack  herausgezogen  ist; 

es  erscheint  dann  an  der  Stelle, 
^^*  an  der  die  Übergangslinie  sich 

befunden  hatte,    eine  scharfe  Kante  {b).     Diese  glätten  wir  ab  (<r) 
und  haben  schließlich  eine  Kugel  in  der  Hand  [d). 

Wir  können  uns  diesen  Umformungsprozeß  übrigens  auch  noch 
etwas   anders   zurechtlegen.     Wir   können    uns  zunächst  die  innere 

*  Eine  große  Anzahl  von  Figuren  zur  Erläuterung  solcher  Umformung»' 
prozesse  findet  man  in  dem  Schriftchen  von  Fr.  Hofmakn:  Methodik  der  stetiget 
Deformation  zweiblättriger  RiEMANNscher  Flächen,  Halle  1888. 


§  60,     Zusammenhangsverhältnisse  dieser  Fläche,  173 


Kugel  mehr  und  mehr  abgeplattet  denken,  bis  sie  zuletzt  in  eine 
doppelt  bedeckte  ebene  Kreisscheibe  tibergeht  Dann  können  wir 
uns  vorstellen,  daß  wir  die  beiden  Blätter  dieser  Scheibe  durch- 
einander durchschlagen,  so  daß  eine  Kugel  mit  einer  sackförmigen 
Einstülpung  entsteht  (Fig.  32,  b).  Lassen  wir 
diese  Einstülpung  sich  immer  mehr  abflachen, 
so  haben  wir  schließlich  ebenfalls  eine  Kugel. 
Übrigens  brauchen  wir  die  Frage  nach 
der  Möglichkeit  einer  stetigen  Umformung  einer  ^    p. 

Fläche   in   eine   andere   gar   nicht   in   erster 

Linie    zu   betonen.     Worauf  es   schließlich    ankommt,    damit   zwei 

Flächen  für  die  von  uns  vorzunehmenden  Untersuchungen  äquivalent 

sind,  das  ist  nur:  die  Flächen  müssen  sich  so  aufeinander  beziehen 

lassen,  daß  jedem  stetigen  Weg  auf  der  einen  ein  stetiger  Weg  auf 

der  andern  entspricht     Denn  dann  wird  auch  jeder  geschlossenen 

Linie   der   einen,    die  einen  Flächenteil  vollständig   abgrenzt,    eine 

geschlossene  Linie  der  andern  von  derselben  Eigenschaft  entsprechen 

(sonst  würde  nämlich  einem  stetigen  Weg  auf  der  zweiten  Fläche, 

der  zwei  Punkte    auf  verschiedenen  Seiten  dieser  Linie  verbindet, 

kein  ebensolcher  Weg  auf  der  andern  Fläche  entsprechen  können, 

gegen  die  Voraussetzung).     Eine  solche  Zuordnung  zweier  Flächen 

zu  einander  wird  aber  auch  erreicht  sein,  wenn  der  folgende  Prozeß 

zum  Ziele  führt. 

Man  zerschneide  die  vorgelegte  Fläche  in  irgend  welche  Stücke, 
ti'age  aber  vorher  dafür  Sorge,  daß  an  den  neu  entstehenden 
Rändern  vermerkt  wird,  in  welcher  Weise  sie  zusammengehören. 
Dann  deformiere  man  jedes  der  entstandenen  Stücke  für  sich,  ohne 
Zerreißung  und  ohne  Verschmelzung  vorher  getrennter  Teile.  Hierauf 
lege  man  die  deformierten  Stücke  wieder  so  nebeneinander,  daß  sie 
mit  solchen  Teilen  ihrer  Ränder  paarweise  aneinander  stoßen,  welche 
auch  ursprünglich  zusammen  gehörten.  Endlich  vereinige  man  diese 
Ränder  wieder. 

In  unserem  Falle  kann  das  nun  folgendermaßen  geschehen. 
Wir  bezeichnen  zunächst  das  rechte  (d.  h.  auf  der  Seite  der  positiven 
7  gelegene)  Ufer  der  Übergangslinie  in  jedem  Blatte  durch  Schraffierung 
Fig.  33,  ä).  Dann  führen  wir  längs  der  Übergangslinie  einen  Schnitt 
lurch  beide  Blätter,  so  erscheint  jedes  Blatt  als  eine  mit  einem 
Einschnitt  versehene  Kugel,  resp.  Ebene  —  die  letztere  Vorstellung 
st  hier  die  bequemere.  Ladem  wir  clip  >^^iden  Ufer  des  Einschnitts 
im    den    Nullpunkt    n  \tungen    hin    aus- 

3inanderdrehen,  presj  wir  setzen  das 
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80  lange  fort,  bis  der  Winkel  im  Nullpunkt,  der  2  n  betrug,  auf  : 
reduziert  ist.  Ebenso  verfahren  wir  mit  dem  andern  Blatte.  Sin< 
die  Blätter  beide  so  weit  umgeformt,  so  können  wir  sie  in  dei 
Ebene  glatt  nebeneinander  legen;    und  zwar  thun  wir  das  so,  dal 

wir  den  glatten  Band  jedes 
^'=      Blattes  an  den  schraffierten 


Ä/  ^^ .^ 


I 


^///////////////  ^^'^^  2r  ^=7      ^®®  andern  legen,  wie  es  ur- 

sprünglich    der    Fall    war. 
(Dabei  können  wir  auch  da- 
für noch  sorgen,  daß  gerade 
^^-  ^^'  solche    Punkte    der   Rander 

nebeneinander  zu  liegen  kommen,  die  auch  ursprünglich  neben- 
einander lagen.)  Schließlich  vereinigen  wir  diese  Bänder  urieder; 
dann  haben  wir  eine  schlichte  Ebene,  bezw.  Kugel  vor  uns.  (Fig.  33,  c.) 
Wir  gelangen  also  bei  allen  diesen  Umformungsmethoden  übe^ 
einstimmend  zu  dem  Satze; 

Die    zweiblättriffe    RiEMANNSche    Fläche    mit   zwei   Ferzweigungf' 
punkten  hat  dieselben  Zusammenhanffsverhältnisse  wie  die  Kugel, 


§  61.   Anwendung  der  CAucHY'schen  Sätze  auf  Funktionen,  die  auf 
der  RiEMANN'schen  Fläche  von  ^z  eindeutig  sind. 

Nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  hat  die  zwei- 
blättrige RiEMANNsche  Fläche  mit  zwei  Verzweigungspunkten  mit 
der  Kugel  die  Eigenschaft  gemein,  daß  sie  durch  jede  auf  ihr  ge- 
zogene geschlossene  Kurve  in  je  zwei  Teile  zerlegt  wird,  deren  jeder 
von  der  Kurve  vollständig  begrenzt  ist  Infolgedessen  können 
wir  die  CAUCHYschen  Sätze  des  11.  Abschnitts  auf  jede  Punktion 
anwenden,  die  in  einem  begrenzten  Bereiche  unserer  Fläche 
regulär  ist. 

Wenn  der  betreffende  Bereich  keinen  Verzweigungspunkt  in 
seinem  Innern  enthält,  hat  das  gar  keine  Schwierigkeit.  So  gili 
z.  B.  für  die  Funktion  ]/r  selbst  in  der  Umgebung  eines  beliebigen 
von  0  und  oo  verschiedenen  Punktes  a  der  Fläche  die  TatlobscIu 
Entwicklung: 

1)        /z  =  y^|l  +  y    --  -  ^iS^-  +  274-6--^-  -  +  -h 

die    den   einen   oder   den   andern   Zweig   der   Funktion   liefert,  j 
nachdem  man  für  den  vor  der  Klammer  stehendenden  Faktor  ]/( 
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den  einen  oder  den  andern  Wert  nimmt  (in  der  Klammer  stehen 
nur  eindeutige  Funktionen).^ 

Wenn   der  betreffende  Bereich  aber  einen  Verzweigungspunkt 
in  seinem  Innern  enthält,  gilt  zwar  noch  der  Satz  von  §  35,  daß: 

ff{z)dz  =  0 

ist,  wenn  die  Funktion  in  dem  Bereiche  stetig  ist  und  eine  stetige 
^rste  Ableitung  hat;  aber  die  Keihenentwicklung  des  §  37  läßt  sich 
nicht  mehr  ohne  weiteres  anwenden.  Wollte  man  nämlich  die 
dortigen  Schlüsse  auf  den  jetzigen  Fall  übertragen,  so  hätte  mau 
zu  berücksichtigen,  daß  die  Funktion 

jetzt  nicht  nur  in  einem  Punkte  ^,  sondern  in  zwei  übereiuander- 
Uegenden  Punkten  der  Fläche  unendlich  wird,  welchen  beide  zu 
demselben  Argumentwert  f  gehören.  Infolgedessen  würde  die  Ent- 
wicklung die  Summe  der  beiden  Werte  /i  (f )  + /'a  (? )  geben,  welche 
die  Funktion  /*  in  diesen  beiden  Punkten  besitzt.  —  In  der  That 
konvergiert  die  Entwicklung  (1)  auch  nur  in  einem 
Kreise  um  ö,  der  durch  den  Verzweigungspunkt 
geht,  d.  h.  so  lange 

2)  I  z  -  a  |<;  I  ö 

ist. 

Will  man  eine  Entwicklung  einer  auf  der  zwei-  Fi^r34. 

blättrigen    Fläche    in    der    Umgebung     eines    Ver- 
zweigungspunkts regulären  Funktion  haben,  so  muß  man  die  Um- 
gebung des  Verzweigungspunkts  erst  durch  die  Substitution: 

3)  2r  =  /2,     dz  =  2  tat 

auf  die  Umgebung  des  Nullpunkts    einer   /-Ebene    umkehrbar   ein- 
deutig   abbilden  2    und    die    zu    untersuchende   Funktion    in    diese 


^  Man  sehließe  nur  nicht  etwa,  daß  die  Reihe  (1)  stets  den  „Hauptwert" 
Yx  liefere,  wenn  für  )/a  der  Hauptwert  genommen  wird ;  das  ist  nur  so  lange 
der  Fall,  als  die  gerade  Verbindungslinie  ax  die  Halbaxe  der  negativ  reellen 
Zahlen  nicht  triftt. 

*  Da  die  Umkehrung  der  Funktion  5  =  )/* ,  durch  die  wir  unsere 
RiEMANNsche  Fläche  definierten,  nämlich  *  =  5*,  eine  eindeutige  Funktion  ist, 
können  wir  s  selbst  hier  als  t  verwenden  und  erhalten  infolgedessen  nicht 
nur  die  Umgebung  des  Nullpunkts,  sondern  die  ganze  Fläche  eindeutig  auf 
die  ^Ebene  abgebildet;  im  allgemeinen  wird  das  nicht  der  Fall  sein. 
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Ebene  übertragen.  Eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  auf  de 
zweiblättrigen  Fläche  reguläre  Funktion  von  z  geht  dabei  über  ii 
eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  auf  der  schlichten  Ebew 
reguläre  Funktion  von  t  Diese  läßt  sich  nach  Potenzen  von  t  in 
eine  MACLAURiNsche  Reihe  entwickeln;  führen  wir  dann  statt  / 
wieder  z  ein,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

I.    Eine    in    der   Umgebung   des  Nullpunkts  auf  der  JRiEMANNSchen 
Fläche  von  s  =  ^  z  reguläre  Funktion  läßt  sich  in  eine  Reihe  entwichh^ 
'die  nach  Potenzen  von   yz   mit  positiven ,   steigenden^  ganzzahligen  £r* 
ponenten  fortschreitet 

Wie  aus  der  Ableitung  dieses  Satzes  hervorgeht,  ist  in  allen 
Gliedern  der  Reihe  stets  derselbe  Wert  der  zweiwertigen  Funktion 
}/r  zu  nehmen;  je  nachdem  man  den  einen  oder  den  andern  nimmt, 
erhält  man  den  Wert  der  Funktion  in  dem  einen  oder  andern  von 
zwei  Punkten,  die  in  den  beiden  Blättern  der  Fläche  übereinander 
liegen.  . —  Was  den  Konvergenzbereich  der  Reihe  (I)  betrifft,  so  ist 
er  stets  durch  einen  Kreis  begrenzt;  das  folgt  daraus,  daß  ein  Kreis 
um  den  Nullpunkt  der  ^Ebene  sich  auf  einen  Kreis  um  den  Null- 
punkt der  z-Ebene  abbildet. 

IL  Auch  der  LAURENTsche  Satz  läßt  sich  auf  Funktionen  über- 
tragen, die  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  unserer  Fläche,  ab- 
gesehen von  diesem  selbst,  regulär  sind.  Man  erhält  Reihen,  die 
nach  Potenzen  von  ]/r  mit  positiven  und  negativen  ganzzaUigen 
Exponenten  fortschreiten.  Je  nachdem  dabei  nur  eine  endliche  oder 
eine  unendliche  Anzahl  Glieder  mit  negativen  Exponenten  auftreten, 
schreibt  man  der  Funktion  im  Nullpunkt  einen  Pol  oder  einen 
wesentlich  singulären  Punkt  zu.  Dabei  ist  es  zweckmäßig,  im  Falk 
eines  Pols  die  Ordnung  des  Unendlichtcerdens  durch  den  höchsten  vor- 
kommenden negativen  Exponenten  von  j/r,  nicht  von  z  selbst,  zu  messen. 

in.  Es  empfiehlt  sich  das  auch  deswegen,  weil  gerade  bei  dieser 
Formulierung  der  Satz  von  §  46  sich  ungeändert  auf  die  RiEMAJfNSche 
Fläche  überträgt  Ohne  weiteres  geht  das  nämlich  nicht;  der  Satz, 
daß  die  Ableitung  einer  regidären  Funktion  ausnahmslos  stetig  seif 
gilt  in  Verzweigungspunkten  nicht  mehr,  wie  das  Beispiel  von  \z 
selbst  schon  zeigt.  Übertragen  wir  aber  alles  in  die  ^- Ebene,  so 
fallen  die  UmständHchkeiten  weg;  geht  f{z)  durch  die  Substitution 
(3)  über  in  eine  Funktion  von  t  die  mit  '\f)[t)  bezeichnet  sei,  so  wird: 

wenn  Vj' {t)  die  Ableitung  von  i//  nach  t  bedeutet;  und  eine  ge- 
schlossene Kurve  auf  der  Fläche,  die  den  Yerzweigungspunkt  umgiebt 
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geht  über  in  eine  Kurve  der  ^- Ebene,  die  den  Nullpunkt  umgiebt 
Das  Integral: 

genonunen  um  einen  Verzweigungspunkt,  ist  also  gleich  der  Ordnungs- 
zahl des  Unendlich  Werdens  von  t/;(^  f&r  ^=0;  und  das  ist  eben 
gerade  die  Zahl,  die  wir  oben  als  Ordnungszahl  des 
Unendlichwerdens  von  f{z)  im  Verzweigungspunkte 
definiert  hatten. 

Will  man  auch  den  Satz  von  §  45  auf  die  zwei- 
blättrige Fläche  übertragen,  so  hat  man  zu  beachten,         Fig.  35. 
daß    f{z) d z    nicht    einfach    =  t/; (^) rf t,    sondern    ss  2\iß{t)tdt    ist 

IV.  Infolgedessen  ist  als  Residuum  von  f{z)  im  Verzweigung spunkt 
der  halbe  Koeffizient  von  z""^  anzusehen. 

Für  die  Umgebung  des  im  Unendlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punkts unserer  Fläche  gelten  analoge  Modifikationen. 

Damit  können  wir  auch  die  Sätze  IV  und  V  von  §  44  über- 
tragen.    Zunächst  findet  man  wie  dort: 

V.  Eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  überall  reguläre  Funktion 
ist  notwendig  eine  Konstante. 

Femer: 

VT.  Eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  im  Endlichen  überall 
reguläre  Funktion  ist  eine  rationale  ganze  Funktion  von  s  ^^z* 

In  einer  solchen  Funktion  können  wir  durch  Benutzung  der 
Gleichungen: 

5)         «*  =  z,     5*  =  z  |/T,     **  =5  z\     s^  =  z*  Yz,     5®  =  z'  .  . . 

die   höheren  Potenzen   von   s   auf  die  erste   herabdrücken  und  die 
Funktion  auf  die  Gestalt  bringen: 

in  der  g^  und  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 

Auch  §  44,  YL  können  wir  übertragen,  sobald  wir  erst  Fimk- 
tionen  haben,  die  auf  der  ganzen  Fläche  regulär  sind  mit  Ausnahme 
eines  einzigen  Pols  vorgeschriebener  Ordnung  an  vorgeschriebener 
Stelle.  Solche  können  wir  aber  leicht  bilden:  wir  brauchen  nur  auf 
die  /-Kugel  überzugehen,  da  diese  umkehrbar  eindeutig  auf  unsere 
Fläche  bezogen  ist     Wir  gelangen  so  zu  dem  Satze: 

Vn.  Eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole    reguläre  Funktion   ist  eine    rationale  Funktion  von  Yz. 

Wir  könnten  statt  dessen  (vgl.  (6))  auch  sagen:  „eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s  =  y  z".     Diese  Form  des  Satzes  gestattet  noch 
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einen  andern  Beweis,  den  wir  hier  mitteilen  wollen,  weil  er  sich 
auf  kompliziertere  algebraische  Funktionen  übertragen  läBty  was  mit 
der  ersten  Form  und  ihrem  Beweise  nicht  der  Fall  ist 

Um  einen  Punkt  der  Fläche  unzweideutig  zu  bezeichnen, 
müßten  wir  eigentlich  außer  z  auch  immer  noch  den  zugehörigen 
Wert  von  s  mit  angeben.  Statt  dessen  können  wir  aber  auch  fest- 
setzen^ daß  das  Zeichen  z  stets  einen  bestimmten  Punkt  der  Fläche 
bedeuten  soll,  gleichgültig  welchen  von  den  beiden,  die  zu  demselben 
Wert  der  complexen  Variabein  z  gehören;  der  andere  von  diesen 
beiden  Punkten  sei  dann  für  den  Augenblick  mit  'z  bezeichnet  (ab- 
weichend von  der  §  11  benutzten  Bedeutung  dieses  Zeichens). 

Betrachten  wir  nun  erstens  die  Funktion 

7)  m + m ' 

Auf  unserer  RiEMANNschen  Fläche  ist  diese  Funktion  jeden- 
falls eindeutig;  wir  behaupten  aber  darüber  hinaus,  daß  sie  auch 
auf  der  schlichten  Ebene  eindeutig  ist  Denn  lassen  wir  z  einen 
geschlossenen  Weg  in  der  Ebene  beschreiben,  der  auch  auf  der 
Fläche  geschlossen  ist,  so  kehrt  z  nach  z  zurück  und  "z  nach  z\ 
lassen  w^ir  aber  z  einen  nur  in  der  Ebene,  nicht  auch  auf  der 
Fläche  gesclilossenen  Weg  beschreiben,  so  kommt  z  nach  z  und  r 
nach  z.  In  beiden  Fällen  kehrt  die  Funktion  (7)  zu  ihrem  Aus- 
gangswert zurück;  sie  muß  also  eine  eindeutige  Funktion  von  z  sein. 
In  der  That  fallen  aus  ihrer  Entwicklung  in  der  Umgebung  eines 
Verzweigungspunktes  die  Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  *(=*) 
heraus;  denn  wenn  zu  z  der  Wert  t  gehört,  gehört  zu  'z  der  Wert 
—  t  Da  sie  ferner  bis  auf  einzelne  Pole  regulär  ist,  muß  sie  nach 
§  44,  VI  eine  rationale  Funktion  r^{z)  von  z  allein  sein: 

8)  f{z)  +  f{-z-)  =  r,  (4 

Wenden  wir  dieselben  Schlüsse  auf  das  Produkt  S'f{z)  an,  so  er- 
halten wir: 

9)  sfiz)-sfCz)  =  r,{z); 

und  aus  den  beiden  Gleichungen  (8)  und  (9)  folgt: 

10)  f(^,)  =  r,{z)  +  '^. 

Damit  ist  Satz  VII  in  der  zweiten  Form  abermals  bewiesen. 

§  62.    Die  Funktionen  y(r  -  a)7(z  ~^]  und  ^W^a) {z  -  *). 

Auf  die   in   den   letzten   Paragraphen    ausführlich    behandelte 
Funktion  ]/r  läßt  sich  die  scheinbar  allgemeinere  Funktion 
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darch  die  umkehrbar  eindeutige  Substitution 

2)  z  == r  ,       z  = -— 

zurückfuhren,  die  uns  von  den  §§  14 — 16  her  geläufig  ist.  Breiten 
wir  über  einer  /-Kugel  die  Fläche  der  Funktion: 

3)  *  =  y? 

aus  und  fiihren  dann  diese  Kugel  samt  der  über  ihr  ausgebreiteten 
Fläche  durch  die  Substitution  (2)  in  die  z- Kugel  und  eine  über 
dieser  zweiblättrig  ausgebreitete  Fläche  über,  so  ist  diese  letztere 
Fläche  geeignet,  den  Verlauf  und  die  Verzweigung  der  Funktion  (1) 
geometrisch  darzustellen,  da  diese  Funktion  auf  ihr  eine  eindeutige 
und  stetige  Funktion  des  Ortes  ist  Den  Verzweigungspunkten 
/  =  0  und  z'  =  00  der  ersteren  Fläche  entsprechen  auf  der  letzteren 
Verzweigungspunkte  bei  z  =  a  und  z  =^b\  der  Halbaxe  der  negativ 
reellen  Zahlen  nach  §  14,  IV  ein  diese  beiden  Punkte  verbindender 
Kreisbogen,  der  auch  durch  den  Punkt  z  =^  \{a  +  b)  (entsprechend 
z'  =  —  1)  geht,  d.  h.  die  gerade  Verbindungslinie  ab. 

Auf  der   so   konstruierten  Fläche  ist  nun  auch  die  Funktion: 


4)  (T  =  ^(z  -  a)  (z  —  b) 

eindeutig,  wie  man  erkennt,  wenn  man  sie  auf  die  Form  bringt: 

5)  <7  =  (2:  — Ä)«. 

Diese  Form  zeigt,  daß  a  eine  rationale  Funktion  von  z  und  s  ist; 
umgekehrt  ist  auch: 

eine  rationale  Funktion  von  z  und  a.  Man  drückt  das  wohl  auch 
so  aus: 

L  y(j2:  —  d)l(z  —  b)  und  ^{z  —  a){z  —  b)  sind  Irrationalitäten 
derselben  Klasse. 

Wir  können  natürlich  die  RiEMANNsche  Fläche  von  <t  auch 
direkt  konstruieren,  ohne  auf  s  zurückzugehen.  Zu  diesem  Zwecke 
gehen  wir  von  der  Bemerkung  aus,  daß  die  Gleichung: 


7)  p,  z,  =  Vz,  p, 

in  dem  §  56,  VII  erläuterten  Sinne  eine  vollständige  Gleichung 
zwischen  mehrwertigen  Funktionen  ist,  daß  nämlich  jeder  Wert  der 
rechten  Seite  einem  Wert  der  linken  gleich  ist  und  umgekehrt;  es 
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folgt  das  einfach  daraus,   daß   für  gegebene  z^,  z^  jede  Seite  zwei 
und  nur  zwei  Werte  hat  (nicht  etwa  die  rechte  Seite  Tier  Werte). 
Infolgedessen    können    wir   die    Wertänderung   von   y(z  —  a){z  — i) 
bei  stetiger  Änderung  yon  z  übersehen,  wenn  wir  die  Änderung  der 
beiden  Faktoren  j/i  —  a  und  ^z  --  b  einzebi  yerfolgen.    Das  ist  aber 
einfach  die  in  den  §§  58 — 61  behandelte  Frage,  nur  daß  an  Stelle 
des   Nullpunkts   der   Punkt   a,   bezw.   *   tritt:   ^z  —  a   ändert  sein 
Zeichen,  wenn  z  den  Punkt  a  umkreist,  ^z  —  b  wenn  z  den  Punkt 
b  umkreist    Das  Produkt  ändert  also  sein  Zeichen  oder  bleibt  nn- 
geändert,  je  nachdem  der  Weg  von  z  die  beiden  Punkte  a  und  b 
zusammengezählt  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  Male  um- 
kreist    Wir  können  Wege,   für  welche  diese  Anzahl  ungerade  ist, 
verhindern,  wenn  wir  a  mit  b  durch  eine  Linie  verbinden  und  dem 
Punkt  z  verbieten,   diese  Linie  zu  überschreiten;   denn  dann  kann 
er  nur  noch  solche  Wege  beschreiben,  welche  den  einen  dieser  beiden 
Punkte  ebenso  oft  umwinden  wie  den  andern.    Schneiden  wir  also 
die  Ebene   längs   dieser  Linie   ein,    so   ist   dadurch   auf  der  ein- 
geschnittenen Ebene   ein  Zweig   der  Funktion   eindeutig   definiert; 
nehmen   wir  zwei  Exemplare  der  in  dieser  Weise  eingeschnittenen 
Ebene  (bezw.  Kugel)   und   heften  sie  längs  des  Einschnittes  kreuz- 
weise aneinander,  so  erhalten  wir  eine  RiEMANNSche  Fläche,  auf  der 
die  zu  untersuchende  Funktion  eine  zugleich  eindeutige  und  stetige 
Funktion  des  Ortes  ist  —  genau  dieselbe  Fläche,  die  wir  oben  auf 
anderm  Wege  erhalten  haben. 

(Nicht  unerwähnt  bleibe,  daß  der  Punkt  z  =  oo  kein  Ver- 
zweigungspunkt der  Fläche  ist;  umkreist  man  ihn,  so  ändert  zwar 
jeder  der  Faktoren  sein  Zeichen,  aber  eben  deswegen  ändert  die 
Funktion  selbst  das  ihrige  nicht  Die  Entwicklung  der  Funktion 
lautet  für  die  Umgebung  des  Punktes  z  =  oo  in  einem  Blatte: 

8)  <'  =  -'-  -X X*—  -  +  •  •  • 

im  andern: 

ox  ,    a  +  6    ,    a^  -  4  a  6  +  6*    ,  v 

9)  rr=-z+  ^-^--  +  ----^-^ +  ...)• 

Nun  hatten  wir  doch  gesehen,  daß  sich  jede  rationale  Funktion 
von  Ä  und  z  auch  als  rationale  Funktion  von  s  allein  ausdrücken 
ließ,  indem  z  =:  {bs^  ^  a)l{s^  —  l)  ist  Infolgedessen  kann  auch  jede 
rationale  Funktion  von  a  und  z  als  rationale  Funktion  von  *  allein 
ausgedrückt  oder,  wie  man  wohl  zu  sagen  pflegt:  „durch  Einführung 
von  8  rational  gemacht"  werden.  Daher  führen  auch  die  Integrale 
rationaler   Funktionen   von   <t   und  z   nicht   auf  neue  Transcendenten^ 
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sondern    lassen    sich    durch    ebensolche   Funktionen   und   LogariÜimen 
solcher  Ffinktionen  ausdrücken. 
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Nacii  der  in  den  letzten  Paragraphen  ausfuhrlich  vorgenommenen 
Untersuchung  des  speciellen  Falls  der  Quadratwurzel  wird  uns  der 
allgemeine  Fall  der  n*«"  Wurzel  aus  z  keine  Schwierigkeit  mehr 
bereiten.    Wir  definieren  wieder: 

I.   Unter  dei-  n*^  Wurzel  einer  complexen  Größe  z: 

1)  s  =  p 

(n  eine  positive  ganze  Zahl)  verstehen  wir  eine  complexe  Große  Sj  die 
der  Gleichung: 

2)  5»  =  z 
genügt 

Führen  wir  wie  §  58: 

3)  ly^lögz 

als  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  finden  wir  wie  dort: 

n.  fFir  erhalten  alle  Paare  zusammengehöriger  Werte  von  z  und 
Sf  welche  die  Gleichung  (2)  be friedigen,  wenn  wir: 

4)  z  =  efj     s  =  ^/* 

setzen  und  t]  als  u%(zbhängige  Variable  betrachten. 

HL  Nehmen  wir  für  log  z  in  (3)  den  Hauptwert  %,  so  erhalten 
wir  aus  (4)  den  „Hauptwert  s^  der  n^  Wurzel^*;  er  ist  dadurch 
charakterisiert,  daß  sein  Arcus  ip  den  Bedingungen: 

5)  <  V'  ^  - 

genügt 

Aus  dem  Hauptwert  des  Logarithmus  entstehen  alle  andern 
Werte  desselben  durch  Addition  von  2  A  ;r  i,  wo  k  eine  positive  Zahl 
bedeutet  Ist  x  der  kleinste  positive  Rest  dieser  ganzen  Zahl  nach 
dem  Zahlenmodul  n,  so  erhält  man,  wenn  man  in  {4)  tj  =  rj^  +  2kni 
setzt: 

6)  *  =  e**o; 

darin  bedeutet  e  (vgl.  §  18,  3)  die  bestimmte  complexe  Größe: 

7)  a  =  ^  «    =  cos f- 1  sm  —  • 

Die  n  Potenzen  dieser  Größe: 
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sind  alle  voneinander  verschieden;  denn  wäre  etwa: 

so  würde  folgen: 

6^-^  =  1, 

was  nicht  der  Fall  ist  (vgl  §  41,  YII).  Es  giebt  folglich  fftr  die 
n*®  Wurzel  außer  dem  Hauptwert  noch  n  —  1  Neben  werte;  wir 
können  sagen: 

IV.  Zu  jedem  von  0  und  oo  verschiedenen  Werte  der  complexen 
Größe  z  gehören  n  und  nur  n  verschiedene  Werte  von  s^  welche  der 
Gleichung  (2)  Genüge  leisten. 

Infolgedessen  bedarf  man,  um  die  n^  Wurzel  zu  einer  ein- 
deutigen Funktion  des  Ortes  auf  einer  Fläche  zu  machen,  von  der 
unendlichvielblättrigen  Fläche  des  Logarithmus  nur  n  Blätter.  Soll 
die  Funktion  auch  stetig  auf  der  Fläche  sein,  so  muß  sich  an  das 
n^  Blatt  das  erste  wieder  anschließen;  damit  das  geschehen  kann, 
muß  die  Schlußkante  des  n*®"  Blattes  die  sämtlichen  unter  ihr 
liegenden  Flächenteile  durchdringen,  um  die  zu  unterst  liegende 
Anfangskante  des  ersten  Blattes  erreichen  und  sich  mit  ihr  ver- 
schmelzen zu  können. 

Man  wird  sich  auch  von  dieser  Fläche  am  ehesten  eine  Vor- 
stellung machen,  wenn  man  sie  sich  allmählich  entstehend  denkt 
Das  geschieht  wie  §  59  im  speciellen  Falle  w  =  2;   man  hat  nur 

^  den  beweglichen  Iladius,  statt  zwei,   n  Um- 

jii  gänge  ausführen  und  erst  nach  dem  n*®°  die 

^^   unter  ihm  liegenden  Flächenteile  durchsetzen 
und  sich  mit  dem  Änfangsrand  vereinigen  zu 
^'     '  lassen.     Fig.   36   stellt  einen   senkrecht  zur 

Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  geführten  Schnitt  durch  die 
Fläche  (für  n  =  4)  dar,  vom  Nullpunkt  aus  gesehen.  Der  Nullpunkt 
ist  ein  Verzweigungspunkt  der  Fläche,  und  zwar  ein  (n  —  lyf acher; 
geht  man  von  der  Ebene  zur  Kugel  über,  so  erscheint  auch  der 
Punkt  00  als  (n  —  l)-facher  Verzweigungspunkt 

V.  Was  die  Zusammenhangsverhältnisse  dieser  Fläche  betrifft,  so 
sind  sie  auch  im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  n  dieselben  wie  die 
der  Kugel,  Man  kann  das  nach  jeder  der  in  §  60  besprochenen 
Methoden  erkennen.  Will  man  eine  stetige  Umformung  haben,  so 
muß  man  sich  zuerst  das  innerste  Blatt  aus  dem  zweiten  von  innen 
herausgezogen  denken,  dann  die  aus  der  Umformung  dieser  beiden 
Blätter  entstehende  Kugel  aus  dem  dritten  u.  s.  w.  Läßt  man  vor- 
läufige  Zerschneidung    unter   der   Bedingung  nachheriger  Wieder- 
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Vereinigung  zu,  so  forme  man  jedes  einzelne  Blatt  in  der  §  60  a.  E. 
angegebenen  Weise  so  lange  um,  bis  der  Winkel  im  Nullpunkt  auf 

—  reduziert  ist,  und  lege  die  Blätter  dann  neben- 

eiflander.  Es  bedarf  kaum  mehr  der  Erwähnung, 
daß  man  die  Beziehung  der  so  eingeteilten  Eugel 
anf  die  n- blättrige  Fläche  auch  als  eine  konforme, 
eben  durch  die  Gleichung  ^  =^  z  vermittelte,  sich 
vorstellen  kann.  ^^&-  ^'^• 

Die  auf  dieser  Fläche  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  regulären 

Funktionen  sind  rationale  Funktionen  von  s  =  Yz   und  lassen  sich 
wie  §  61  behandeln. 

Der  nur  scheinbar  allgemeinere  Fall  der  Funktion 


♦»^Ä  -  a 


f. 


läßt  sich,  wie  in  §  62  für  n  ==  2  geschehen,  auf  }/^  zurückflihren. 
Dagegen  gehört  die  Funktion 

V(z-a)(z-*)       (n  >  2) 

einer  andern  Klasse  von  Irrationalitäten  an;   sie  hat,   außer  bei  a 
nnd  6,  auch  noch  im  Unendlichen  einen  Verzweigungspunkt 


§  64.   Die  Gleichung  «>  =  1  -  z\ 

Als  Beispiel  einer  etwas  weniger  einfachen  algebraischen  Be- 
ziehung möge  noch  die  durch  die  Gleichung 

1)  Ä«  =  1  -  z» 

dargestellte  Abhängigkeit  zwischen  s  und  z  besprochen  werden.  Die 
Gleichung  zeigt  zunächst,  daß  s  eine  zweiwertige  Funktion  von  z 
ist;  die  Faktorenzerlegung: 

2)  (1  -  z«)  =  (l  -  r)(€  -  ;r)(6«  -  4      «  =«  tf  3 

läßt  erkennen,  daß  «  sein  Zeichen  ändert,  wenn  z  einen  der  Punkte 
1,  €,  e*  umkreist,  daß  also  diese  Punkte  Verzweigungspunkte  in  der 
z*£bene  sind.  Außerdem  ist  auch  z  =  oo  Verzweigungspunkt,  wie 
(tie  Entwicklung 

t*  S3  zT  —  ^^i  +  ... 

zeigt  Wollen  wir  also  einen  eindeutigen  Zweig  von  s  abspalten, 
io  müssen  wir  diese  4  Punkte  so  durch  Einschnitte  verbinden,  daß 
es  nicht  mehr  möglich  ist^  einen  einzelnen  derselben  zu  umkreisen. 
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ohne  einen  Einschnitt  zu  überschreiten.  Wir  können  das  in  sjid 
metrischer  Weise  erreichen,  wenn  wir  von  den  8  Punkten  aus  geraä 
linige  Einschnitte  so  ins  unendliche  legen,  daß  sie  rückwärts  vei 
längert  den  Nullpunkt  tre£fen.  Solcher  eingeschnittenen  z- Ebene 
müssen  wir  2  Exemplare  nehmen  und  sie  längs  der  Einschnitt 
kreuzweise  aneinander  heften,  um  eine  Fläche  zu  bekommen,  au 
der  auch  s  als  einwertige  und  stetige  Funktion  des  Ortes  dargestelli 
werden  kann. 

Umgekehrt  ist  z  eine  dreiwertige  Funktion  Yon  s: 

z  =  |/(1  -  *)(1  +  s). 

Umkreist  s  einen  der  Punkte  +  1  oder  —  1  seiner  Ebene  in  posi- 
tivem Sinne,  so  tritt  zu  z  jedesmal  6  als  Faktor;  diese  beiden  Punkte 
sind  also  Verzweigungspunkte  in  der  5-Ebene.  Außerdem  ist  auch 
^  r=  00  Verzweigungspunkt  Man  wird  also  die  «-Ebene  etwa  längs 
der  Axe  der  reellen  s,  mit  Ausnahme  der  Strecke  zwischen  —  1 
und  +  1 ,  einschneiden.  Von  solchen  eingeschnittenen  «-Ebenen  hat 
man  dann  3  Exemplare  längs  der  Einschnitte  aneinander  zu  heften. 
Definiert  man  die  Blätter  dadurch  daß  flir  «  =  0  im  ersten  Blatt 
z  =  1,  im  zweiten  2  =  6,  im  dritten  z  =  b*  sein  soll,  so  muß  positiTe 
Umkreisung  jedes  der  beiden  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punkte aus  dem  ersten  Blatt  ins  zweite,  aus  diesem  ins  dritte,  ans 
diesem  wieder  ins  erste  führen;  man  muß  also  längs  (cx>,  —  1)  die 

positive   Halbebene    des    lt\    Blattes    mit    der    negativen   des  || 

zusammenhängen  lassen,  dagegen  längs  (1,  oo)  die  positive  Halbebene 

des  ll\  Blattes  mit  der  negativen  des  |i|  Blattes.    Vom  Punkte  oo 

gehen  also  zwei  Übergangslinien  aus,  längs  deren  die  Blätter  ia 
verschiedener  Weise  zusammenhängen;  man  bestätigt,  daß  man  hd 
einmaligem  Umlauf  um  diesen  Punkt  in  positivem  Sinne  (d.  h.  8<> 
daß  er  zur  Linken  liegt)  aus  dem  ersten  ins  zweite  Blatt  gelangt» 
wie  es  sein  muß. 

Jene  zweiblättrige  Fläche  über  der  z-Ebene  und  diese  drei- 
blättrige  Fläche  über  der  5-Ebene  sind  nun  durch  die  Gleichung  (1) 
umkehrbar  eindeutig  und  konform  aufeinander  abgebildet  Wollen 
wir  diese  Abbildung  ins  einzelne  verfolgen,  so  müssen  wir  vor  allem 
wissen,  welche  Linien  jeder  Fläche  den  Übergangslinien  der  andern 
Fläche  entsprechen.     Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 

z  =  X  +  ly,     s  =  u  +  iv 

und  trennen  in  Gleichung  (1)  B^elles  und  Imaginäres;  wir  er 
halten  so: 
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8)  tt«-t,«=  1  -x»  +  3ary« 

j  4)  2ttt?=:  —  3ar*y  +y«. 

Den  Ubergangslinien: 

y  =  0,    y^xf^\    y=-xy3,    (ar«+y«>l) 

eotspricht  sonach  die  eine  Linie  u  =  0  (in  den  3  Blättern  der  Fläche 
Aber  der  «-Ebene);  den  Ubergangslinien: 

ü  =  0,     t*  <  —  1  und  r  =  0,     t*  >  1 

mitsprechen  die  Linien: 

y  =  0,  x<Q 

y=       :ry3 
y=  -oryS 

^  beiden  Blättern  der  Fläche  über  der  z-Ebene).  Ziehen  wir  diese 
Linien  auf  den  beiden  Flächen,  so  zertällt  jede  in  sechs  Teile;  die 
Figg.  88  geben  an,  wie  diese  Teile  einander  zugeordnet  sind.  Um 
diese  Zuordnung  festzulegen,  müssen  wir  noch  (was  oben  noch  nicht 
nttig  war)  auch  die  beiden]^  Blätter  der  Fläche  über  der  z-Ebene 


:r  >0 


s-Eh^H 


^D 


Fig.  88. 


S'EbcntTH 


:=>F 


^ 


Toneinander  unterscheiden;  etwa  durch  die  Festsetzung,  daß  im  NuU- 
pankt  des  ersten  Blattes  «  =  1 ,  in  dem  des  zweiten  5  =  ->  1  sein 
loIL  Dann  ist  z.  B.  das  Gebiet  A  dadurch  definiert,  daß  es  die 
Punkte  (z  =  0,  #  =  1)  und  (z  =  1,  «  =  0)  enthält;  B  enthält  (z  =  0, 

r  s>  —  1)  und  (Z  s>  1,   #  ai  0)  u.   8.   £ 
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I 


A 


Will  man  die  Abbildang  etwa  des  Gebietes  Ä^  auf  das  Gebiet 
Ä^  noch  näher  untersuchen,  so  mag  man  etwa  aus  den  Formehi(l) 
noch  entnehmen,  daß  folgende  Linien  beider  Gebiete  sich  ^i- 
sprechen: 

M«-.ü«=l,    tt>0,    ü>0..  .  jr  +  yy3  =  0,    y<0 

«2  -  t?a  =  1,     tt  >  0,     v<0  ...X  ^y^S^  0,     y  >  0 

v  =  0,     0  <u<l         ...  y  =  0,    0<jr<l. 

Man  erhält  dadurch  je  4  Untergebiete,  die  einander  so  entsprechen, 

wie  in  der  Fig.  39  Img^ 
^  geben. 

/  /  Wollte     man      noch 

/'  /         ^.T        weiter    gehen,    so    würde 

3       •     ih  /  \^'^  es  hier  nicht  zweckmäßig 

:  /^^  2  sein,  nach  den  Kurven  zu 

Vv.^ ß  fragen,  die  den  ParalleleB 

c>      \     ;  \   "  -^^  zu  den  Axen  jeder  andern 

\  \         ^  -.^       Ebene  entsprechen.     Da- 

a'EhciicI\  Z'EohtcI  gegen   ist   aus   Gleichung 

\  (3)  und  (4)  zu  entnehmen, 

Fig.  39.  daß    den   Hyperbeln    der 

^-Ebene: 
t£*  — r*  =  (?!,  2uv  =  Cg 

Kurven  der  z-Ebene  entsprechen,  deren  Eigenschaften  sich  aas 
ihren  Gleichungen  in  Polarkoordinaten: 

p^  cos  3  y  =  1  —  (7j ,  p'  sin  3  y  =  —  C, 

ergeben. 

§  65.  Obergang  von  der  MnrAG-LEFFLER'schen  Partialbruchzeriegung 

zur  WEiERSTRASS'schen  Produktentwicklung. 

Haben  wir  eine  Funktion  der  in  §  51  betrachteten  Art,  deren 
sämtliche  Pole  einfach  und  deren  sämtliche  Residuen  =  1  sind,  die 
sich  also  durch  eine  Reihe  der  Form  darstellen  läßt: 

00 

80  können  wir  (als  Umkehrung  des  Satzes  §  46,  11)  zeigen,  daß 
diese  Funktion  die  logarithmische  Ableitung  einer  ganzen  trans- 
cendenten  Funktion  f[z\  d.  h.  daß: 
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ist   Nach  §  35,  IV  ist  f(p{z)  dz  in  jedem  einfach  zusammenhängenden 

0 

Bereich  regulär,  der  keinen  der  Punkte  Oy  in  seinem  Innern  ent- 
bält;  lassen  wir  z  einen  der  Punkte  a^  umkreisen,  so  vermehrt  sich 
3as  Integral  um  2ni,    Infolgedessen  ist: 


^^ 


f(p{z)dz 


eine  in  der  ganzen  Ebene,  zunächst  abgesehen  von  den  Punkten  a^ , 
reguläre  Funktion;  in  der  Umgebung  von  a^  ist  sie  gleich  dem 
Produkt  aus  z  —  a^  in  eine  reguläre  Funktion.  Also  kann  sie  da- 
iui'ch  zu  einer  in  der  ganzen  Ebene  regulären,  d.  h.  ganzen  trans- 
zendenten Funktion  gemacht  werden,  daß  man  ihr  in  den  Punkten 
0,  den  Wert  0  zuschreibt.  Von  dieser  ganzen  transcendenten 
Funktion  ist  dann  (p{z)  die  logarithmische  Ableitung. 

Wegen  ihrer  gleichmäßigen  Konvergenz  dürfen  wir  die  Reihe 
(1)  auf  einem  beliebigen  Wege,  der  nur  keinen  der  Punkte  Oy  ent- 
hält, gliedweise  integrieren.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit^  dürfen 
wir  annehmen,  0  gehöre  nicht  zu  den  o^;  dann  können  wir  0  zur 
unteren  Grenze  der  Integrale  nehmen  und  erhalten  so  die  ebenfalls 
unbedingt  und  in  demselben  Umfange  wie  (1)  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe: 


00 


3)        /^(z)rfz  =  2'N(l-^^)+a,o^+...+,^,^-^}- 
Nun  gilt  der  HiKssatz 


Um  «^ 


4)  e  "="     =  lim  «^, 

(die  Existenz  des  Grenzwerts  lim  s^  vorausgesetzt),  da  die  Exponential- 

n=  OD 

funktion  eine  'stetige  Funktion  ihres  Argumentes  ist;  aus  ihm,  aus 
der  Definition  der  unendlichen  Reihe  (§  25,  I)  und  aus  der  ganz 
analog  zu  bildenden  Definition  des  unendlichen  Produkts  folgt 

00 

5)  e-1    =fi[«'"', 

d.  h.: 


*  Gehört  0  zu  den  a  ,  so  braucht  man  nur  qi{x)  —  —  statt  q)(x)  zu  unter- 

X 


suchen. 
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I.  Wenn  die  Reihe  ^ai^  konoergierty  konvergiert  auch  das  JProduki 
yie*^,  und  zwar  gegen  einen  von  Null  verschiedenen  OrenzwerL 

Infolgedessen  können  wir  aus  Gleichung  (3)  die  folgende  ableiten: 

6)  m  =  >"  =  J{(l-^)A.—  S'*^^). 

U.  Die  ganze  transcendente  Funktion  f(z),  die  die  Pitnkie  o,  zu 
einfachen  Nullpunkten  hat,  läßt  sich  in  der  Gestalt  des  unendlichen 
Produkts  (6)  analytisch  darstellen,  vorausgesetzt,  daß  die  Punkte  o, 
der  Bedingung  des  %  51  genügen  und  daß  die  Koeffiziekten  ei^  den 
dort  gegebenen  Hegeln  gemäß  bestimmt  werden, 

Ist  nun  irgend  eine  ganze  Funktion  F{z)  gegeben,  welche  die 
Punkte  o,  ebenfalls  zu  einfachen  Nullpunkten  hat,  so  wird  der 
Quotient  F[z)lf{z)  eine  in  der  ganzen  Ebene  reguläre,  also  ganze 
transcendente  Funktion  E[z)  sein,  die  überdies  nirg^ndö  0  wird. 
Der  Logarithmus  einer  solchen  Funktion  ist  auch  noch  in  der 
ganzen  Ebene  regulär;  es  ist  also: 

7)  E(z)  =  e9^'^\ 

wo  g{z)    ebenfalls    eine    ganze    transcendente  Funktion    bedeutet 
Folglich  gilt  der  Satz: 

III.  Die  allgemeinste  ganze  transcendente  Funktion^  welche  die 
Punkte  tty  zu  einfachen  Nullpunkten  hat,  läßt  sich  in  ehr  Farm  dar' 
stellen: 

8)  F{z)  =  f{z)e9^'\ 

in   der  f[z)   das   Produkt  (6),  g[z)   irgend   eine  ganze   transcendente 
Funktion  bedeutet 

Als  Beispiel  für  Satz  I  mögen  etwa  die  beiden  Produkt' 
entwicklungen  des  Sinus  angeführt  werden,  die  sich  aus  den  Partial- 
bruchentwicklungen  der  Cotangente,  §  52,  (2)  und  (18),  ergeben: 

9)  sm{7tz)==7izn'jh  -j)e^\ 
und 

10)  sin  ;r  (a  +  z)  =  sin(;r  a).tf««cot(na)  |^  Jh i_J  ^7:iil . 

speciell  für  a  =  ^: 

1 1)  cos  ^  z  =_n  |(l  -  -^)«27^|  . 

Der  Accent  am  Produktzeicheu  in  (9)  hat  analoge  Bedeutung,  wie 
früher  der  Accent  am  Summenzeichen. 
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Allgemeine  Fimktionentheorie. 

§  66.    Das  Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung. 

Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  bereits  eine  Eeihe  mehr- 
wertiger Funktionen  einer  complexen  Veränderlichen  untersucht; 
wir  jbaben  aber  noch  gar  nicht  die  Frage  prinzipiell  aufgeworfen 
und  entschieden,  wann  wir  denn  überhaupt,  wenn  jedem  Werte  einer 
complexen  Veränderlichen  mehrere  Werte  einer  andern  zugeordnet 
sind,  diese  letzteren  zusammen  als  eine  mehrwertige  Funktion  (und 
nicht  als  verschiedene  einwertige  Funktionen)  der  ersteren  ansehen 
wollen.  Wir  müssen  dieser  Frage  jetzt  näher  treten;  dazu  beginnen 
wir  mit  folgender  Überlegung: 

Es  sei  in  der  Ebene  (bezw.  auf  der  Kugel)  ein  begrenzter  Be- 
reich S  und  eine  in  diesem  Bereiche  reguläre  Funktion  von  z  ge- 
geben. Wir  betrachten  dann  einen  Bereich  S',  von  dem  S  ein  Teil 
ist,  und  fragen,  ob  eine  eindeutige  analytische  Funktion  existiert, 
welche  innerhalb  S'  überall  eindeutig  definiert  und  regulär  ist,  und 
welche  innerhalb  S  mit  der  zuerst  gegebenen  Funktion  identisch 
ist  (Daß,  wenn  überhaupt  eine,  jedenfalls  nur  eine  solche  Funktion 
existieren  kann,  folgt  aus  Satz  III  von  §  39). 

L  Ist  es  uns  gelungen  eine  solche  Funktion  zu  finden  y  so  sagen 
wir  mit  Weibrsträss:  wir  haben  die  gegebene  Funktion  über  ihren  ur- 
sprünglichen Defimtionsbereich  hinaus  analytisch  fortgesetzt 

Wir  könnten  die  Frage,  ob  eine  solche  Funktion  existiert,  als 
eine  Frage  der  Lehre  von  den  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen auffassen.  Der  reelle  und  der  imaginäre  Bestandteil 
einer  regulären  Funktion  complexen  Arguments  genügen  ja  den 
CAUCHY-RiEMANNschen  Differentialgleichungen;  die  Aufgabe  würde 
also  auch  so  formuliert  werden  können:  Die  Werte  zweier  Funktionen 
V,  V  längs  einer  Linie  L  (der  Grenze  des  ursprünglichen  Bereichs  S) 
sind  vorgeschrieben;  es  wird  verlangt  in  der  Umgebung  dieser 
Linie  zwei  Funktionen  u,  v  anzugeben,  welche  den  Differential- 
gleichungen: 

ör__        du       ör__  du 

dx  ~"       dy*     dy  ""  dx 
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genügen  und  längs  dieser  Linie  sich  bezw.  auf  ü,  v  rediuieieiL 
Diese  Formulierung  der  Aufgabe  fuhrt  jedoch  auf  Schwierigkeiten, 
sobald  genau  angegeben  werden  soll,  welcherlei  Stetigkeitseigen- 
schaften  man  einerseits  von  der  Linie  Z  und  den  auf  ihr  vor* 
geschriebenen  Werten  voraussetzen  muß,  andererseits  von  den  zn 
bestimmenden  Funktionen  fordern  darf.  Wir  wollen  deshalb  die 
Frage  nicht  von  dieser  Seite  her  angreifen,  sondern  mit  Weiebstbasb 
an  die  Entwicklung  der  regulären  Funktionen  in  Potenzreihen  an- 
knüpfen. 

Sei  in  einem  Bereiche  S  eine  reguläre  Funktion  f{z)  definiert; 
sei  a  ein  innerer  Punkt  dieses  Bereiches.     Die  TATLOBSche  Beihe: 

1)  /•(«) + (^  - «)/'(«)  +  ^V^'r  («)  +  •••  +  ^^z^-)  («)  +  ... 

konvergiert  dann  (§  37,  III)  jedenfalls  innerhalb  des  größten  Kreises 
/'  um  den  Mittelpunkt  a,  der  noch  ganz  dem  Bereich  S  angehört, 
und  zwar  gegen  f{z).      Es  kann  aber  sehr  wohl  sein,  daß  sie  noch 

darüber  hinaus  innerhalb  eines  Kreises  JT  nut 

demselben  Mittelpunkt  konvergiert  Die  Fläche 

dieses  Kreises  jT  hat   mit  dem  gegebenen 

Bereich  S  jedenfalls  einen  kontinuierlichen 

Bereich  2l  gemein,  von  der  die  Fläche  des 

Kreises /^  ein  Teil  ist;  sie  kann  mögHcher- 

weise  (vgl.  die  Fig.  40)  noch   einen   oder 

mehrere  andere  Bereiche  JS"  mit  S  gemein 

Fig.  40.  haben,  die  mit  2£  nicht  zusammenhängen; 

für  diese  gelten  dann  die  zunächst  folgenden  Sätze  nicht.    Innerhalb 

2l!  aber  ist  der  Wert  der  Reihe  (1)  nach  §  38,  VI  eine  eindeutige 

analytische  Funktion  von  z,  die  vorläufig  mit  (p  {z)  bezeichnet  werden 

möge.     Die  Differenz 

<p  {z)  -  f{z) 

ist  also  innerhalb  ^  überall  regulär  und  in  einem  Teile  von  2, 
nämlich  innerhalb  F,  überall  =  0.  Nach  §  39,  III  ist  sie  also  im 
ganzen  Bereich  -5*  Null;  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

I.  Wenn  die  Reihe  (1)  auch  noch  in  Funkten  konvergiert^  die  nickt 
mehr  dem  ursprünglichen  Definitionsbereich  der  Funktion  f{z)  angehören, 
so  stimmen  beide  Funktionen  in  dem  ganzen  kontinuierlichen  Bereich  2 
überein  j  der  zugleich  den  Definitionsbereichen  der  Funktion  und  der 
Seihe  angehört  und  den  Punkt  a  enthält. 

Wir  definieren  nun: 

n.  In  allen  nicht  zu  2  gehörenden  Teilen  ihres  Konvergenz" 
Bezirkes  S^    stellt  die   Reihe   (1)   eine   j,  analytische   Fortsetzung^   des 
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gegebenen   yjFunktionselements^*^   f\z)  vor;    der  Definitionsbereich  dieser 
ßunktiony  der  ursprünglich  auf  S  beschränkt  war,  ist  dadurch  erweitert. 

m.  Alle  von  einem  gegebenen  Funktionselement  aus  durch  vneder^ 
holte  analytische  Fortsetzung  erreichbaren  Elemente  konstituieren  zu- 
sammen eine  analytische  Funktion. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit  zu  zeigen,  daß  die  im  vorigen  Ab- 
schnitt speciell  untersuchten  mehrdeutigen  Funktionen  dieser  De- 
finition genügen.  Einerseits  kfJhnen  wir  nämlich  von  einem  Zweig 
aus  durch  analytische  Fortsetzung  zu  jedem  andern  gelangen; 
andererseits  kann  uns  analytische  Fortsetzung  auch  nicht  zu  andern 
als  den  jedesmal  berücksichtigten  Werten  führen.  Das  letztere 
ergiebt  sich  aus  folgendem  allgemeinen  Satz: 

IV.  Ist  eine  Funktion  f(z)  in  einem  Bereiche  8  regulär  definiert, 
und  erfüllt  sie  in  allen  Punkten  dieses  Bereiches  eine  Gleichung: 

G  {z,  fix),  f  (z))  =  0, 
uTiter    G    eine   rationale  ganze    Funktion   verstanden,    so   gilt   dieselbe 
Gleichung  auch  für  alle  analytischen  Fortsetzungen  von  f{z). 

Zum  Beweise  entwickle  man  G  nach  Potenzen  von  r  —  a ;  da 
diese  Entwicklung  n.  V.  innerhalb  2  überall  0  ist,  muß  G  nach 
§  39,  in  innerhalb  S  überall  Null  sein. 

§  67.    Allgemeine  Konstruktion  der  zu  einer  analytischen  Funiction 

gehörenden  RiEMANN'schen  Fläche. 

Es  sei  wieder,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  in  einem  Bereiche 
5j  ein  Funktionselement  f{z)  gegeben;  man  habe  in  einem  Bereiche 
8^,  der  mit  8^  einen  kontinuierlichen  Bereich  JS^  gemein  hat,  eine 
Fortsetzung  f^{z)  von  f[z)  gefunden;  dann  eine  zweite  Fortsetzung 
f^  {z)  in  einem  Bereiche  8^,  der  mit  (8^  +8^  —  -2^)  einen  kontinuier- 
lichen Bereich  2^  gemein  hat;  dann  eine 
dritte  Fortsetzung  u.  s.  w.;  endlich  eine 
n^  Fortsetzxmg  in  einem  Bereich  iS^+i,  der 
mit  (5,  +  «3  -  JS'i  +  «3  -  -5;  +  ~  .  .  . 
+  8^  —  2n-\)  einen  kontinuierlichen  Be- 
reich J?^  gemein  hat  Es  kann  dann  vor- 
kommen, daß  5n  +  i  mit  8^  einen  Bereich 
-2*«  + 1  gemein  hat  (Fig.  40  zeigte  dies  für 
71  =  1,  Fig.  41  zeigt  es  für  n  =  6).  In 
diesem  Bereich  sind  dann  zwei  Funktions-  ^^' 

elemente,  f  und  f^  definiert;  es  ist  kein  Grund  vorhanden,  daß  diese 
jedesmal  identisch  sein  müßten.  Wir  haben  daher  hier  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden. 
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L    Wenn  alle  Fortsetzungen ,  die  von  einem  ff eff ebenen  Funkt 
element   aus   mittelbar  oder  unmittelbar  erreiclihar  sind,   für  dieu 
Ärffumentwerte  immer  wieder  dieselben  Funktionswerte  liefern,  so 
man:  das  ursprünglich  gegebene  Funktionselement  erzeugt  eine  eindm 
analytische  Funktion. 

Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  können  wir  uns  die 
waltenden  Verhältnisse  durch  folgende  geometrische  Vorstel 
veranschaulichen.  Wir  denken  uns  den  Definitionsbereich 
Funktion  schrittweise  wachsend,  indem  wir  dem  ursprünglichen 
reich  S  der  Reihe  nach  erst  S^  —  JS^,  dann  Sj  —  -2*,  u.  s.  w.  hi; 
fligen.  Wenn  dann  schließlich  Än  +  i  — -5*^  mit  einem  Teil  2 
über  den  vorher  vorhandenen  Bereich  hinübergreift,  wie  in 
Figg.  40  und  41,  und  wenn  dort  f^  mit  f^  übereinstimmt,  dann  fl 
wir  nicht  das  ganze  8^  +  1  —  ^„,  sondern  nur  S^^i  —  JS*^  —  JS 
bei,  und  beseitigen  die  Grenzlinie  zwischen  dem  neu  hinzugefü 
Stück  und  ^„4.1,  so  daß  wir  einen  zweifach  (ev.  mehrfach)  zusami 
hängenden  Bereich  vor  uns  haben.  Dieser  Bereich  ist  dann 
augenblickliche  Definitionsbereich  der  Funktion;  sie  ist  in  ihm  eindt 
definiert  Wenn  aber  fn^i  in  -5*„  +  i  mit  f^  nicht  übereinstii 
dann  fügen  wir  an  den  vorhandenen  Bereich,  den  wir  uns  etwa 

materielles  ebenes  Blatt  denken  mögen,  das  g 
5n  + 1  —  JS*^  an.  Dieses  angesetzte  Stück  wird  ( 
über  S^  hinübergreifen,  so  daß  der  mit  JS'^  +  i 
zeichnete  Teil  der  Ebene  von  unserem  Berc 
doppelt,  mit  zwei  „Blättern"  überdeckt  wird. 
Pig  42.  halten  diese  beiden  Blätter  in  Gedanken  etwa  d 
einen  kleinen  Zwischenraum  völlig  voneinander 
trennt.  Der  augenblickliche  Definitionsbereich  der  Funktion  hat 
im  einfachsten  Falle  die  Gestalt  eines  ebenen  krummlinig  begre\ 
Streifens^  dessen  Enden  sich  teilweise  überdecken  (Fig,  42). 

Je  nach  der  Richtung  in  welcher  wir  fortsetzen,  kann  natu 
bald  der  eine  bald  der  andere  Fall  eintreten.  Indem  wir  abei 
jeder  neuen  Fortsetzung  je  nach  dem  eintretenden  Falle  in 
angegebenen  Weise  verfahren,  entsteht  uns  schließlich  die  § 
RiEMANNsche  Fläche,  die  zu  der  von  dem  gegebenen  Blinkt 
element  erzeugten  Funktion  gehört     Wir  können  sagen: 

II.    Im    allgemeinen    bildet  die  Gesamtheit  der  analytischen 
Setzungen  eines  Funktionselementes  eine  vieldeutige  Funktion  von  z 
aber  als  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  einer  geeignet  konstrui 
RiEMANNSchen  Fläche  angesehen  werden  kann. 
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Natürlich  kann  es  vorkommen,  daß  man  nach  einer  Beihe  von 
Fortsetzungen,  die  zu  verschiedenen  Funktionswerten  für  dasselbe  z 
geführt  haben  —  z.  B.  nach  einer  Reihe  von  Umläufen  des  in  Fig.  42 
gezeichneten  Bandes  —  wieder  zu  Werten,  genauer  gesagt  zu  Ent- 
wicklungen, gelangt,  die  vorher  schon  einmal  dp.  waren.  In  diesem 
Falle  wird  man  das  neu  entstehende  Blatt  der  RiEMANNschen  Fläche 
mit  einem  der  vorher  schon  gebildeten  zur  Verschmelzung  bringen 
müssen.  Das  hat  seine  Schwierigkeit  flir  die  geometrische  An- 
schauung, wenn  die  beiden  betreffenden  Blätter  nicht  unmittelbar 
übereinander  liegen;  man  muß  sich  dann  vorstellen,  daß  eines  jener 
beiden  Blätter  die  zwischenliegenden  in  Ubergangslinien  durchdringt, 
um  sich  mit  dem  andern  vereinigen  zu  können.  Die  so  entstehenden 
XJbergangslinien  sind  aber  für  die  Fläche  nichts  wesentliches;  sie 
lassen  sich  in  der  mannigfachsten  Weise  auf  ihr  verschieben,  und 
es  ist  daran  festzuhalten,  daß  zwei  in  einer  Ubergangslinie  sieh 
durchkreuzende  Flächenteile  als  nicht  in  stetigem  Zusammenhang 
miteinander  stehend  angesehen  werden  sollen.  Wir  haben  das 
übrigens  alles  an  den  einzelnen  im  vorigen  Abschnitt  behandelten 
Funktionen  kennen  gelernt,  so  daß  wir  jetzt  nicht  weiter  ausfuhrlich 
darauf  einzugehen  brauchen.  Nur  eine  Möglichkeit,  von  der  uns 
bisher  kein  Beispiel  begegnet  ist,  sei  noch  ausdrücklich  erwähnt: 
Ubergangslinien  können  sich  auch  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
durchkreuzen.  Man  wird  das  natürlich,  wo  es  angeht,  zu  vermeiden 
suchen;  aber  es  läßt  sich  nicht  immer  vermeiden. 

Statt  über  der  Ebene  können  wir  die  RiEMANNSche  Fläche  uns 
auch  über  der  Kugel  ausgebreitet  denken.  Dabei  müssen  wir  die 
Umgebimg  des  unendlich  fernen  Punktes  durch  die  Substitution: 

z'  =  l 

X 

auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes  der  z'- Ebene  abbilden  und  die 
Funktion  in  dieser  untersuchen.  Gehört  der  Nullpunkt  der  /-Ebene 
mit  zum  Definitionsbereich  der  Funktion  in  dieser  Ebene^  so  rechnen 
wir  auch  den  Punkt  oo  der  r-Kugel  mit  zum  Definitionsbereich  der 
Funktion  auf  jener  Kugel. 

tfirliche   Grenzen   eindeutiger 

• 

68  Funktionselements 
erzeugt  das  Funktions- 
onktion.    Eine  solche 

1   O  M 
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Funktion  ist  aber  nach  §  44,  IV  notwendig  eine  Eonstante.  Wir 
können  also  sagen: 

I.  Der  Definitionsbereich  einer  eindeutigen  Funktion^  die  hm 
Konstante  ist,  kann  niemals  die  ganze  Kugel  überdecken;  er  überdecki 
entweder  nur  einen  Teil  von  ihr,  oder  es  bleiben  einzelne  Punkte  frd^ 
die  zwar  auf  der  Grenze  der  ^onvergenzbereiche  gewisser  Furt' 
Setzungen,  aber  nicht  im  Innern  irgend  eines  dieser  Bereiche  liegen. 
Solche  Punkte  nennen  wir  singulare  Punkte  der  Punktion. 

Wir  verfolgen  zuerst  den  zweiten  Fall  weiter.  Haben  wir  einen 
solchen  Punkt,  so  sind  wieder  zunächst  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
entweder  liegen  in  jeder  Umgebung  desselben  noch  andere  singulare 
Punkte,  oder  das  ist  nicht  der  FalL     Wir  definieren  zunächst: 

n.  Ein  singulärer  Punkt  von  der  Eigenschaft^  daß  eine  Umgeiimf 
von  ihm  angegeben  werden  kann,  von  der  jeder  andere  Punkt  mä  den 
Fortsetzungen  der  Funktion  erreicht  wird,  heißt  isolirL 

Die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Funktion  in  der  Um- 
gebung einer  solchen  Stelle  haben  wir  bereits  in  den  §§  43,  47, 48 
erledigt;  wir  rekapitulieren  von  dort  das  Resultat: 

in.  Ein  isolierter  singulärer  Punkt  einer  eindeutigen  Funktim  irt 
entweder  ein  Pol,  d.  A.  ein  Punkt,  in  dem  die  Funktion  van  ang^barer 
ganzzahliger  Ordnung  unendlich  groß  wird,  oder  ein  wesentUeh  singu- 
lärer Punkt,  in  dessen  beliebiger  Nähe  die  Funktion  jedem  beliebigen 
fFerte  unendlich  oft  beliebig  nahe  kommt 

Liegt  ein  singulärer  Punkt  nicht  isoHert,  so  kann  er  kein  Pol 
sein.  Denn  ist  {z  —  äff{z)  in  der  Umgebung  von  a  regulär,  so  kann 
f{z)  in  derselben  Umgebung  keinen  andern  singulären  Punkt  als  c 
haben.  Dagegen  kann  es  vorkommen,  daß  sich  unendlich  viele  Pole 
in  der  Umgebung  eines  bestimmten  Punktes  häufen  (wie  bei  den  in 
§  51  behandelten  Funktionen  in  der  Umgebung  von  z  =  oo).  Auch 
einen  solchen  singulären  Punkt  bezeichnen  wir  als  einen  isolierten 
wesentlich  singulären  Punkt,  insofern  er  zwar  nicht  von  Polen,  abei 
von  andern  wesentlich  singulären  Punkten  isoliert  liegt,  und  recbneo 
ihn  mit  den  wesentlich  singulären  Punkten  von  Satz  HE  zur  „erstem 
Arf'  solcher  Punkte. 

Es  können  aber  dann  auch  unendlich  viele  wesentlich  singulare 

Punkte  erster  Art  sich  um  einen  solchen  Punkt  „zweiter  Ärtf^  hänfen 

unendlich  viele  solche  Punkte  „zweiter  Art"  um  einen  solchen  Punkl 

•  „dritter  Art'*  u.  s.  f ;  wir  verfolgen  diese  Möglichkeiten  nicht  weiter 

Ist  jeder  Punkt  einer  bestimmten  Linie  ein  singulärer  Punkt 
so  kann  die  Funktion  über  diese  Linie  liinüber  auf  keine  Wei» 
analytisch  fortgesetzt  werden.    Ist  die  Linie  geschlossen,  so  begreni 
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de  einen  Bereich,  aus  dem  keine  Fortsetzung  der  Funktion  heraus- 
treten kann.  Es  ist  dann  nicht  mehr  auf  Grund  unserer  Festsetzungen 
Böglich,  den  Definitionsbereich  der  Funktion  über  diesen  Bereich 
hinaiis  zu  erweitem;  die  Funktion  bleibt  nur  in  einem  Teil  der 
Ebene  definiert     Wir  sagen  deshalb: 

IV.  Eine  geschlossene  Linie  singulärer  Punkte  einer  Funktion  ist 
fir  die  Funktion  eine  natürliche  Grenze, 

In  den  elementaren  Teilen  der  Funktionentheorie  treten  solche 
Funktionen  mit  natürlichen  Grenzen  nicht  auf;  aber  schon  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  führt  auf  Beispiele  von  ihnen. 

Übrigens  sind  diese  natürlichen  Grenzen  analytischer  Funktionen 
durchaus  zu  unterscheiden  von  den  künstlichen  Schnitten,  die  wir 
gelegentlich  benutzt  haben,  um  die  Gesamtheit  der  Werte  einer 
mehrwertigen  Funktion  zum  Zwecke  vorläufiger  Übersicht  in  einzelne 
Zweige  zu  zerlegen;  über  einen  solchen  künstlichen  Schnitt  hinüber 
geschieht  die  analytische  Fortsetzung  in  einen  andern  Zweig. 

f  69.     Singulare  Punkte  und  naturliche  Grenzen   melirdeutiger 

Funktionen. 

Haben  wir  es  mit  einer  mehrdeutigen  Funktion  zu  thun,  so 
smd  analoge  Überlegungen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Paragraphen  auf 
der  schlichten  Ebene  durchgeführt  haben,  auf  der  KiEMANNschen 
Fläche  anzustellen,  auf  der  die  zu  untersuchende  mehrwertige 
fWktion  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist  Man  muß  dann 
Ton  singulären  Punkten  und  Linien  im  einzelnen  Blatt  reden;  die 
in  den  verschiedenen  Blättern  auftretenden  solchen  Punkte  und 
Linien  brauchen  dabei  keineswegs  übereinander  zu  liegen.  Ins- 
besondere brauchen  nicht  alle  Teile  der  z- Ebene  von  gleich  vielen 
Blattern  der  Fläche  überdeckt  zu  sein. 

Außerdem  aber  treten  bei  mehrwertigen  i^inktionen  noch  sin- 
gulare Punkte  einer  andern  Art  auf:  die  Verzweigungspunkte.  Bei- 
spiele von  solchen  sind  uns  bereits  im  vorigen  Abschnitt  wiederholt 
begegnet;  allgemein  erhalten  wir  sie  bei  unserer  jetzigen  Betraclitungs- 
teise  folgendermaßen:  Sei  ein  Punkt  a  und  um  diesen  Punkt  als 
Mittelpunkt  ein  Kreis  von  hinlänglich  kleinem  Badius  gegeben;  sei 
4  ein  von  a  verschiedener  Punkt  innerhalb  dieses  Kreises.  Um  b 
sei  ein  Fonktionselement  gegeben;  wir  beschränken  die  Betrachtung 
ftof  solche  Fortsetzungen  dieses  Elementes,  zu  welchen  man  gelangen 
kum,  ohne  aus  dem  Kreis  herauszutreten.  Dann  ist  der  Fall  mög- 
lichy   daß    keine  dieser  Fortsetzungen  den  Punkt  a  erreicht,   daß   sie 

18* 
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jeden  andern  Innenpunkt  des  Kreises  erreichen,  daß  aber  Fortsetzung 
längs  eines  kleineren  zu  dem  ersten  konzentrischen  Kreises  erst  nach  % 
Umläufen  (n  >  1)  zu  dem  Ausgangselement  zurückfuhrt  In  diesem 
Falle  hängen  um  a  herum  n  Blätter  unserer  RiEMANKschen  Fläche 
genau  ebenso  zusammen,  wie  es  in  §  63  bei  Gelegenheit  der  Unter- 
suchung der  Funktion: 

1)  M7  =  yz  —  a 

(zunächst  für  a  =  0)  geschildert  worden  ist  Bilden  wir  die  inner- 
halb des  erstgenannten  Kreises  gelegenen  Stücke  der  n  Blätter  durch 
diese  Funktion  auf  die  uj-Ebene  ab,  so  legen  sich  ihre  Bilder  dort 
glatt  nebeneinander  und  bedecken  die  Umgebung  des  Nullpunkts 
einfach.  Die  zu  untersuchende  Funktion  f{z)  geht  dabei  über  in 
eine  Funktion  (p  [w)  von  mj,  deren  in  Betracht  kommender  Zweig  an 
jeder  Stelle  der  Umgebung  des  Nullpunkts,  abgesehen  von  diesem 
selbst,  sich  regulär  verhält  und  nach  einmaliger  Umkreisung  des 
Nullpunkts  in  sich  zurückläuft. 

Kann  man  nun  zeigen,  daß  der  Wert  von  f{z\  wie  nahe  auch 
z  in  irgend  einer  Richtung  an  a  heranrücken  mag,  unterhalb  einer 
angebbaren  Grenze  bleibt,  so  bleibt  auch  (f[u>)  bei  beliebiger  An- 
näherung von  w  an  den  Nullpunkt  unter  dieser  Grenze.  Dann  kann 
aber  nach  §  48,  I  der  Nullpunkt  nicht  singulärer  Punkt  von  ^{ip) 
sein,  (f  [w)  ist  vielmehr  im  Nullpunkt  regulär  und  läßt  sich  nach  der 
MACLAURiNschen  Reihe  entwickeln.  Drücken  wir  in  dieser  wieder 
w  durch  z  aus,  so  erhalten  wir: 

2)  f[z)  =  ö^  +  flj  (r  -  a)«  +  «2  (^  —  «)"  +  •  •  •  +  ««(2^  —  «)"  +  •.. 

Dabei  kann,  wie  aus  der  Ableitung  hervorgeht,  für  {z  —  a)*  irgend 
einer  der  Werte  dieser  n- deutigen  Funktion  gewählt  werden;  die 
Werte  der  folgenden  Reihenglieder  sind  aber  dann  nicht  mehr  wiU- 


m 


kürlich,  sondern  es  ist  allgemein  für  (z  —  a)"  die  m^  Potenz  des  ge- 

j_ 

wählten  Wertes  von  [z  —  a)^  zu  nehmen.     Je  nach  dem  Werte  von 

(z  —  a)"  stellt  also  die  Reihe  (2)  für  jeden  in  Betracht  kommenden 
Wert  von  z  n  Funktionswerte  vor;  sie  bilden  zusammen  die  n  Zweige 
der  Funktion  f{z),  die  um  a  herum  im  Cyclus  zusammenhängen. 
Einen  solchen  Funkt  nennt  man  einen  Ferzweigungs-  oder  Windungs* 
punkt  (n  —  ty^  Ordnung;  man  zieht  ihn  mit  zu  dem  Bereiche^  in  dm 
die  Funktion  als  definiert  anzusehen  ist,  und  schreibt  ihr  in  ihm  dei 
Wert  Oq  zu. 
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Kann  man  aber  nicht  zeigen,  daß  f{z)  und  (p{w)  in  der  Um- 
gebung Yon  z  =  a  bezw.  w  =  0  unterhalb  einer  endlichen  Grenze 
bleiben,  so  kann  man  auf  tp  {w)  zwar  nicht  mehr  die  MACLAUBmschQ, 
aber  doch  noch  die  LAUBENTsche  Entwicklung  anwenden.  Man 
erhalt  also  dann  f{z)  entwickelt  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von 
z  —  a,  deren  Exponenten  positive  und  negative  Brüche  mit  dem 
Nenner  n  sind.  Fon  einem  solchen  Punkt  sagt  man,  daß  er  zugleich 
Venweigungspunkt  und  singulärer  Punkt  sei;  und  zwar  Pol  oder 
wesentlich  singulärer  Punkt,  je  nachdem  die  genannte  Entwicklung 
nur  eine  endliche  oder  eine  unendlich  große  Anzahl  von  Gliedern 
mit  negativen  Exponenten  enthält. 

Daß  auch  Verzweigungspunkte  auftreten  können,  in  denen  un- 
fflidlich  viele  Blätter  zusammenhängen,  davon  haben  wir  bereits  beim 
Logarithmus  ein  Beispiel  kennen  gelernt.  Wir  gehen  aber  auf 
solche  Punkte  hier  nicht  weiter  ein;  noch  weniger  auf  Punkte,  in 
deren  Umgebung  unendlich  viele  Verzweigungspunkte  sich  häufen. 

Dagegen  müssen  wir  noch  auf  eine  Frage  zurückkommen,  die 
wir  in  §  34  verschoben  hatten:  nämlich  wie  es  in  der  Umgebung 
eines  Punktes,  in  dem  dwjdz  =  0  ist,  mit  der  Konformität  der 
Abbildung  steht  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  an- 
nehmen, der  Punkt,  um  den  es  sich  handelt,  sei  der  Nullpunkt  der 
r-Ebene,  und  ihm  entspreche  der  Nullpunkt  der  tu-Ebene;  die  Ent- 
wicklung von  w  nach  Potenzen  von  z  habe  die  Form: 

und  a^  sei  nicht  gleich  0.     Führen  wir  dann  eine  Hilfsvariable  s 
dnrch  die  Gleichung  ein: 

4)  tu  =  «*, 
80  erhalten  wir: 

5)  ,  =  f/^,..|l+^.+,..|". 

Der  Hauptwert   der    (  — j      Potenz    der    Klammergröße   ist   (vergl. 

§  61,  I)  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  regulär;   also  ist  *  in 
der  Umgebung  von  z  =  0  eine  reguläre  Funktion  von  z,  deren  Ab- 
leitung für  z  =  0  nicht  Null  (sondern   =  j/öj  ist.      Die  Beziehung 
zwischen    der   5-   und   z- Ebene    ist    also    im   Nullpunkt    konform; 
andererseits  sind  wegen  Glchg.  (4)  und  §  18  die  Winkel  im  Null- 
punkt  der   ti?-Ebene   w-mal   so  groß  als  die  Winkel  im  Nullpunkte 
der  *-Ebene.    Also  sind  auch  die  Winkel  im  Nullpunkt  der  w-Ebene 
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n-mal  so  groß   als   die   entsprechenden  Winkel   im  Nullpunkt  der 
z-Ebene;  m.  a.  W.  wir  haben  den  Satz: 

Sind  in    einem  Punkte  der  Z'Ebene  die  n  -^  1  ersten  AbleOunfft 
einer  dort  regulären  Funktion  =  0,  die  n^  aber  von  Null  rcrirrftfrifm      ^  ^ 
so  werden  die  Winkel  in  ihm  beim   Übergang  zur  w-Ebene  ver^n-facfU»- 

Es  ist  dann  nach  §  46,  X  z  eine  in  der  Umgebung  yon  «  = 
reguläre  Funktion  von  s  =  t£?V»,   in   deren  Entwicklung  der  KoefiS- 
zient  des  ersten  Gliedes  von  0  verschieden  ist;   tr  =  0  ist  also  ei 
Verzweigungspunkt  {n  —  1)^'  Ordnung  für  die  Umkehrungsftmktio^:^) 
z{w).    Da  diese  Überlegung  sich  umkehren  läßt,  so  folgt: 

Beginnt  die  Entwicklung    einer   Funktion  z(w)    in  der  Umgeha^^ 
eines  (n  —  l)-fachen  Verzweigung spunkts  a  nach  einem  konstanten  GKc-^ 
mit  (w  —  aj^'",  so  werden  die  Winkel  in  ihm  beim  Übergang  von  d^r 
w-Ebene  zur  z-Ebene  auf  den  n'*"  Teil  reduziert 

§  70.    Analytische '  Funktionen  von  analytischen  Funktionen. 

Ist  z'  eine  analytische  Funktion  von  zi 

1)  z  ^(f  [z) 
und  w  eine  analytische  Funktion  von  z': 

2)  w  =  f{z'), 
SO  entsteht  die  Frage,  ob  und  in  welchem  Sinne: 

3)  w  =  F{z)  =  f[,p  (z)] 

analytische  Funktion  von  z  ist. 

Den  einfachsten  Fall  haben  wir  bereite  in  §  33  erledigt.  Ist 
(f  in  einem  Bereiche  S  der  r- Ebene  eindeutig  und  regulär,  fallen 
femer  alle  Werte  von  y,  welche  zu  Punkten  dieses  Bereiches  ge- 
hören, in  einen  Bereich  S'  der  z'- Ebene,  in  welchem  f  regulär  ist, 
so  ist  auch  w  in  S  regulär. 

Sind  aber  z'  oder  w  oder  beide  mehrdeutige  Funktionen,   so 
entsteht  die  Frage:  wenn  man  in  (3)  diesen  beiden  Funktionen  alle 
ilire  Werte  beilegt,  werden  dann  die  Gesamtheit  der  so  entstehenden 
Werte  von  w  zu  einer  und  derselben  analytischen  Funktion  von  r^ 
gehören,  oder  vielleicht  zu  verschiedenen  solchen  Funktionen?  un 
in   beiden   Fällen:    wird    diese   Funktion    (bezw.    diese  Funktionen 
dadurch  vollständig  erhalten,  oder  gehören  zu  ihr  (zu  ihnen)  außer 
dem  noch  andere  Werte?    Um  diese  Frage  zu  entecheiden,  müsse; 
vnx  die  analytischen   Fortsetzungen    im   einzelnen  verfolgen;    dabe: 
wird  es  nach  §  54,  XII  genügen,   wenn   wir   uns   auf  geschlossen 
Wege  beschränken. 
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Sei  also  z^  ein  Wert  von  z,  für  welchen  die  Funktion  qp  einen 
"%Vert  z'q  (eyentueU  neben  andern  Werten)  annehme.  Für  z'o  sei  die 
lEHinktion  f{z')  definiert  und  ihr  Wert  bezw.  einer  ihrer  Werte  sei 


f-o. 


0* 


Mit  {zq),  (t£^^)  seien  die  bezüglichen  Funktionselemente  bezeichnet 
X)a8  Funktionszeichen  f{z)  umfaßt  dann  außer  w^  alle  die  Werte, 
zu  welchen  man  gelangen  kann,  indem  man  z'  in  seiner  Ebene  be- 
liebige geschlossene  Wege  durchlaufen  läßt  und  to,  mit  {w^)  be- 
ginnend, als  Funktion  yon  z  analytisch  fortsetzt;  das  Funktions- 
zeichen F{z)  dagegen  umfaßt  die  Werte,  die  man  erhält,  wenn  man 
z  in  seiner  Ebene  geschlossene  Wege  durchlaufen  läßt  und  to  dabei 
als  Funktion  von  z  fortsetzt  Die  Frage  nach  der  Identität  oder 
Verschiedenheit  beider  Funktionen  reduziert  sich  also  auf  die  zwei 
folgenden : 

I.  Kann  /  auf  allen  Wegen  von  z  fortgesetzt  werden,  auf 
welchen  F{z)  fortgesetzt  werden  kann?  Das  ist  dann  und  nur  dann 
nicht  der  Fall,  wenn  tp  (z)  natürliche  Grenzen  hat,  die  flir  F{z)  keine 
sind.  ^  Dann  hat  das  Funktionszeichen  F{z)  eine  weitere  Bedeutung 
als  f(<p{z)). 

TL  Ksjm  jeder  geschlossene  Weg  von  z'  dadurch  erhalten 
werden,  daß  man  z  einen  geeigneten  geschlossenen  Weg  in  seiner 
Ebene  durchlaufen  läßt?  Das  ist  dann  nicht  der  Fall,  wenn  die 
ümkehrung  der  Funktion  z'  =  qp(z),  z  =  1/^(2^,  nicht  eindeutig  ist 
In  diesem  Fall  kann  die  analytische  Funktion  F{z)  möglicherweise* 
nur  einen  Teil  der  Werte  von  f[(p  (z)]  umfassen.     Wir  haben  §  56 


in  logz*  ein  Beispiel  dafür  kennen  gelernt;  ]/z"^  ist  ein  zweites. 

Die   übrigen   Werte   von  f[(p{z)]    ordnen   sich  dann  noch   zu 
andern  analytischen  Funktionen  F^{z),   F^{z)...  zusammen,  so  daß 
/'[qp(z)]   in   eine   (endliche   oder   selbst   unendliche)  Anzahl   solcher 
lEHinktionen  zerfällt 
^  ■  (Es  können  auch  die  FäUe  (I)  und  (H)  bei  derselben  Funktion 

eintreten;  dann  ist  nur  ein  Teil  der  Werte  von  f[(p{z)]  mit  einem 

Teil  der  Werte  von  F{z)  identisch.) 

Noch  verwickelter  können  die  Verhältnisse  werden,  wenn  f  nicht 

nur  von  einer,  sondern  von  zwei  (oder  mehreren)  Funktionen  von  z, 

(p  (z),  X  (^)  abhängt    Doch  wollen  wir  auf  Funktionen  von  mehreren 

^  Daß  das  vorkommen  kann,   zeigt  das   triviale  Beispiel,   daß  /  die  Um: 
kehning  von  <p,  also  F(x)  —  x  ist. 

•  Es  braucht  nicht  notwendig  der  Fall  zu  sein;   die  betr.  Werte  von  F 

m 

können  vielleicht  auch  noch  durch  andere  Umlftufe  von  x  erreicht  werden;  V»" 
für  teilerfiremde  m,  n  ist  ein  Beispiel  dafür. 
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complexen  Veränderlichen  in  diesem  Buche  nicht  eingehen;  nur 
soviel  sei  bemerkt,  daß  man  in  diesem  Falle,  um  Werte  von  F(z) 
zu  erhalten,  tp,  x  simultan  fortzusetzen  hat,  also  nicht  immer  zwei 
beliebige  Werte  von  (p  und  x  verknüpfen  darf. 

§  71.    Das  Prinzip  der  Spiegelung. 

Die  in  §  67  entwickelte  allgemeine  Methode  der  analytischen 
Fortsetzung  ist  für  wirkliche  Verwendung  zur  Untersuchung  spedeUer 
Funktionen  nicht  geeignet.  Man  muß  vielmehr  bei  solchen  Unter- 
suchungen auch  zu  speciellen  Methoden  seine  Zuflucht  nehmen;  eine 
wichtige  solche  Methode  soll  in  diesem  und  den  folgenden  Para- 
graphen auseinandergesetzt  werden. 

Fassen  wir  zunächst  einen  sehr  speciellen  Fall  ins  Auge.  Eine 
Funktion  f{z)  sei  regulär  definiert  in  einem  Bereiche  A  der  z-Ebene, 
zu  dessen  Begrenzung  ein  Stück  der  Axe  der  reellen  Zahlen  mit  , 
gehöre.  Wir  wollen  nicht  von  vorneherein  voraussetzen,  daß  die  1 
Funktion  auf  diesem  Stücke  oder  auch  nur  einem  Teile  desselben  . 
regulär   sei;   wir   nehmen  aber  an,   daß  bei  beliebiger  Annäherung  a 

von  z  an  einen  bestimmten  Punkt  x  des  Stückes  f[i) 
gegen  einen  bestimmten  reellen  Grenzwert  f(x)  kon- 
vergiere, und  daß  dieser  Wert  f[x)  eine  auf  dem 
Stücke  stetige  Funktion  der  reellen  Veränderlichen 
X  sei.^ 
Fig.  43.  Suchen   wir  nun   zu  jedem  Punkte  z  des  Be- 

reiches A  den  konjugierten  Punkt  z,  so  bilden  alle 
diese  Punkt  'z  einen  Bereich  A,  der  das  Spiegelbild  von  A  in  Bezug 
auf  die  Axe  der  reellen  Zahlen  ist  Weisen  wir  dann  jedem  Punkte 
z  den  konjugierten  Wert  zu  dem  Werte  von  f(z)  in  z  zu,  so  de- 
finieren wir  dadurch  in  A  eine  reguläre  Funktion: 


1)  /;  {^) = m- 

Sei  nun  f  ein  Punkt  im  Innern  von  A,  so  ist  nach  dem  Satze  von 
Cauchy: 

U) 

dagegen: 

(Ä) 


*  Wir  lassen  unerörtert,  ob  etwa  diese  zweite  Voraussetzung  schon  eine 
Folge  der  ersten  sei;  vgl.  darüber  P.  PainlevI:,  Ann.  de  la  fac.  de  Toulouse, 
t.  II  (1888)  p.  19. 
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Wir  addieren  nun  die  linken  und  rechten  Seiten  dieser  beiden 
Gleichungen.  Die  über  das  Stück  der  reellen  Axe  erstreckten  Teile 
der  beiden  Integrale  heben  sich  dabei  weg,  da  längs  dieses  Stückes 
r  =  z,  f{z)  =  /'j  (z)  ist  und  die  Integrationsrichtung  das  eine  Mal  die 
entgegengesetzte  ist,  wie  das  andere  Mal;  es  bleibt  f{^)  ausgedrückt 
durch  ein  um  den  Rand  des  Bereiches  {A  +  ÄJ  erstrecktes  Integral, 
das  genau  die  Form  des  CAüCHYscben  Integrals  hat^  Ein  solches 
htegral  stellt  aber  eine  im  ganzen  Bereich  reguläre  Funktion  dar, 
welche  vorläufig  mit  y  (f)  bezeichnet  werden  möge;  unsere  Rechnung 
zeigt,  daß  im  Bereiche  A:  f{^)  =  y  (u)  ist 
Ist  aber  f  ein  Punkt  von  A,  so  ist: 

5)  J_riMrf7  =  /;(c). 

Verfährt  man  wie  oben,  so  findet  man,  daß  dieselbe  reguläre 
Funktion  qp  (f )  im  Bereiche  A  mit  f^  (f )  identisch  ist  Es  giebt  also 
eine  im  ganzen  Bereich  (A  +  A)  reguläre  Funktion,  welche  inner- 
halb {J[)  mit  /"(f),  innerhalb  {A)  mit  f^  {^)  identisch  ist;  das  sagt 
aber  nichts  anderes  aus,  als  daß  f^  (^)  analytische  Fortsetzung  von 
/(^  ist     Somit  haben  wir  den  Satz: 

L  Unter  den  getroffenen  Foraussetzungen  ist  die  analytische  Fort" 
Setzung  von  f{z)  über  das  Stück  der  Axe  hinüber  steUi  möglich  und 
geschieht  dadurch,  daß  man  konjugierten  Argumenhverten  konjugierte 
FunktioTUwerte  zuordnet. 

Der  Satz  gestattet  eine  leichte  Verallgemeinerung  auf  den  Fall, 
daß  statt  der  Axe  eine  andere  Gerade  der  Ebene  auftritt;  man 
findet  dann: 

IL  Nimmt  eine  analytische  Funktion  auf  einem  Stücke  einer  Geraden 
reelle  Werte  an  (in  dem  zu  Beginn  des  Paragraphen  definierten  Sinn), 
so  nimmt  sie  konjugiert  complexe  Werte  an  in  solchen  Punkten,  die 
Spiegelbilder  voneinander  bezüglich  jener  Geraden  sind. 

§  72.     Konforme  Abbildung  eines  geradlinig  begrenzten  Dreiecks 

auf  eine  Halbebene. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  kommen  zur  Anwendung, 
wenn  die  Aufgabe  gestellt  wird:    ein  geradlinig  begrenztes  Dreieck 

^  Bfan  beachte,  daß  die  Bezeichnung  der  Intcgrationsvariabeln  gleich- 
gültig üt. 
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der  tr- Ebene  konform  auf  eine  Halbebene  (bezw.  Halbkugel)  der  z 
abzubilden.  Sei  einmal  die  Möglichkeit  der  Lösung  yorausgesetzt 
und  mit: 

Z  =s  (p{w) 

die  verlangte  Abbildungsfunktion  bezeichnet.  In  der  Aufgabe  liegt 
zunächst  nur,  daß  diese  Funktion  innerhalb  des  Dreiecks  regulär 
sein  und  bei  Annäherung  an  dessen  Grenzen  stetig  bleiben  muß. 
Aber  diese  Eigenschaften  genügen,  um  gemäß  §  71^  11  die  Funktion 

über  die  Seiten  des  Dreiecks  hinaus  analytisch 
fortzusetzen  über  drei  weitere  Dreiecke,  welche 
die  Spiegelbilder  des  gegebenen  in  Bezug  auf 
seine  Seiten  sind.  Derselbe  Schluß  kann  dann 
auf  jede  Seite  jedes  der  neuen  Dreiecke  ange- 
wendet werden  u.  s.  w.,  so  daß  man  schließlich 
Fig.  44.  ^^^    ganze   BiEMANNsche   Fläche    der  Funktion 

(p{w)  aus  lauter  Dreiecken  zusammensetzt,  die 
zu  dem  gegebenen  abwechselnd  kongruent  und  symmetrisch  sind. 
Dabei  werden  im  allgemeinen  die  später  gebildeten  Dreiecke  über 
vorher  schon  vorhandene,  auch  über  das  Ausgangsdreieck  hinüber- 
greifen, und  die  entstehende  KiEMANNSche  Fläche  wird  im  all- 
gemeinen unendlich  viele  Blätter  bekommen.  Soll  nur  eine  ein- 
blättrige Fläche  entstehen,  so  ist  dazu  jedenfalls  erforderlich,  daß 
nicht  schon  an  einer  Ecke  des  Dreiecks  ein  Windungspunkt  ent- 
steht, daß  also  nach  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen  an  den 
von  einer  solchen  Ecke  auslaufenden  Dreiecksseiten  das  Ausgangs- 
dreieck wieder  erhalten  wird.  Dazu  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
daß  jeder   Wickel  des  Dreiecks  ein  aliquoter  Teil  von  n  ist 

Wenn  diese  Bedingung  aber  erfüllt  ist,  entsteht  auch  wirklich 
stets  eine  einfache  Uberdeckung  der  Ebene  durch  die  abwechselnd^ 
kongruenten  und  symmetrischen  Wiederholungen  des  Ausgangs- — 
dreiecks.  Man  prüft  das  am  bequemsten  an  den  einzelnen  mög — 
liehen  Fällen,  deren  nur  eine  geringe  Anzahl  ist  Denn  sollen  di 
Winkel  eines  Dreiecks  bezw.  ;r//,  ;r/m,  njn  sein,  unter  /,  »i, 
ganze  Zahlen  >  1  verstanden,  so  müssen  diese  ganzen  Zahlen  d&isr 
Gleichung: 

genügen.   Das  ist  einmal  der  Fall,  wenn  jede  =  3  ist,  das  Dreieck  also 
gleichseitig  ist.   Sind  sie  aber  nicht  alle  =  3,  so  muß  eine  kleiner,  also 

=  2  sein.    Sei  f  =  2;  dann  muß  i-  +  1  =  1,  d.  i.  (m--2)(n-2)=:   ^ 
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Fig  45. 


Fig.  46. 


sein,  also  entweder  wi  =  4,  n  =  4  oder  m  =  3,  n  =  6  (m  =  6,  n  =  S 
giebt  nichts  Neues).    Wir  sehen  also: 

I.  Die  konforme  Abbildung  der  Fläche  eines  geradlinigen  Dreiecks 
auf  eine  Halbebene  kann  jedenfalls  nur  in  drei  Fällen  durch  eine  in 
der  ganzen  Ebene  eindeutige  Funktion  vermittelt  werden:  wenn  das 
Dreieck  entweder  gleichseitig^  oder 
gleichschenkliger  echtwinklig  j  oder  die 
HcUfle  eines  gleichseitigen  Drei- 
ecks  ist 

Nun  sieht  man,  daß  in  den 
beiden  ersten  Fällen  je  acht,  im 
dritten  Falle  zwölf  solche  ab- 
wechselnd kongruente  und  sym- 
metrische Dreiecke  ein  Parallelogramm  von  der  Art  bilden,  daß  die 
weitere  Fortsetzung  immer  wieder  zu  kongruenten  ^  Parallelogrammen 
fiihrt  Daß  aber  die  Ebene  durch  kongruente  Parallelogramme 
einfach  und  lückenlos  überdeckt  wird,  folgt  aus 
den  Elementen. 

Die  Funktionen,  welche  die  Abbildung 
vermitteln,  kann  man  in  jedem  Fall  (nicht 
bloß  in  den  drei  erwähnten  Specialfällen)  durch 
folgende  XJberlegung  erhalten: 

Sei  w  =  f{z)  die  Auflösung  der  Gleichung 
(1),  80  wird  durch  die  Funktion  C^w  +  C^  bei 
beüebiger   Wahl    der   Konstanten    C^ ,    C,    die  ^^-  ^^' 

Halbebene  auf  ein  zu  dem  gegebenen  ähnliches  Dreieck  abgebildet 
(vgl.  §  10).  Wir  machen  uns  von  der  hierin  liegenden  Unbestimmt- 
heit frei,  wenn  wir  statt  der  Funktion  w  die  Funktion 


2) 


d  1       du) 
log 


d% 


dz 


betrachten,  die  ungeändert  bleibt,  wenn  man  Cj  w  +  C^  für  w  setzt. 
Femer  dürfen  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daß 
den  drei  Ecken  des  Dreiecks  der  Reihe  nach  die  Punkte  0,  1,  oo 
der  z-Kugel  entsprechen;  denn  wir  können  das  nach  §  15  stets 
durch  eine  vorausgehende  lineare  Transformation  der  Variabein  z 
erreichen.  Dann  muß  w  eine  Funktion  von  z  sein,  welche  in  der 
Umgebung  jedes  Punktes  der  r-Kugel,  mit  Ausnahme  der  drei  ge- 
nannten   Punkte,    regulär    ist   und    einen    von   Null    verschiedenen 

*   Kongruent   auch    in  Bezup   auf  die  Lage    der   einzelnen  Dreiecke  in 
iluien,  die  in  den  Figuren  durch  die  Schraffierung  sichtbar  gemacht  ist. 
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Differentialquotienten  (§  33,  VI)  hat  Im  Punkte  z  =  0  muß  dei^ 
Winkel  n  der  z- Halbebene  auf  den  Winkel  an  des  Dreiecks  der* 
f£7-Ebene  abgebildet  werden;  es  muß  also  dort: 

dw 


dx 


=  az-'^t\{z) 


sein,  unter  f{z\  f^  {z\  /,  {z)  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  reguläre 
Funktionen  verstanden.  Ebenso  wird  gezeigt,  daß  in  der  Umgebung 
des  Punktes  1: 

4)  -^  log  ~  =  ^^^  +  fct  reg. 

^  d%     ^  dx        X  —  \  ^ 

und  in  der  Umgebung  des  Punktes  00: 

5)  -j- log -j^  =  ~  ^  ~ — y  z-'^ fct.  reg. 

'  dx     ^  dx  X  ° 

ist.  Die  Funktion  (2)  hat  also  in  den  singulären  Punkten  0  und  1 
Pole  erster  Ordnung  und  ist  sonst  auf  der  ganzen  Kugel  regulär 
und  im  Unendlichen  0;  sie  ist  also  nach  §  44,  VI  eine  rationak 
Funktion,  und  zwar:  . 

(Die  Entwicklung  dieser  Funktion  in  der  Umgebung  von  z  =  00 
liat  in  der  That  die  Form  (5),  da  a  +  ß  +  y  =  l  ist.)    Durch  zwei- 

maUge  Integration  erhält  man  aus  (6): 

als  Lösung  der  Aufgabe;  die  nähere  Diskussion  dieser  Lösung  würde 
uns  über  die  uns  gesteckten  Grenzen  hinausführen. 

§  73.    Verallgemeinerung  des  Spiegelungsprinzips;  Spiegelung  an 

einem  Kreis. 

Der  Satz  von  §  71  gestattet,  wie  H.  A.  Schwakz  ausgeführt 
hat,  eine  sehr  weitgehende  Verallgemeinerung.  Ist  nämlich  ein 
„regulärer  Kurvenbogen"  durch  zwei  Gleichungen: 

1)  ^  =  qpW,    !/  =  ^{t) 

gegeben,  in  welchen  (p,  yj  zunächst  reguläre  Funktionen  der  reellen 
Variabein  t  bedeuten,  so  kann  man  dieser  Variabein  nach  §  38,  I 
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auch  complexe  Werte  t  beilegen,  ohne  daß  die  Keihen  für  tp  und 
ifi  aufhören  zu  konvergieren.    Durch  die  Gleichung: 

2)  z  =  x  +  iy=^(p{t)+-trp{t) 

wird  dann  ein  Bereich  der  ^Ebene,  der  zu  beiden  Seiten  eines  be- 
stimmten Stücks  der  Axe  der  reellen  t  liegt,  abgebildet  auf  einen 
Bereich  der  ;?- Ebene  zu  beiden  Seiten  des  gegebenen  regulären 
Kurvenbogens;  und  man  kann  den  ersteren  Bereich  so  weit  ein- 
schränken, daß  der  letztere  sich  nirgends  selbst  überdeckt.  Ordnen 
wir  dann  je  zwei  Punkte  z  einander  zu,  welche  konjugierten  Werten 
Mermöge  (2)  entsprechen,  so  ist  dadurch  in  dem  letztgenannten 
Bereich  eine  umkehrbar  eindeutige  paarweise  Zuordnung  der  Punkte 
z  definiert 

I.  Diese  Zuordnung  ist  nur  abhängig  von  dem  gegebenen  Kurven- 
hegen  selbst^  unabhängig  von  der  Art  seiner  Darstellung  durch 
Gleichungen  der  Form  (1), 

Ersetzen  wir  nämlich,  um  eine  andere  Darstellung  desselben 
Knnrenbogens  zu  erhalten,  in  den  Gleichungen  (1)  t  durch  eine 
reelle  reguläre  Funktion  einer  andern  reellen  Variabein  t,  und 
geben  in  dieser  dann  dem  t  auch  complexe  Werte,  so  gehören  nach 
§  71,  I  zu  konjugiert  complexen  Werten  von  t  auch  konjugiert 
complexe  Werte  von  t  Infolgedessen  sind  wir  berechtigt,  die  De- 
finition aufzustellen: 

n.  JFir  nennen  zwei  solche  Punkte  der  Z'Ebene,  welche  konjugierten 
hnkten  der  t- Ebene  entsprechen,  Spiegelbilder  voneinander  bezüglich 
^  gegebenen  regulären  Kurvenbogens. 

Damit  ergiebt  sich  aus  dem  speciellen  Satz  I  von  §  71  der 
Allgemeinere: 

DL  Sei  eine  Funktion  f(z)  regulär  definiert  innerhalb  eines  Be- 
Teiches  der  z^Fbene,  zu  dessen  Begrenzung  ein  regulärer  Kurvenbogen: 

x  =  (p{t),    y=-^p{t) 

fehort;  sei  ferner  bekannt,  daß  f{z)  bei  beliebiger  Annäherung  von  z 
en  einen  bestimmten  Punkt  t  dieses  Bogens  gegen  einen  bestimmten 
reellen  Grenzwert  x  (0  konvergiere,  und  daß  dieser  Grenzwert  eine  stetige 
Fmiktion  von  t  sei.  Dann  läßt  sich  die  Funktion  f{z)  über  jenen 
Eurvenbogen  hinaus  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  erhält  sie  dabei 
konjugiert  complexe  Werte  in  Punkten,  welche  Spiegelbilder  voneinander 
n  Bezug  auf  jenen  Bogen  sind. 

Ist  der  gegebene  Eurvenbogen  speciell  ein  Bogen  des  Einheits- 
imesy  so  kann  man  etwa: 
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setzen;  es  wird  dann: 

,    .        (1  +ity      1  +»< 

(vgl,  §  15,  3).  Geben  wir  hier  dem  t  zwei  konjugierte  Werte  u  +  iv 
und  tt  —  lü  und  bezeichnen  die  zugehörigen  Werte  von  x  +  iy 
bezw.  mit  x^  +  iy^  und  x^  +  iy^,  so  erhalten  wir: 

1  —  r  +  »  « 
also: 

1  +  V  "  tu  1 

Das  ist  aber  (vgl.  §  11,  Glchgen.  (7))  gerade  die  Beziehung  zwischen 
zwei  Punkten  (^r^yj  und  (jr^y,),  die  wir  früher  als  Spiegelung  am 
Einheitskreis  bezeichnet  hatten;  wir  können  also  sagen: 

IV.  Die  früher  untersuchte  Spiegelung  am  Einheitskreis  ist  ein 
specieller  Fall  der  unter  (III)  definierten  Spiegelung  an  einem  he» 
liebigen  analytischen  Kurvenhogen, 


§  74.     Konforme  Abbildung   eines  Kreisbogendreiecics   auf  die 

Halbebene. 

Ebenso  wie  wir  den  speciellen  Satz  von  §  71  im  §  72  dazu 
verwendet  haben,  die  konforme  Abbildung  eines  geradlinig  begrenzten 
Dreiecks  auf  eine  Halbebene  zu  untersuchen,  erlaubt  der  allgemeinere 
Satz  von  §  73,  dieselbe  Aufgabe  für  ein  von  Kreisbogen  begrenztes 
Dreieck  in  Angriff  zu  nehmen.  Doch  können  wir  hier  noch  weniger 
als  dort  die  Aufgabe  erschöpfend  behandeln,  müssen  uns  vielmehr 
auf  die  Hervorhebung  einiger  prinzipieller  Punkte  und  die  Durch- 
fuhrung eines  leicht  zugänglichen  Beispiels  beschränken. 

Soll  die  Umkehrung  der  Abbildungsfunktion  eine  eindeutige 
Fimktion  sein,  so  müssen  auch  in  diesem  Falle  die  Winkel  des 
Dreiecks  aliquote  Teile  von  n  sein.  Aber  die  Relation  §  72,  1  ist 
jetzt  nicht  mehr  notwendigerweise  erfüllt;  infolgedessen  haben  wir 
drei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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I.  Ist   4  H p  —  =  1 ,    so    beweist    man    geometrisch    (vgl. 

ig.  48),  daß  die  drei  Kreise,  denen  die  das  Dreieck  begrenzenden 
ogen  angehören,  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Geht  man 
irch  lineare  Transformation  von  der  iiJ-Ebene  zu  einer  ?£?'- Ebene 
)er,  in  welcher  diesem  Schnittpunkt  der  Punkt  to'  =  oo  entspricht, 
I  entspricht  dem  gegebenen  Dreieck  der 
•Ebene  ein  geradliniges  Dreieck  der  tu'- 
bene;  wir  sind  damit  auf  den  vorigen 
all  zurückgeführt 

n.  Ist  -r  H 1 >  1,  so  übertragen 

l         m        n 

ir  das  Dreieck  zunächst  durch  stereo- 
uphische  Projektion  auf  die  Kugel;  dann 
Bt  sich  geometrisch  zeigen,  daß  sich  die  Yig.  48. 

benen  der  drei  Begrenzungskreise  in 
Qem  Punkte  innerkalb  der  Kugel  schneiden.  Wir  können  unter 
)n  in  §  16  besprochenen  Kollineationen  des  Raumes,  die  zu 
learen  Transformationen  der  Variabein  w  gehören,  noch  unendlich 
ele  finden,  die  den  genannten  Schnittpunkt  in  den  Mittelpunkt  der 
agel  überführen;  nehmen  wir  irgend  eine  von  diesen  vor,  so  geht 
IS  vorgelegte  Dreieck  in  ein  „sphärisches  Dreieck"  (im  gewöhn- 
ihen  Sinne  dieses  Wortes)  über,  das  von  drei  größten  Kreisen  der 
ugel  begrenzt  wird,  und  die  im  vorigen  Paragraphen  definierten 
Regelungen  an  den  Seiten  des  Dreiecks  werden  (vgl.  §  13,  XI) 
i  Spiegelungen  an  den  Ebenen  dieser  Seiten,  im  gewöhnlichen, 
wüschen  Sinne  des  Wortes  Spiegelung.  Zwei  solche  Spiegelungen 
icheinander  ausgeführt  sind  zusammen  äquivalent  einer  Drehung 
m  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  durch  das  doppelte  des  Winkels, 
en  sie  miteinander  einschließen.  Daher  muß  die  aus  den  ah^ 
wechselnd  symmetrischen  und  kongruenten  Wiederholungen  des  AuS' 
(oysdreiecks  gebildete  Figur  die  Eigenschaft  haben  ^  bei  bestimmten 
Drehungen  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  in  sich  überzugehen. 

Der  Ungleichung  (II)   kann   übrigens   nur  auf  folgende  Arten 
lurch  ganzzahlige  Werte  von  l,  m^  n  genügt  werden: 

1.  /  =5  m  =  2 ,         n  beliebig, 

2,  /  =  2,   wi  =  3,   n  =  3,  4  oder  5; 

ni  wollen  den  Fall: 

» 

/=2,     m  =  3,     n  =  3 

ingehender  untersuchen. 
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Der  sphärische  Exzess  eines  Dreiecks  mit  den  Winkeln  (ff/2 
;r/3,  7r/3)  beträgt: 

i\  n  n     ,     n  n 

1)  ¥  +  -3+1-'^=    6-5 

sein  Flächeninhalt  ist  demnach  gleich  dem  24.  Teil  der  gesamten 
Kugeloberfläche.  Wenn  es  also  überhaupt  möglich  ist,  durch  ab- 
wechselnd symmetrisclie  und  kongruente  Wiederholungen  des  ge- 
nannten Dreiecks  die  ganze  Kugel  einfach  und  lückenlos  zu  über- 
decken, so  wird  man  dazu  gerade  24  solcher  Dreiecke  braachen. 
Man  erhält  in  der  That  eine  solche  Uberdeckung  der  Kugel,  wenn 
man  jede  Seitenfläche  eines  regelmäßigen  Tetraeders  durch  ihre 
Mittellinien  in  sechs  Dreiecke  zerlegt  und  die  entstehende  Einteilung 
vom  Mittelpunkt  des  Tetraeders  aus  auf  die  umbeschriebene  Kugel 
projiziert  Soll  nun  ein  solches  Dreieck  so  auf  eine  Halbebene  ab- 
gebildet werden,  daß  seinen  Ecken  bezw.  die  Punkte  z  =  0,  1,  oc 
entsprechen,  so  muß  die  Funktion  z  von  w,  welche  die  Abbildung 
leistet,  folgende  Eigenschaften  haben  (ihre  Existenz  immer  voraus- 
gesetzt): . 

1.  Sie  muß  in  allen  Punkten  Wj  welche  nicht  Ecken  der  Drei- 
ecke sind,  regulär  sein  und  einen  von  0  verschiedenen  DüFerential- 
quotienten  haben. 

2.  In  den  Dreiecksecken  Wq,  welche  dem  Punkte  r  =  0  ent- 
sprechen, muß  w  —  Wq  eine  reguläre  Funktion  von  )/r  sein,  da  hier 

ein  Winkel  ^  auf  der  ?r-Kugel  einem  Winkel  7t  der  r-Kugel  ent- 

spricht;  also  z  eine  reguläre  Funktion  von  w?,  die  in  w^  einen  Null- 
punkt 2.  0.  hat. 

3.  In  den  Dreiecksecken  w^,  welche  dem  Punkte  z=  1  ent- 
sprechen, muß  M?  —  irj  eine  reguläre  Funktion  von  yz  —  1  sein,  also 
z  —  1  eine  reguläre  Funktion  von  ir,  die  in  w^  einen  Nullpunkt 
3.  0.  hat 

4.  In  den  Dreiecksecken  w^ ,  welche  dem  Punkt  z^  entsprechen, 
muß  w  —  w^  eine  reguläre  Funktion  von  z-^l^  sein,  also  z  eine 
Funktion  von  w,  welche  in  w^  einen  dreifachen  Pol  hat 

Es  ist  demnach  z  eine  auf  der  ganzen  f/7-Kugel  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  reguläre,  d.  h.  nach  §  44,  VI  eine  rationale  Funktion 
von  w.  Als  solche  ist  sie  durch  die  Eigenschaften  (1),  {S\  (4) 
bereits  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt;  können  wir 
diesen  so  bestimmen,  daß  auch  die  Eigenschaft  (2)  statt  hat,  so  ist 
die  Aufgabe  gelöst 
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Die  Kantenmitten  des  Tetraeders  sind  Ecken  eines  regulären 
Oktaeders;  wir  können  sie  uns  so  gelegt  denken,  daß  die  ihnen  auf 
der  Kugel  entsprechenden  Punkte  w^  nach: 

0,    00,     +  1,    +  «,     -  1,    —  I 

fallen,  also  (abgesehen  von  w  =  cx))  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

2)  f\{w)^w{w^  -  1)  =  0 

sind.  Die  Ecken  und  die  Seitenmitten  des  Tetraeders  geben  dann 
auf  der  Kugel  Punkte,  deren  Raumkoordinaten  |,  ^,  ^  —  ^  (vgl.  §  1 3) 

alle  drei  den  absoluten  Betrag  —7=  haben;   man   kann   etwa   an- 

nehmen,  daß  die  ersteren  eine  gerade,  die  letzteren  eine  ungerade 
Anzahl  negativer  Koordinaten  haben.  Dann  werden  die  Argumente 
»1  der  ersteren  (§  13,  (6)): 

1  -f  i 1_±*_      J_I1*        _    1  -  i 

1/3  -  1 '         1/3  -  1 '     1/3 -f  1 '         1'3"+  1 ' 

i  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

3)  /;(«7)  =  M?*- 2/f3tr2+  1  =0; 
die  Argumente  w^  der  letzteren  werden: 

l -i  \  - i         1  +  i  1 +  i 


yS-i'        1/3"- 1'    1/3"+ r        V''3  4- 1 ' 

i  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

4)  /;  (t£?)- w?*  +  2  2 ys  M?2  ^  1  =  0. 

Ene  rationale  Funktion  z  —  1  von  tr,  welche  den  Bedingungen  (1), 
(%  (**)  genügt,  ist  also: 

5)  r-l=«f^V=aK--^;i^-^ 

80II  es  möglich  sein,  auch  der  Bedingung  (2)  zu  genügen,  so  müssen 
8ich  zwei  Koeffizienten  a,  b  so  bestimmen  lassen,  daß  die  Identität 
besteht: 

In  der  That  findet  man: 
6)  =  12  fi iw* [{w*  +  1)*  -  4 ir*]  =  12  ]/3  if]. 

BcTKKHARir^  Funktionen.  L  14 
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Die  gesuchte  Funktion,   durch   welche  das  vorgelegte   Kr  ei. 
dreieck  auf  die  Halbebene  abgebildet  unrd,  ist  also: 

7)  z=12}/3«g  =  l-g; 

man  überzeugt  sich  nämlich  nachträglich  leicht,  daß  diese  Fn 
auch  in  tr  =  00  (was  wir  zunächst  außer  acht  gelassen  hatten 
2-fachen  Nullpunkt  hat.^ 

in.     Der  dritte  Fall    ,-  H 1 <  1  führt  auf  transce 

/         tn        n 

automorphe  Funktionen;  wir  können  auf  seine  nähere  üntersi 
nicht   eingehen,    halten   vielmehr   das   Ziel   dieser   Einfiihrui 
erreicht,  nachdem  wir  bis  an  die  Schwelle  desjenigen  Gebiel 
langt  sind,  in  dessen  Erforschung  die  funktionentheoretische 
gegenwärtig  ihre  dankbarsten  Probleme  findet 


^   Vgl.   über   den  Fall  II  F.  Klein,   Vorlesungen    über    das    Ik( 
Lpz.  18S4. 
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ELEMENTARE  MECHANIK 

ais  Einleitang  in  das  Stadinm  der  theoretischen  Physik 

Von 

Dr.  Woldemar  Voigt, 

o.  ö.  ProfeMor  der  Physik  an  der  Unirersit&t  Qöttingen. 
Mit  55  Figuren  im  Text    gr.  8.     1889.     geh.  12  ^. 


Auszug  aus  dem  Vorwort  des  Professor  Eugenio  Beltrami  zu  Rom 
zur  italienischen  Übersetzung  von  Dr.  A.  Sella: 

Das  ansgeseichnete  Werk  des  Professor  Voigt  konimt  einem  BedQrMs  entgegen,  welches 
sich  unier  den  deutschen  und  englischen  Studenten  schon  seit  einiger  Zeit  fllhlbar  gemacht  hat. 
Die  elementare  Mechanik  wird  im  allgemeinen  von  rwei  sehr  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus 
betrachtet,  entweder  als  die  herkömmliche  Vorschule  für  das  rein  technische  Studium  der  Ingenieure, 
io  welchem  Falle  sie  sich  auf  die  elementarsten  und  trockensten  Kapitel  beschränkt,  oder  als  eine 
Sammlung  geometrischer  und  analytischer  Übungen,  wobei  die  eigentliche  mechanische  Grund- 
lage Terschwindet ,  um  den  ohne  Zweifel  sinnreichen  Anwendungen  der  analytischen  und  pro- 
Jektiv'en  Geometrie,  der  Theorie  der  Differential  -  Gleichungen  und  der  Variationsrechnung  Plat-z 
SU  machen.  Diese  rwei,  sich  fast  entgegenstehenden  Ansichten  haben  in  sehr  hohem  Maße  das 
historische  Ziel  der  Mechanik  verwischt,  das  durch  Galilei  und  Newton  aufgestellt  und  von  den 
Physikern  ersten  Banges,  wie  Lagrange,  Green,  Kirchhoff,  Maxwell  und  Holmholtz,  unablSssig 
weiter  verfolgt  worden  ist 

Das  Buch  des  Professor  Voigt  bietet  eine  neue  Anleitung  dar,  wie  man  sie  sich  gar  nicht 
besaer  wünschen  könnte,  zu  diesem  Studium  der  Mechanik,  als  der  rationellen  Wissenschaft  der 
materiellen  Welt. 

Der  Verfasser  bezeichnet  mit  groISer  Prftsision,  aber  mit  noch  viel  größerer  Bescheiden- 
heit in  seiner  Vorrede  das  Ziel,  das  er  sich  gesteckt,  und  die  Hilfsmittel,  mit  denen  er  es  zu  er- 
reichen versucht  hat.  Es  ist  vielleicht  nützlich ,  zu  versichern ,  daß  dies  Ziel  vollkommen  erreicht 
ist,  und  da]}  der  Verfasser  es  verstanden  hat,  in  einem  verhältnismäßig  geringen  Baum  die  wich- 
tigsten Lehrsätze  der  allgemeinen  Mechanik  zusammenzufassen  und  je  nach  ihrer  Wichtigkeit  mit 
Anwendungen  auf  die  Physik  zu  versehen.  Die  Darstellung  ist  klar  und  geordnet,  im  Anfange  aus- 
flUirlicher,  ohne  zu  breit  zu  werden,  im  weiteren  Verlaufe  kürzer  und  gedrängter,  ohne  sich  Jemals 
in  Unklarheit  oder  Ungenauigkeit  zu  verlieren.  Wer  das  Buch  studiert,  muß  seine  Sinne  ständig 
luammen  nehmen ,  mit  dem  Autor  gewissermaiSen  mitarbeitend ,  um  die  W^inke  und  Ableitungen 
auazugestalten,  aber  am  Ende  wird  er  gewatir  werden  —  was  nicht  oft  vorkommt  —  wirklich  viel 
gdemt  zu  haben,  und  —  was  noch  mehr  Ist  —  die  Formeln  gut  zu  handhaben  und  die  Besultate 
der  Bechnimg  zu  deuten  verstehen. 

Es  würde  zu  weit  führen,  alle  die  Vorzüge  aufzuzählen,  durch  welche  das  Voigt'sche  Werk 
ridi,  zum  guten  Teil  wenigstens,  von  den  übrigen  Werken  über  Mechanik  unterscheidet.  Wer  nun 
Mgte,  daß  es  sich  hier  nicht  ex  professo  um  Kinematik  handelt,  und  daß  alle  Sätze  der  Statik 
US  den  Gleichungen  der  Dynamik  abgeleitet  werden ,  würde  zwar  Becht  haben,  aber  damit  keine 
Vontellong  erwerben  von  dem  umsichtigen  Plane,  nach  welchem  das  Werk  entworfen  uud  aus- 
lefllhrt  ist;  ein  Plan,  der  sich  auch  kundgiebt  in  den  zahlreichen,  oft  nur  beiläufigen  Bemerkungen 
oad  Whiken,  die  vielleicht  von  selten  des  oberflächlichen  Lesers  nicht  beachtet  werden,  die  aber 
ten,  der  ernsthaft  studiert,  eine  klare  Kenntnis  von  der  andauernden  Wechselwirkung  zwischen 
dm  mathematischen  Denken  nnd  der  Vorstellung  der  Wirklichkeit  geben,  worin  die  wahre  und 
ci^eDtliche  physiki^ch-mechanische  Forschung  besteht. 

Von  den  Gegenständen,  die  von  größtem  Interesse  für  die  allgemeine  Physik  sind  und 
»0©  Autor  mehr  oder  weniger  ausführlich,  in  der  Form  aber  immer  bewunderungswürdig  dem  Be- 
dfirfiiis  angepaßt,  behandelt  werden,  sind  besonders  diejenigen  hervorzuheben,  welche  sich  auf  die 
Schwelkraft  beziehen  und  besonders  die  ausführliche,  vollständige  Lehre  von  dem  Messen  derselben 
d>reh  Pendelschwingungen,  femer  die  Theorie  der  Centralbewegungen  und  der  allgemeinen  Gravi- 
"Üoiif  die  elementaren  Winke  Ober  Pricession,  Nutation  und  Ebbe  und  Flut  und  zuletzt  die  licht- 
*oDe  Ldire  von  den  ebenen  Wellen  in  den  isotropen  Mitteln ,  gefolgt  von  einem  sehr  einfachen 
Beweis  des  berühmten  Satzes  von  Poisaon. 

Besonders  bemerkenswert  ist  der  dritte  Teil,  welcher  der  Mechanik  nichtstarrer  Körper 
Snridmet  ist.  Hier  hat  der  Verfaaaer  mit  seltener  Geschicklichkeit  und  relativ  höchst  einfachen 
zotteln  eine  große  Menge  interemanter  und  lehrreicher  Probleme  im  Bezug  auf  die  flüssigen  und 
dMtisefaen  Körper  gelöst.  Das  Studium  dieses  Teils  ist  auch  für  den  nützlich  und  lohnend,  der 
tdion  eine  mehr  wie  mittlere  Kenntnis  von  diesen  Dingen  besitzt. 
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LEHRBUCH 

der 


DARSTELLENDEN  GEOMETRIE 

von 

Dr.  Karl  Rohn,         und    Dr.  Erwin  Papperitz, 

Professor  der  Mathematik  Profensor  der  Mathematik 

AD  der  Königl.  Sfichs.  Technischen  Hoch-        imd  darstellenden  Geometrie  an  der 

schule  zu  Dresden,  Königl.  Sfichs.  Bcrg-Akademte  sii  Freiberg. 

Zwei  Bände. 

Mit  über  600  Figiiren  Im  Text. 

gr.  8.     1893  u.  1896.     geh.  25  Ji,  geb.  in  Ganzleinen  27  J^ 

Die  darstellende  Geometrie  wird  in  vorliegendem  Werke  iu  ihrer 
doppelten  Bedeutung:  als  die  Darstellung  räumlicher  Gebilde  and  als  die 
Entwickelung  der  Rauuianschaunng,  behandelt. 


LEHRBUCH 

DER 

EXPERIMENTALPHYSIK 

zum  eigenen  Studium  und  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen 

von 

Dr.  Eduard  Riecke, 

u.  <■>.  Professor  <1<t  Physik  an  der  Uiiiversltflt  Göttingen. 

Zwei  Bünde. 

Mit  gegen  700  Figuren  im  Text 

gr.  8.     1896.     geh.  18  Jf,  geb.  in  Ganzleinen  20  J^ 

In  diesem  ausgezeichneten,  dun-haus  auf  dem  Boden  der  neuefi  Auschau- 
ungen  und  Forschungeu  stt^hcndeii  Werke,  welches  in  xtcci  handlichen  Bänden 
das  ynnxe  Gebiet  der  I*bysik  umfaßt,  wird  ein  wirklich  lesbares  Lehrbach  der 
Physik  geboten.  Mathematische  Entwickelungen  sind  nur  sparsam  darin  ent- 
halten und,  wo  sie  nicht  zu  vermeiden  waren,  in  elementaren  Grenzen  ge- 
halten. —  Das  Buch  wendet  sich  an  alle,  welche  der  Physik  wissenschafüicbea 
Interesse  entgegenbringen,  an  die  Hörer  an  Uni cersi täten  und  technischen  Hock' 
srhulen,  an  den  LcJirer,  an  den  (jroßen  Kreis  derer,  die,  auf  verwandten 
Gebieten  im  Dienste  der  theoretischen  Forschung  oder  der  tech* 
nischen  Anwendungen  thätig,  ihre  Kenntnis  von  der  Entwickelung 
der   Physik   wit^der  tjrgänzeii  möchten. 

Das  Buch  ragt  w<'it  über  die  gebräuchlichen  Lehrbücher  der  Physik 
hinaus.  Manches  ist  darin  im  Zusammenhang  behandelt;  was,  oft  nur  sehr 
schwer  zugänglich,  in  Zeitschriften  oder  Sammelwerken  zerstreut  ist;  man 
findft  darin  aber  auch  8(?hr  viijles,  was  man  in  anderen  LehrbÖchem  vei> 
geblich  Huchen  wird  fz.  B.  Strömungen  und  Wirbel  der  Flüssig- 
keiten, die  Maxwcll'sche  eb'ktrumajrnetische  Theorie  des  Lichtes, 
die  Teslastrüme,  ausführlichti  Darötellung  der  Hertz'schen  Ver- 
suche, Elektrolyse). 
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DES 

GIELEHRTEN  UNTERRICHTS 

auf  den  deutschen  Schulen  und  Universitäten 
vom  Ausgang  des  Mittelalters  bis  zur  Gegenwart 

Mit  besonderer  Rficksieht  anf  den  klassischen  Unterriclit. 

Von 

Dr.  Friedrich  Faulsen, 

Professor  aa  dor  Uniyersitftt  Berlin. 

Zmrei  Bände. 

ZweKe,  umgearbeHeta  und  sehr  erweiterte  Auflage. 

gr.  8.     1896  u.  1897.    geh.  30  J6,  elcg.  geb.  in  Halbfr.  34  Ji, 

Erster   Band:    Geschichte  des  gelehrten  Unterrichts  im  Zeichen 

des  alten  Hnmanismns.     1450 — 1740. 

Ziceiter  Band:  Der  gelehrte  Unterricht  im  Zeichen  des 

Neuhnmanismus.     1740 — 1892. 

Die  neue  Auflage  dieses  bahnbrechenden  Werkes  unterscheidet  sich  von  der 
ersten  schon  fiußeriich  durch  die  Vermehrung  des  Umfanffes:  aus  einem  Bande 
sind  zwei  geworden.  Das  Grundschema  und  die  Grundanscnauung  sind  geblieben, 
die  Ansfühmng  dagegen  ist  im  ganzen  und  im  einzelnen  durchweg  erneuert 

Der  Verfasser  gelangt  zu  dem  Resultat,  daß  der  klassische  Unterriclit  als  die 
aUgcmeine  Grundform  des  gelehrten  Unterrichts  auf  die  Dauer  nicht  bestehen  wird. 
Auf  der  einen  Seite  wird  fiberschätzt,  was  die  Erlernung  der  alten  8pra(!hen  dem 
Schiller  gegenwärtig  leistet,  auf  der  anderen  Seite  wird  unterschätzt,  was  an 
Ersatz  dafür  zu  Gebote  steht  Eine  humanistische  Bildung  ist  gegenwärtig  auch 
ohne  die  Erlernung  der  alten  Sprachen  möglich. 

KOMPENDIUM 

DER 

THEORETISCHEN  PHYSIK. 

Von 

Dr.  Woldemar  Voigt, 

o.  6.  Professor  der  Pbyslk  an  der  Uolversitüt  (TutlioKen. 

Zwei  BAnde. 
gr.  8.    geh.  32  ^,  gob.  in  Halbfranz  86  J^. 

Krster  Band:    Mechanik  starrer  und  nichtstarrer  Körper.     "Wärmelehre, 

geh.  14  w^,  geb.  in  Iliilbfranz  IG  ^^. 

Zivelter  Band:    Elektrlcität  und   Magnetismus.     Optik, 
geh.  18  »^,  geb.  in  Halbfnmz  20  ^4f. 

Je  weiter  die  theoretische  Physik  Mich  entwickelt,  un«l  je  gt^waltiger  die 
^erke  anschwellen,  welche  einzelne  Teile  derselben  cräclir>})f('ii(i  zu  behandeln 
i^tttrebt  sind,  um  so  gebieterischer  stellt  sich  das  Bedürfnis  niuli  einer  zusuninien- 
^ssenden  Darstellung  der  gewonnenen  K(^sultate  heraus,  welche  dem  Lftrncndcn 
Dach  Bewältigung  einiger  Specialgebietc  einen  Gberbliek  über  die  g(>saiiite  I)i.sziplin 
<0  erwerben  gestattet  Eine  solche  Darstellung,  die  auch  dem  reifen  Forscher 
Villkommen  sein  dürfte,  fehlte  bisher  in  der  deutschen  Litteratur:  das  vorlie^^ende 
Werk  sucht  diese  Lücke  auszufüllen. 
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llire    Geisel  11  eilte    x.iiicl    Lelire. 
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Dr.  Wilhelm  Ostwald, 

TrütV-isor  <lcr  ».'heiiii«-  an  der  Unircrsitüt  Leipzig. 

Mit  :iO()  XacliliiMiiiiiftMi  gi'schii'htlicher  Ori^nalfigurcu. 
Li!X.  5>.     ISO»;,     ^roli.  28  J6j  ck»^.  geb.  30  JH. 

• 

Diu  wisseni^cliattliehc  Klektruchemic  scheint  dazu  beraten,  uicbt  nur  für 
die  allgemeine  OhcMuic  von  (Mitcjehoidcndcr  Bedeutung  zu  werden,  sondern  auch 
der  Technik  bei  ilircin  Vordringen  in  neue  bahnen  behilflich  zu  sein 
und  ihr  neue  Wege  zu  \vei»e)i.  Ks  läßt  »ich  wohl  mit  an  Sicherheit  grenzender 
Wahrscheinliehkeit  voraudsagtHi,  daß  d>>r  näehstc  große  und  umgestaltende  Schritt 
der  modtnnien  Technik  »ich  auf  dem  (rebiet  der  Elektrochemie  vollziehen  wird. 

Do.shalb  darf  ein  Werk,  das  sich  die  Aufgabe  gestellt  hat,  die  wissen- 
schaftlichen AnHingo  dieser  Di.s/ipliu  von  Galvani  und  Volta  ab  in  ihrem  Zu- 
sammenhange aus  den  Quellen  zu  schildern  und  die  Entwickelang  derselben  bis 
zur  Geg(;nwart  fortzuführen,  auf  die  lUraehtung  weitester  Kreise  Ansprach  machen 
—  ganz  lies«ond(!rs  w«:nn  es  von  eintnu  so  ]u!rv(»rragenden  Forscher  und  in  so  fiußeist 
anziehi'uder  Form  darüfboten  wird. 


YOKLESITXUEN 

ÜHKU 

T  H  K  H  M  0  DYNAMIK 

A'on 

Dr.  Max  Planck, 

rr-ji! -'..r  der  ili'.'Or<*ti»cUi:n  Tliysik  an  der  Uaiwr-sität  Borliii. 

Mit  Figuren. 
L'r.  ??.    In  («anzieinen  kart.  7  Jf  50  ^. 

i^ruulk  Tou  Mctv<cger  d  Wittig  in  Leip/i/ 


ELLIPTISCHE  FUNKTIONEK 


Von 


HEINRICH  BlKKHAßDT, 

O.  FR0FE8S0H  AN  DKK  rXlVKR^ITAr  'AVIIU'U 


\y 


MIT  ZAHLREICHEN'  FIOrUEN  IM  TEXT. 


'    LKIPZIG, 

VERL  Ali  VON   VKIT  cV  COMP. 

ISOO. 


Verlag  von  VEIT  &  COMP,  iu  Leipzig. 


FINKTIONENTHKORETISCHE  VORLESUNGEN 

von 

Heinrich  Burkhardt, 

o.  l'rotes&or  an  der  UnivenitSt  ZQiich. 

Erster  Teil. 

ElNPüHRLNCx  IN  DIE  THEORIE  DER  ANALYTISCHEN  PUNKTION 

EINER  COMPLEXEN  VERÄNDERLICHEN. 

Mit  zalilrciclieu  Figuren  im  Text. 
ur.  S.     1S9T.     gell,  f*  ^/6,  geb.  iu  Ganzleinen  7  ^f. 


FimKTIONENTHEORETISCHE 


VORLESUNGEN. 


Von 

HEINRICH  BÜRKHAßDT, 

O.  PROFESSOR  AN  DER  UNIVERSITÄT  ZÜRICH. 


ZWEITER    TEIL. 
KLLIPTISCHE   FUNKTIONEN. 


LEIPZIG, 
VERLAG  VON  VEIT  &  COMP. 

1899. 


L.II*TISCHE  FÜNKTIONEK 


VOK 

HEINRICH  BURKHARDT, 

<).  PROFESSOR  AN  DER  UNIVERSITÄT  ZÜRICH. 


MIT  ZAHLREICHEN  FIGUREN  IM  TEXT. 


LEIPZIG, 

VBELAG   VON   VEIT  &  COMP. 

1899. 


rHF  NEW  YORK 

IUBLICLIBRARY| 

143842 

ASTOR,  LENOX  AND 
TILDEN  FOUNOATIONt. 
1«00. 


Druck  von  Metzgor  A  Wittig  in  Leipiig. 


Vorwort. 


Für  die  Bearbeitung  dieses  zweiten  Teiles  meiner  funktionell - 
oretischen  Vorlesungen  sind  mir  im  wesentlichen  dieselben  Grund- 
ze  maßgebend  gewesen  wie  für  den  ersten.  Auch  hier  haben 
•  die  RiE>iANNschen  Vorstellungsweisen  überall  das  Gerippe  geliefert, 

das  sich  alle  Entwicklungen  gruppieren.  Es  ist  in  der  That 
:k würdig,  wie  wenig  Riemanns  Vorgang  gerade  auf  diesem  Ge- 
be Nachfolger  gefunden  hat;  ich  wüßte  nur  die  Skizze  in  der 
ben  Auflage  von  C.  Neümanns  AßELSchen  Funktionen  und  den 
Driß'*  von  Thomae  zu  nennen.  Selbst  so  gute  Kenner  der 
3iANNschen  grundlegenden  Anschauungen  wie  Dürjöge  und  Herr 
N'icfSBERGEB  haben  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
gen  Anschauungen  verhältnismäßig  wenig  Gebrauch  gemächt. 
d    doch  giebt  es  auch  hier  eine  Reihe  von  Fragen,   namentlich 

mit  dem  ümkehrproblem  zusammenhängenden,  die  gerade  auf 
Q  RiEMANNschen  Wege  am  einfachsten  und  durchsichtigsten  er- 
Lgt  werden  können. 

Andererseits  schien  es  mir  durchaus  erforderlich,  in  dieses  Ge- 
te  die  weiteren  Entwicklungen  einzuarbeiten,  die  seit  Riemann 
s  auf  Grund  seiner  Ideen,  wie  z.  B.  in  der  Theorie  der  Modul- 
ktionen,  teils  unabhängig  davon,  wie  namentlich  durch  Weiek- 
Ass,  neu  hinzugekommen  sind.  Zur  Übernahme  einer  solchen 
fgabe  durfte  ich  mich  vielleicht  deswegen  berufen  glauben,   weil 

in  die  WEiBBSTEASSsche  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
rm  fl.  A.  ScHWABZ,  in  den  RiEMANNschen  Ideenkreis  von  Herrn 
KiiBm  eingeführt  worden  bin.  Für  die  Detailausflihrung  Rce- 
sNscher  Ansätze  habe  ich  auch  viel  aus  den  Schriften  von  Herrn 
Thomae  geschöpft. 


VI  Vorwort 

Das  Buch  beginnt  mit  den   elementarsten  Sätzen  über  die  Ir 

rationalität  yf^{z),  bezw.  y/g (z)  und  die  von  ihr  abhängigen  Integrale 
Doch  habe  ich  mich  bei  diesen  möglichst  kurz  aufgehalten,  um  so- 
bald als  möglich  das  Problem  der  ümkehrung  des  Integrals  erster 
Gattung  zu  formulieren.     Der  in  vielen  Lehrbüchern  sich  findende 
Beweis   für   die  Eindeutigkeit   dieser  Umkehrung,   den  Bbiot  und 
BoüQUET  gegeben  haben,  ist  bekanntlich  unzulänglich;    der  Beweis 
von  ScHWABZ  (in  der  Abhandlung  über  die  konforme  Abbildung  der 
Oberfläche  des  Tetraeders  auf  die  Kugel)  schien  mir  fllr  den  Anfang 
zu  schwierig;  die  übrigen  Beweise  bedürfen  zu  vieler  Sätze  aus  der 
entwickelten  Theorie.   Ich  habe  mich  deshalb  schließlich  entschlossen, 
den  Beweis  nur  für  den  Fall  reeller  Verzweigungspunkte  hier  durch- 
zuführen,  dann   aber   diesen  Grang  der  Untersuchung  abzubrechen 
und   im    zweiten  Abschnitt  mit  der  Untersuchung  der  Eisenstedi- 
WEiEKSTRASSschen  Partialbruchreihen  für  doppeltperiodische  Funk- 
tionen von  neuem  einzusetzen;  sodaß  also^  wer  will,  den  ersten  Ab- 
schnitt  zunächst   ganz    überschlagen  und  das  Studium  des  Buches 
mit  dem  zweiten  beginnen  kann. 

Bei  Entwicklung  der  WEiEBSTBASSschen  Funktionen  kann  man 
entweder  mit  der  Produktentwicklung  von  a  u  beginnen  und  von  ihr 
durch  Diflferentiationen  zu.  pu  und  pu  vordringen;  oder  man  kann 
die  Partialbruchentwicklung  für  p  u  oji  die  Spitze  stellen  und  Ton 
ihr  aus  durch  successive  Integrationen  znpu,  ^u,  (7  ti  emporsteigen; 
ich  habe  den  letzteren  Weg  vorgezogen,  der  der  Entwicklung  der  be- 
treffenden  allgemeinen  Sätze  im  ersten  Teil  folgt  —  Eine  schwierige 
Sache  bei  jeder  Bearbeitung  der  elliptischen  Funktionen  ist  die  Aus- 
wahl unter  den  verschiedenen  Bezeichnungen:  ich  habe  die  Wbm- 
sTRASSsche  beibehalten,  wie  sie  in  der  ScHWABzschen  Formelsammlung 
fixiert  ist,  mit  einer  Ausnahme:  ich  habe,  wie  Wetehstäass  fiüher 
selbst  gethan  und  wie  neuerdings  gleichzeitig  von  den  Herren  Studt, 
Tannery  und  Molk  vorgeschlagen  worden  ist,  nicht  (o^  +  cwj,  sondern 
—  (ö)j  +  0)3)  mit  «2  bezeichnet  Das  bringt  einige  Änderungen  in  dea 
Werten  der  eindeutig  definierten  zweiten  und  vierten  Wurzeln  aus  den« 
mit  sich ;  doch  ist  es  deswegen  nicht  nötig,  ä'  so  zu  definieren,  daß  es 
im  sogen.  Normalfall  negativ  reell  wird,  wie  Tanneby  und  Moi«k  thuB. 

Auf  den  ersten  Blick  größer  ist  eine  andere  ünbequemlichka*> 


Vorwort.  vii 


an  der  man  nicht  vorbei  kommt,  wenn  man  nicht  in  der  Mitte  des 
Baches  die  Bezeichnung  wechseln  will.  Einerseits  nämlich  muß  man 
im  sogen.  Normalfall  durchaus  der  complexen  Periode  den  Index  2 
zuweisen,  wenn  man  die  den  Halbperioden  zugeordneten  Verzweigungs- 
punkte  mit  denselben  Indices  wie  diese  yersehen  und  dabei  doch 
daran  festhalten  will,  daß  die  Indices  der  Verzweigungspunkte  ihre 
Qroßenfolge  festlegen.  Andererseits  wird  man  aber  doch  im  Normal- 
M  alle  Perioden  aus  der  reellen  und  der  rein  imaginären  zusammen- 
setzen  wollen.  Beides  zusammen  bedingt,  daß  man  überhaupt  überall, 
auch  in  der  Transformationstheorie,  2o}^  und  2o)^  als  die  Funda- 
mentalperioden behandelt,  aus  denen  sich  alles  zusammensetzt  — 
WsiEBSTBASS  umgcht  diese  Schwierigkeit,  indem  er  bei  allgemeinen 
Untersuchungen  die  Fundamentalperioden  mit  2o)  und  2q)'  bezeich- 
net; dann  ist  aber  der  Accent  nicht  mehr  zur  Bezeichnung  der 
transformierten  Perioden  disponibel. 

Im  fünften  Abschnitt  habe  ich  eine  allgemeine  Theorie  der  sogen. 
JAGOBischen  Funktionen  im  wesentlichen  im  Anschluß  an  das  Buch 
Ton  H.  Weber  gegeben;  sie  scheint  mir  in  der  That  nicht  entbehrt 
werden  zu  können,  wenn  man  zum  Verständnis  der  Rolle  kommen 
will,  die  die  Thetafunktionen  in  der  Theorie  spielen.  Daran  an- 
schließend habe  ich  die  sogen,  elliptischen  Funktionen  IIL  Art  be- 
;  liandelt;  die  bezw.  Formeln  gewinnen  merklich  an  Einfachheit,  wenn 
man  sie  f&r  Funktionen  der  Charakteristik  (0, 0)  statt,  wie  es  meist 
geschieht^  solche  der  Charakteristik  (1, 1)  aufstellt 

Der  sechste  Abschnitt,  „das  ümkehrproblem",  bildet  den  Mittel- 
punkt des  Buches.  Ich  habe  versucht  (vgl.  §  53  a.  E.  und  §  54  a.  E.), 
die  verschiedenen  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  sorgfältig 
auseinander  zu  halten,  um  dadurch  das  Auftreten  der  Theta- 
6mktionen  nicht  so  ganz  unvermittelt  erscheinen  zu  lassen.  Von 
dem  übrigen  Inhalte  dieses  Abschnittes  möchte  ich  hier  nur  noch 
die  in  §  60  gegebene  nähere  Bestimmung  der  Perioden  des  Inte- 
grals HL  Gattung  hervorheben. 

Nach  einem  kurzen  Zwischenabschnitt  über  kanonische  Formen 
des  elliptischen  Integrals  habe  ich  im  achten  Abschnitt  die  lineare 
Transformation  soweit  behandelt,  als  es  mir  der  Zweck  des  Buches 
mit  sich  zu  bringen  schien;  auf  die  explicite  Bestimmung  der  achten 


VIII  Vorwort, 

Einheitswurzel,  die  bei  der  linearen  Transformation  der  Thetafonk- 
tionen  auftritt,  habe  ich  verzichten  zu  dürfen  und  zu  sollen  geglaubt 
Dagegen  bin  ich  ausführlicher,  als  es  wohl  sonst  geschieht,  auf  die 
Darstellung  der  Art  und  Weise  eingegangen,  wie  die  lineare  Trans- 
formation durch  Abänderung  des  Querschnittsystems  der  Bieicank- 
schen  Fläche  zu  stände  kommt 

Ebenso  habe  ich  den  neunten  Abschnitt,  „Ausartungen  der  ellip- 
tischen Funktionen'',  •  ausführlicher  angelegt  Insbesondere  hat  hier 
die  Entwicklung  von  K'  nach  Potenzen  des  Moduls  Platz  gefunden. 
Sie  läßt  sich  ja  leicht  aus  der  Theorie  der  hjpergeometrischen  Reihe, 
andererseits  auch  durch  iterierte  quadratische  Transformation  ge- 
winnen; das  erstere  setzt  aber  Kenntnisse  voraus,  die  ich  nicht  in 
Anspruch  nehmen  wollte;  das  letztere  vertrug  sich  nicht  mit  der 
Anordnung  des  Stoflfes.  Aus  den  Vorlesungen  von  Herrn  Schwabs 
war  mir  eine  elementare  Methode  bekannt,  die  das  Integral  durch 
Einschaltung  eines  willkürlichen  Zwischenw^ertes  in  zwei  Summandea 
spaltet  und  jeden  derselben  für  sich  entwickelt;  ich  habe  deni 
Zwischenwert  so  gewählt,  daß  die  beiden  Summanden  einander 
gleich  werden. 

In  den  zehnten  Abschnitt,  der  Realitätsverhältnisse  betrifft, 
habe  ich  auch  eine  Diskussion  der  beiden  ganz  speziellen  Fälle  auf- 
genommen, daß  die  Verzweigungspunkte  harmonisch,  bezw.  äqui— 
anharmonisch  liegen. 

Der  elfte  Abschnitt  handelt  von  Modulfunktionen,  der  zwölfte 
von  den  Transformationen  höheren  Grades  der  elliptischen  Funk- 
tionen. Es  war  dabei  meine  Absicht,  die  betreff'enden  Theorier» 
soweit  zu  entwickeln,  daß  die  für  numerische  Rechnung  zu  benutzen- 
den speziellen  Transformationsformeln  nicht  als  isolierte  empirischei 
Rechnungsformeln  erscheinen,  sondern  daß  ihre  Stellung  innerhallp 
der  Theorie  deutlich  wdrd.  Natürlich  habe  ich  mich  dabei  vielfacta 
an  das  Buch  von  Klein  und  Fkicke  über  Modulfunktionen  ange*-* 
schlössen;  nur  habe  ich  von  der  Theorie  der  linearen  Differential-«" 
gleichungen  auch  hier  keinen  Gebrauch  machen  wollen  und  daher* 
den  Hauptsatz  des  §  93  auf  dem  von  Schwarz  in  der  oben  schoit 
einmal  erwähnten  Abhandlung  eingeschlagenen  Wege  abgeleitet, 
Übrigens  wird  die  ausfuhrliche  Behandlung  gerade  der  einfachsten 


Vorwort  ix 


Fälle   anch   als  Ergänzung   des   genannten  Werkes  manchem  will- 
kommen sein. 

Was  den  folgenden  Abschnitt,  ,,numerische  Berechnungen",  be- 
triflft,  so  hat  es  mich  gefreut,  aus  dem  während  des  Druckes  er- 
schienenen n.  Heft  der  Kreiseltheorie  von  Klein  und  Sommerfeld 
zu  sehen,  daß  ich  in  fast  allen  wesentlichen  Fragen  mit  den  Ver- 
fassern derselben  Meinung  bin.  In  einem  Punkt  weiche  ich  aller- 
dings insofern  ab,  als  ich  für  die  Zwecke  meines  Buches  nicht  wie 
die  Verfasser  mich  auf  eine  relative  Genauigkeit  von  P/oo  beschränken 
wollte.  Sobald  man  aber  darüber  hinausgeht,  ist  es  nicht  mehr 
so  bequem,  die  LEOENDBEschen  Tafeln  zu  benutzen,  da  man  dann 
in  ihnen  in  Bezug  auf  beide  Argumente  interpolieren  muß.  Viel- 
mehr ist  es  dann  bequemer,  sich  der  quadratischen  Transformation 
zu  bedienen;  die  betreflfenden  Formeln  sind  in  der  von  Schwakz 
herausgegebenen  Formelsammlung  ausführlich  zusammengestellt 
Doch  habe  ich  die  Sache  so  dargestellt,  daß  man  nicht  nötig  hat, 
erst  auf  die  WBiEBSTEASssche  Normalform  zu  transformieren;  in  der 
That  hängt  ein  Teil  der  Fallunterscheidungen,  die  Schwabz  zu 
machen  genötigt  ist,  nur  an  dieser  vorhergehenden  Transformation. 

Schließlich  habe  ich  noch  drei  Abschnitte  Anwendungen  hinzu- 
gefügt; es  schien  mir  auch  für  die  Zwecke  einer  ersten  Einführung 
durchaus  erforderlich,  wenigstens  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen, 
welcherlei  Aufgaben  denn  nun  eigentlich  mit  den  elliptischen  Funk- 
tionen gelöst  werden  können.  Von  den  zahlentheoretischen  Anwen- 
dungen habe  ich  dabei  absehen  zu  dürfen  geglaubt,  da  diese  erst 
vor  kurzem  in  dem  Buche  von  H.  Weber  dargestellt  worden  sind. 
Dagegen  habe  ich  die  Anwendungen  auf  algebraische  Gebilde,  bezw. 
auf  algebraische  Kurven  soweit  dargestellt,  als  es  geschehen  konnte, 
ohne  von  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  mehr  voraus- 
zusetzen, als.  im  ersten  Teil  entwickelt  ist.  Dabei  habe  ich  außer 
Kleins  Normalkurven  namentlich  auch  die  These  von  Hümbert  benutzt 
Dann  habe  ich  (XV)  die  Theorie  der  LAMischen  Gleichung  gegeben, 
wesentUch  im  Anschluß  an  Halphen  ;  endlich  (XVI)  eine  Darstellung 
des  Problems  des  sphärischen  Pendels,  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Ausartungsfälle. 

Wie  man  aus  dieser  Inhaltsübersicht  ersieht,  habe  ich  die  Auf- 


Vorwort. 


gäbe    eines   solchen  Buches   nicht   sowohl  darin  gesehen,    die  her- 
kömmlicherweise  als   elementar  betrachteten  Teile  der  Theorie  er- 
schöpfend zu  behandeln,  als  vielmehr  den  Studierenden  den  Zugang 
zu   allen  Teilen   des  Gebäudes   zu   eröflftien   und   ihn  mit  den  ver- 
schiedenen Methoden  zur  Behandlung  der  Theorie  bekannt  zu  machen. 
Beiseite  gelassen  habe  ich  den  von  Abonhold  und  Clebsch  gebahnten 
Weg   der  Verwendung   homogener  Variabein   und  der  Invarianten- 
theorie;   in   der  That   scheinen   mir  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  (anders  in  der  der  ABEL*schen)  die  Vorteile  dieses  Ganges 
die  Umständlichkeiten  nicht  aufzuwiegen,  die  eine  einwurfsfreie  Be- 
gründung desselben  mit  sich  bringt.     Infolgedessen  mußte  ich  §  55 
die  Einordnung  der  WEiEESTKASSschen  Funktionen  p  u  und  p  u  in 
die  KiEMANNsche  Theorie  anders  motivieren  als  Klein  es  thut 

Angabe    der   ersten  Quelle   von  Definitionen  und  Sätzen  habe 
ich  auch  in  diesem  Teil  unterlassen  zu  dürfen  geglaubt. 

Der  Verlagshandlung  bin  ich  zu  besonderem  Danke  für  das 
Entgegenkommen  verpflichtet,  das  sie  mir  bei  Unterbrechungen  des 
Druckes  und  sonstigen  Störungen  gezeigt  hat 

Zürich,  den  9.  Februar  1899. 

H.  Burkhard! 
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ERSTER  ABSCHNITT. 


Elliptische  Integrale. 

§  I.    Die  zweibiattrige  RiEMANN'sche  Fläche  mit  vier 

Verzweigungepunicten. 

In  I,  §  62^,  hatten  wir  die  rationalen  Punktionen  von  z  und 
der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  ersten  oder  zweiten 

Grades  Ton  z,  *  =  y/'(z),  untersucht  Wir  hatten  gefunden,  daß  es 
in  diesem  Falle  möglich  ist,  eine  uniformisierende  Hilfsvariable  t  (I,  §  53) 

80  einzuführen,  daß  sich  z  und  ^  t\z)  als  rationale  Funktionen  von  t 
ausdrücken  lassen.    Infolgedessen  führte  die  Integration  rationaler 

Funktionen  von  z  und  ]/  f{z)  auf  keine  andern  Transcendenten,  als 
aaf  diejenigen,  die  schon  aus  den  Integralen  rationaler  Funktionen 
sich  ergeben.  Bei  Integralen,  die  von  höheren  algebraischen  Ir- 
rationalitäten abhängen,  ist  das  im  allgemeinen  nicht  mehr  der  Fall; 
sie  stellen  selbständige  Transscendente  dar,  deren  Eigenschaften  nur 
aos  direkter  funktionentheoretischer  Untersuchung  erkannt  werden 
können.  Dieser  Untersuchung  wird  eine  wenigstens  summarische 
Untersuchung  der  zugehörigen  algebraischen  Irrationalitäten  voraus- 
gehen müssen. 

In  diesem  Hefte  beschränken  wir  uns  auf  die  Untersuchung 
der  nach  den  schon  behandelten  einfachsten  Klassen  algebraischer 
Irrationalitäten,  nämlich  der  Quadratwurzeln  aus  rationalen  ganzen 
hnküonen  dritten  oder  vierten  Grades;  wir  werden  bald  sehen,  daß 
vir  diese  beiden  Oradzahlen  zweckmäßigerweise  zusammen  behandeln. 

Halten  wir  uns  zunächst  an  den  Fall,  daß  unter  der  Wurzel 
ein  Polynom  vierten  Grades  steht;  wir  bezeichnen  es  mit: 

1)  f(z)  ^  a^z*  +  4a^z^  +  ßa^z^  +  4a^z  +  a^, 


*  In  dieser  Form  wird  im  folgenden  der  1897  im  gleichen  Verlage  er 
•düencne  I.  Teil  dieser  Vorlesungen:  „Einführung  in  die  Theorie  der  analy- 
Mim  Funktionen  einer  eompleocen  Veränderlichen*'  citiert. 
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Elliptische  Integrale, 


indem  wir  im  Interesse  der  Vereinfachung  späterer  Rechnungen 
nicht  die  Koeffizienten  selbst,  sondern  ihre  Quotienten  durch  be- 
stimmte Zahlenfaktoren  (Binomialkoeffizienten)  mit  eigenen  Buch- 
staben bezeichnen.  Die  Gleichung  f(z)  =  0  hat  nach  dem  Funda- 
mentalsatz der  Algebra  (I,  §§  44,  46)  vier  Wurzeln;  wir  bezeichnen 
sie  in  beliebig  gewählter  Reihenfolge  mit  cCq^  a^,  a^,  «3,  sodaß: 

2)  f(z)  =  flo  (^  -  «o)  (^  -  ^^i )  (^  -  ^2)  (^  -  ^3) 

wird.     Für  diese  Wurzeln  soll  folgende  Festsetzung  gelten: 

I.  So  lange  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  zugelassen  wird, 
setzen  wir  hier  und  im  folgenden  stets  voraus j  daß  die  vier  Wurzeln  te 
alle  vier  voneinander  verschieden  seien. 

Im  übrigen  sollen  diese  Wurzeln  bei  unseren  allgemeinen  Unter- 
suchungen keiner  weiteren  Beschränkung  unterliegen. 

Um  uns  nun  über  die  Gesamtheit  der  Werte  der  Funktion 


3)  s  =  yf(z) 

einen  Überblick  zu  verschaflfen,  verfahren  wir  analog,  wie  in  1, 
§  58 — 62.  Wir  bezeichnen  einen  der  beiden  Werte  von  ^ a^j  gleich- 
viel welchen,  mit  '^a^\  wir  setzen: 

4)  Z-«,  =  r,e»n.  (Ä  =  ü,  1,2,  3); 

wir  verstehen  unter  ]/  r^  r^  r^  r^  den .  positiven  Wert  dieser  Quadrat- 
wurzel.    Dann  erhalten  wir: 


—  IL 


Die  Exponenten  (pj^  sind  durch  (4)  nur  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache 
von  2  71  bestimmt  (I,  §  4,  VII) ;  zwei  verschiedene  Wertsysteme  der- 
selben geben,  in  (5)  eingesetzt,  übereinstimmende  oder  verschiedene 
Werte  von  s,  je  naclidem  ihre  Summen  sich  um  ein  gerades  oder 
ein  ungerades  Vielfaches  von  2  7r  unterscheiden.  Wählen  wir  filr 
einen  beliebigen,  von  a^,  «j,  a^j  a^  verschiedenen  Wert  z®  von  z 
unter  den  zugehörigen  Werten  der  tp^  willkürliche,  aber  im  folgenden 
festzuhaltende  aus  und  bezeichnen  sie  mit  qc^",  so  können  wir  die 
beiden  zu  z^  gehörenden  Werte  von  s  dadurch  unterscheiden,  dat 
der  eine: 

der  andere: 

7)  .,»=  Va;.l/r,-i:;r,r3 /  =  ■•'-"  +  '■--"  +'"°  +  '^-"  =  -  ,,• 

ist. 


§  1.  Die  zweiblättrige  RisMANNSche  Fläche  mit  vier  Verxweigwugspunhten,    3 


Nun  lassen  wir  den  Punkt  z  in  seiner  Ebene  einen  von  z® 
ausgehenden,  die  Punkte  «^  vermeidenden,  im  übrigen  beliebigen 
^tg  beschreiben  und  schließlich  nach  z^  zurückkehren.  Dabei  ver- 
folgen wir,  mit  Äj«  ausgehend,  die  stetige  Änderung  von  s,  indem 
wir  in  jedem  Punkt  des  Weges  denjenigen  Wert  von  s  markieren, 
der  sich  stetig  an  die  auf  dem  vorher  durchlaufenen  Wegstück  mar- 
kierten Werte  anschließt.  (Daß  stets  ein  und  nur  ein  solcher  Wert 
vorhanden  ist,  folgt  aus  I,  §  54,  IV.)  Wir  fragen  hierauf:  wenn  z 
nach  Zq  zurückgekommen  ist,  wird  dann  auch  s^  nach  s^^  zurück- 
gekommen, oder  wird  es  vielleicht  nach  s^^  gelangt  sein?  Das  wird 
davon  abhängen,  ob  die  Arcus  (fi  zu  ihren  ursprünglichen  Werten 
zurückgekommen  sind  oder  sich  geändert  haben.  Wir  kennen  aber 
die  Änderung,  die  der  Arcus  einer  complexen  Zahl  z  —  u^  erfährt, 
wenn  die  Variable  z  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt:  er  ver- 
mehrt sich  (I,  §  54,  XI)  um  2rw;r,  wenn  der  Weg  von  z  —  a^  den 
Nullpunkt,  d.  h.  wenn  der  Weg  von  z  den  Punkt  u^^  rw-iflal  umwindet. 
Da  nun  die  Änderungen  der  einzelnen  qp  sich  einfach  summieren, 
und  da  Vermehrung  ihrer  Summe  um  ein  gerades  Vielfaches  von 
2?r  den  Wert  von  s  nicht  ändert,  so  können  wir  schließen: 

n.  Wenn  z  von  z^  ausgehend  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt 
und  s  dabei  von  s^  ausgehend  sich  stetig  ändert,  so  gelangt  s  nach  s^^ 
zurück  oder  nach  s^^,  je  nachdem  die  Summe  der  Windungszahlen  des 
Weges  von  z  um  die  Punkte  a^  a^  a^^  a^  gerade  oder  ungerade  ist 

(Z.  B.  sind  für  den  in  Fig.  1  gezeichneten  Weg  die  Windungs- 
zahlen  +  1,  +  2,  —  1,  +  1 ;  ihre  Summe  ist  =  3,  *  kehrt  auf  diesem 
Wege  nicht  zu  seinem  Ausgangswert  zurück.) 

Wollen  wir  also  dem  Punkte  z  nur  solche  Wege  gestatten,  auf 
welchen  er  mit  demselben  Funktionswert  s  belastet  zurückkehrt,  mit 
Jem  er  ausgegangen  war,  so  müssen  wir  ver- 
lundem,  daß   er   eine   ungerade  Anzahl   der 
Ponkte  a  umkreist     Wir  könnten  das  etwa 
dadurch  erreichen,  daß  wir  von  jedem  dieser 
Ponkte  aus  eine  gerade  Linie  ins  unendliche 
i5gen  und  dem  Punkte  z  verböten,  eine  dieser 
Linien  zu  überschreiten,   sodaß  er  überhaupt         ^       pi„  ^ 
keinen  Verzweigungspunkt  umkreisen  könnte. 

Einfacher  erreichen  wir  dasselbe,  wenn  wir  die  Verzweigungspunkte 
paarweise  durch  sich  nicht  schneidende^  Linien  verbinden,  etwa  a^, 


'  Diese  Einschränkung  hat  keine  wesentliche  Bedeutung,  sondern  wird 
mx  der  Bequemlichkeit  wegen  gemacht. 


EllipHscJie  Integrale, 


mit  «1  und  «^  mit  a^.  Um  dem  Verbot  der  Überschreitung  dieser 
Linien  nachdrücklich  Geltung  zu  Terschaffen,  schneiden  wir  die 
Ebene  ihnen  entlang  auf;  die  aufgeschnittene  Ebene  nennen  wir  8. 
Lassen  wir  nun  (vgl.  Fig.  2)  den  Punkt  z  Ton  z^  aus  nach 
einem  anderen  Punkte  z^  zwei  verschiedene  Wege  L^  L^  durchlaufen^ 
die  beide  ganz  innerhalb  S'  liegen,  also  keinen  der  Einschnitte  über* 
schreiten,  und  lassen  wir  dabei  jedesmal  *,  von  s^^  beginnend,  sich 
stetig  ändern,  so  muß  es  beidemal  zu  demselben  Endwert  geführt 

werden.  Denn  würde  es  z.  B.  längs  L^ 
nach  8^^^  längs  L^  nach  s^^  kommen,  so 
würde  auf  dem  Wege  L^  der  andere  Aus- 
gangswert *2^  =  —  «1®  in  8^^  übergeführt 
werden;  dann  würde  aber  auf  einem  ge- 
schlossenen Wege  -£,  der  von  z^  längs  L^ 
nach  z^  und  dann  längs  L^  zurück  nach 
Fig.  2.  z^  führt,  8  vom  Ausgangswert  s^^  über  *j* 

in  s^^  übergeführt  werden.  Das  würde 
aber  dem  Satze  11  widersprechen,  da  der  Weg  L  eine  gerade  Anzahl 
Verzweigimgspunkte  umwindet.  Demnach  können  wir  zunächst  den 
Satz  aussprechen: 

in.  Auf  allen  innerhalb  S  möglichen  Wegen  von  z^  nach  z^  ge^ 
langt  s,  von  s^^  ausgehend ,  immer  zu  einem  und  dem8elben  Werte  äj\ 
von  s^  ausgehend  zu  dem  anderen   Werte  s^^. 

Bezeichnen  wir  dann  die  Gesamtheit  der  Werte,  die  von  8^^ 
aus  auf  solchen  Wegen  erreicht  werden  können,  als  einen  „Zweigt  s^ 
der  Funktion  s,  die  Gesamtheit  der  von  s^^  aus  erreichbaren  Werte 
als  den  anderen  Zweig,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Die  Gesamtheit  der  Werte  der  zweiwertigen  Funktion  s  kann 
in  zwei  Funktionszweige  5^  und  s^  zerlegt  werden,  deren  jeder  inner- 
halb  der  zerschnittenen  Ebene  S'  eindeutig  definiert  und  stetig  ist 

Bei  gegebener  Lage  der  Verzweigungspunkte  und  nach  ge- 
troffener Wahl  der  Einschnitte  würde  es  möglich  (wenn  auch  um- 
ständlich) sein,  s^  und  s^  durch  Ungleichungen  zwischen  den  (pj^  von- 
einander zu  unterscheiden,  analog  wie  der  ä*®  Wert  des  Logarithmus 
in  I,  §  56  durch  die  Ungleichung: 

(2Ä^  1)71  <  (f'^{2k+  l);r 
charakterisiert  war. 

In  je  zwei  Punkten  ß,  y,  die   einander  auf  den  beiden  Ufern 
eines   Einschnittes   gegenüberliegen,   besitzt   der   Funktionszweig  s^ 
Werte,  die  einander  entgegengesetzt  gleich  sind: 

8)  ^iO?)=-^M. 
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(Genauer  ausgedrückt:  Nähert  sich  ein  variabler  Punkt  ar,  indem  er 
innerhalb  S'  bleibt,  einem  bestimmten  Punkt  y  des  Einschnittes, 
das  eine  Mal  Ton  der  einen,  das  andere  Mal  von  der  anderen  Seite 
her,  so  nähert  sich  dabei  s^  jedesmal  einem  bestimmten  Grenzwert; 
diese  beiden  Grenzwerte  sind  einander  entgegengesetzt 
gleich.)  Denn  will  man  von  einem  Ufer  des  Ein-  (O  ; — , 
Schnittes   auf  das   andere   gelangen   und   dabei  doch  ^ 

innerhalb   S'   bleiben,   so   muß   man   einen   der  Ver-  ^* 

Zweigungspunkte  umkreisen  (Fig.  3).  Ebenso  ist  s^{ß)  =  —  s^ {/). 
Andererseits  ist  aber  nach  (7):  s^(ß)  =  —  s^{ß)  und  8^{y)  =  —  s^(/). 
Also  folgt: 

9)  ^i{ß)  =  s^{y)   und   s,{ß)  =  s,{r), 

d.  h.: 

V.  Längs  des  Einschnittes  schließen  sich  die  Werte,  die  jeder  der 
Funktionszweige  s^,  s^  auf  der  einen  Seite  des  Einschnittes  besitzt, 
stetig  an  die  Werte  an,  die  jedesmal  der  andere  Funktionszweig  auf 
der  anderen  Seite  desselben  besitzt. 

Demnach  können  wir  folgendermaßen  eine  RiEMANNsche  Fläche 
konstruieren,  auf  der  s  eine  eindeutige  und  bis  auf  einzelne  Punkte 
stetige  Funktion  des  Ortes  ist: 

VI.  Wir  nehmen  zwei  Exemplare  der  in  der  angegebenen  Weise 
aufgeschnittenen  Ebene  S'  und  heften  sie  längs  der  Einschnitte  kreuZ' 
weise  aneinander,  sodaß  an  Stelle  der  Einschnitte  Übergangslinien 
entstehen. 

Ein    geschlossener   Weg   der   einfachen   Ebene,    der   die   Ver- 
zweigungspunkte zusammen  eine  ,  gerade  Anzahl  Male  umkreist,  er- 
scheint  auf  dieser   Fläche   als  ein   Weg,    der  die  Übergangslinien 
zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl  Male  überschreitet  (vgl.  I, 
§  55,  IX  und  X),  alßo  auch  auf  der  Fläche  geschlossen  ist;  ein  ge- 
schlossener Weg  in   der  Ebene,    der  die  Verzweigungspunkte   eine 
ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  erscheint  auf  der  Fläche  als  ein 
Weg,  der  die  Übergangslinien  zusammengenommen    eine    ungerade 
Anzahl  Male   überschreitet,   also  nicht  nach  demselben  Punkt  der 
Fläche,  sondern  nach  dem  gerade  darüber-  bezw.  darunterliegenden 
zurückführt.     Infolgedessen  überträgt  sich  Satz  11  folgendermaßen 
I    auf  die  Fläche: 

Vn.   Jeder  geschlosssene   Weg  auf  der  Fläche  führt  s  zu  seinem 
Ausgangswerte  zurück;  und  jeder   Weg,  auf  dem  nicht  nur  z,  sondern 
auch  s    zu    seinem   Ausgangswerte    zurückgelangt,    ist  auf  der  Fläche 
ffcschlossen. 
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Das  ist  aber  gerade,  was  wir  mit  der  Einflihrung  einer  Reb- 
MANNschen  Fläche  statt  der  schlichten  Ebene  erreichen  wollen. 
Wir  sagen: 

VIII.  Auf  der  nach  Angabe  von  Nr,  Fl  konstruierten  RimmanN' 
sehen  Fläche  ist  s  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes,  die  iiberaU  da 
stetig  ist,  wo  sie  endlich  ist 

So  oft  es   uns    zweckmäßig   erscheint,   können  wir  die  so  ge- 
wonnene, zweiblättrig  über  der  Ebene  ausgebreitete  Fläche  durch 
stereographische    Projektion     in    eine     zweiblättrige    RiEMANNsche 
Kugelfläche    umformen,    ähnlich   wie   es  in  I,  §  55flF.  mit  den  dort 
behandelten  Flächen  geschehen  ist. 

Auf  eine  Fläche  von  ganz  ähnlicher  Beschaffenheit  werden  wir^ 
übrigens  geführt,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom 
dritten  Grades: 


10)  *  =  y /;  (z)  =  y  s  (z  -  «,)(^  -  «,){z  -  «,) 

untersuchen.  Wir  haben  hier  allerdings  nur  drei  Verzweigungs- 
punkte «j,  «2»  ^8  ™  Endlichen;  wollen  wir  aber  verhindern,  daß 
der  Punkt  z  eine  ungerade  Anzahl  von  ihnen  umkreist,  so  müssen 
wir  notwendig  (mindestens)  von  einem  von  ihnen  einen  Einschnitt 
ins  Unendliche  ziehen.  Die  beiden  anderen  können  wir  dann  durch 
einen  zweiten  Einschnitt  verbinden.  Verfahren  wir  hierauf  wie 
unter  VI  angegeben,  so  erscheint  auch  der  unendlich  ferne  Punkt 
als  Verzweigungspunkt  der  Fläche.  In  der  That  liefert  die  Substi- 
tution (vgl.  I,  §§  21   u.  44); 

11)  z=\lz 
für  s  den  Ausdruck: 

12)  *  =  -J,- 1/ -  %  a,  u, «,  z  [z-  -    y^  )  (z'  -  -  J-)  [z-  -  l^ ) . 

aus  dem  hervorgebt,  daß  s  auch  bei  Umkreisung  von  /  =  0,  d.  h. 
z  =  00  sein  Vorzeichen  ändert.  Wenn  wir  die  Ebene  auch  hier  zur 
Kugel  umformen,  erhalten  wir  eine  Fläche,  die  sich  von  der  zuerst 
betrachteten  in  nichts  weiter  unterscheidet,  als  daß  einer  der  Ver- 
zweigungspunkte in  dem  mit  z  =  co  bezeichneten  Punkte  liegt. 

§  2.    Umformung  dieser  Fläche  in  eine  Torusfläche. 

Solange  es  sich  nur  um  qualitative  Untersuchungen  handelt, 
sind  wir  nicht  an  die  genaue  Form  der  im  vorigen  Paragraphen 
konstruierten  Fläche  gebunden,  sondern  können  (wie  in  I,  §  60) 
-  -^  ^hr  Umformungen  vornehmen,  wenn  wir  nur  dafür  sorgen, 


§  2.     Umformung  dieser  Fläche  in  eine  Torusfläche. 


dabei  keine  Zerreißung  eintritt.  Wir  verfahren  dabei  zunächst  ganz 
ähnlich,  wie  an  der  eben  erwähnten  Stelle  des  I.  Teiles,  nur  können 
vir  hier  nicht  wie  dort  die  innere  Kugel  durch  eine  der  Über- 
?angslinien  ganz  herausziehen,  da  sie  ja  außerdem  noch  durch  die 
indere  Übergangslinie  mit  der  äußeren  zusammenhängt  Wohl 
iber  können  wir  sie  uns  (vgl.  Fig.  4)  immer  mehr  und  mehr  ab- 
[eplattet  denken,  bis  sie  in  eine  doppelt  überdeckte  ebene  Scheibe 
ibergeht,  und  dann  die  beiden  Blätter  durcheinander  durchschlagen. 
i.  a.  0.,  wo  wir  nur  mit  einer  Übergangslinie  zu  thun  hatten,  haben 
vir  durch  diese  Operation  eine  mit  einer  Einstülpung  versehene 
iugel  erhalten.  Hier,  wo  noch  eine  zweite  Übergangslinie  vorliegt, 
jeht  diese  Einstülpung  durch  die  Kugel  hindurch  und  mündet  auf  der 
inderen  Seite,  da,  wo  ursprünglich  die  zweite  Übergangslinie  sich  befand, 
ftieder  ins  Freie.  Mit  anderen  Worten,  wir  haben  eine  Kugel  mit 
tiner  Durchbohrung  vor  uns.    Diese  kann  dann  weiter  durch  stetiges 


Fig.  4.  Fig.  5. 

Biegen  und  Verzerren  übergeführt  werden  in  einen  Torus  oder  Ring, 
<1.  h.  in  die  Fläche,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in 
seiner  Ebene  liegende,  ihn  nicht  schneidende  Axe  entsteht  (Fig.  5). 
Wir  können  übrigens,  wie  in  I.  §  60,  die  Sache  auch  noch 
etwas  anders  auffassen:  wir  können  wie  dort  die  Fläche  auseinander- 
schneiden, jeden  Teil  für  sich  deformieren  und 
dann  die  Teile  wieder  zusammenfügen,  wenn 
wir  nur  dafür  sorgen,  daß  ihre  Ränder  genau 
ebenso  wieder  aneinander  gesetzt  werden,  wie 
sie  ursprünglich  zusammengehörten.  In  unserem 
Falle  können  wir  etwa  die  Fläche  zunächst 
ängs  der  Übergangslinien  aufschneiden,  so  daß 
iie  Blätter  auseinanderfallen.  Schieben  wir 
lann  die  Ränder  der  Schlitze  zurück,  so  er- 
cheint  jedes  Blatt  als  Kugel  mit  zwei  Oflf- 
ungen  (Fig.  6).  Die  letzteren  lassen  wir  immer  größer  werden,  so- 
aß  wir  zwei  Exemplare  einer  Art  von  Kugelzone  erhalten;  diese 
latten    wir   ab   zu   einer  Art   von   ebenen   Ringflächen.     Zwischen 


Fig.  6. 
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deren  Rändern  müssen  wir  nun  dieselben  Verbindimgen  herstellen, 
wie  sie  auf  der  Torgelegten  Fläche  bestanden  haben,  d.  h.  wir 
müssen 

Jj  Cj  rfj 


«1 


bezw.  mit 


a< 


'2 


»2         "'2 

yerbinden,  und  zwar  so,  daß  die  Pfeilrichtungen  zur  Deckung  kommen. 

Man  sieht:  es  kommt  auch  hier  eine  torusartige  Fläche  zu  Stande, 

(die  man  sich  nachher  noch  durch 
Biegungen  und  Verzerrungen  in 
einen  genauen  Toms  übergefbhrt 
denken  kann);  und  zwar  ent- 
spricht die  Außenseite  dieser 
Fläche  durchweg  der  Außenseite 
der  ursprünglichen  doppelt  über- 
deckten  EugeL      Denn    um   die 

Terlangte  Verbindung  zu  Stande  zu  bringen,  müssen  wir  die  eine 

der   beiden    ebenen   Ringflächen   erst   im  Räume   umdrehen;    dann 

kommt  bei  beiden  die  Oberseite  nach  außen. 


Fig.  7. 


§  3.    Zusammenhangsverhaltnisse. 

Auf  der  Torusfläche  können  wir  nunmehr  die  Zusammenhangs- 
yerhältnisse  bequem  überblicken  und  sie  dann  auf  die  zweiblättrige 
RiEMANNsche  Kugelfläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  zurück- 
übertragen, auf  der  sie  nicht  so  unmittelbar  anschaulich  sind.  Wir 
beginnen  mit  der  Definition: 

I.  JEinen  in  sich  zurücklaufenden,  sich  nicht  selbst  durchsetzenden 
Schnitt  auf  einer  Fläche,  der  mit  deren  etwaiger  Berandung  keinen 
Punkt  gemeinsam  hat,  nennen  wir  einen  Bückkehrschnitt, 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Eine  Kugel  hat  die  Eigenschaft,  daß  sie  durch  jeden  Rück- 
kehrschnitt in  zwei  ganz  getrennte  Stücke  »verfällt.  Der  Torus- 
fläche kommt  diese  Eigenschaft  nicht  zu;  vielmehr  giebt  es  auf  ihr 
Kurven  von  der  Art,  daß  ein  längs  einer  solchen  Kurve  geführter 
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Rückkehrschnitt  die  Fläche  noch  nicht  zerfällt.  Solche  Kurven 
sind  z.  B.  sowohl  die  Meridiankreise  (Fig.  8),  als  die  Breitenkreise  der 
Fläche  (Fig.  9).  Wenn  aber  ein  solcher  Schnitt  ausgeführt  ist,  kann 
kein  weiterer  Rückkehrschnitt  ausgeführt  werden,  ohne  daß  die 
Fläche  zerfällt.     Definiert  man  also: 

II.    Unter  der  Geschlechtszahl  p  einer  geschlossenen  Fläche  versteht 
man  die  größte  Anzahl  einander  nicht  schneidender  JRückkehrschnitte, 
die  man  auf  ihr  ziehen  kann,  ohne  daß  sie  zerfallt,^ 
80  folgt: 

IIL   Die  Kugel  hat  das    Geschlecht  /?  =  0,    die    Torus fläche   das 
Geschlecht  p  =  1. 

Aus  dieser  Eigenschaft  allein  geht  schon  hervor: 

IV.  Fs  ist  nicht  möglich,  die  Torusfläche  oder  die  zweiblätterige 
BisMANNSche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  eindeutig  und  stetig 
auf  die  Kugel  abzubilden. 

Ziehen  wir  auf  unserer  Torusfläche  einen  Rückkehrschnitt, 
z.  B.  längs  eines  Meridiankreises,  und  schneiden  sie  längs  desselben 
wirklich  durch,  so  wird  sie  dadurch  in  eine  Fläche  mit  zwei  Kand- 
kurven  verwandelt,  die  wir  etwa  als  eine  zusammengebogene  Cylinder- 
fläche  bezeichnen  können.  Diese  Fläche  ist  nicht  einfach  zusammen- 
hängend (I,  §  29,  VII);  wir  können  auf  ihr  zwar  keinen  Rückkehr- 
schnitt mehr  ziehen,  ohne  daß  sie  zerfällt,  wohl  aber  noch  einen 
Querschnitt,  d.  h.  einen  Schnitt  von  einem  Randpunkte  nach  einem 
anderen  (I,  §  35,  Fig.  16)  —  z.  B.  längs  eines  Parallelkreises.  So 
erhalten  wir  eine  Fläche,  die  mit  einiger  Verzerrung  in  ein  ebenes 
Rechteck  ausgebreitet  werden  kann.     Wir  können  daher  sagen: 

V.  Die  Torusfläche  kann  durch  einen  Bück- 
kehrschrätt  und  einen  Querschnitt  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden. 

Alles  dieses  übertragen  wir  nun  von  der 
Torusfläche  zurück  auf  die  RiEMANNSche  Kugel- 
fläche. Dazu  müssen  wir  den  Umformungs- 
prozeß, der  diese  Fläche  in  jene  überführte, 
rückwärts  durchlaufen   und  dabei  die  Gestalts-  p.     -^ 

Veränderung   der  Schnitte    durch    die    einzelnen 
Schritte   jenes  Prozesses   hindurch   verfolgen;    dabei    ist  es   gleich- 
gültig, ob  wir  den  einen  oder  den  andern  der  in  §  2  geschilderten 


^  Natürlich  ist  man  eißt  dann  berechtigt ,  diese  Definition  allgemein  auf- 
xostellen,  wenn  man  gezeigt  hat,  daß  diese  Anzahl  in  jedem  Falle  von  der 
Auswahl    der  Schnitte   unabhängig   ist.    Bei  der  Kugel  und  dem  Torus  über- 

man  das  noch  unmittelbar. 
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Prozesse  benutzen.  Jedesmal  entspricht  einem  Parallelkreis  des 
Ringes  eine  Kurve  (wie  A  in  Fig.  10),  die  ganz  in  einem  Blatte 
verläuft  und  die  beiden  durch  die  eine  Ubergangslinie  verbundenen 
Verzweigungspunkte  von  den  beiden  durch  die  andere  Ubergangs- 
linie verbundenen  in  diesem  Blatte  trennt  Einem  Meridiankreis 
des  Ringes  andererseits  entspricht  eine  Kurve  (wie  JB  in  Fig.  101 
die  von  einem  Punkt  der  einen  Ubergangslinie  zu  einem  Punkt  der 
andern  im  einen  Blatte  hin,  im  andern  zurückfuhrt  (In  der  Figur 
sind  die  im  einen  Blatte  verlaufenden  Linien  ausgezogen,  die  im 
andern  Blatte  verlaufenden  punktiert)  Die  beiden  Kurven  schneiden 
sich  auf  der  RiEMANNschen  Fläche  in  einem,  und  nur  in  einem 
Punkte,  wie  das  auch  auf  dem  Torus  der  Fall  war.  Der  andere 
Schnittpunkt,  den  Fig.  10  aufzuweisen  scheint,  ist  nur  ein  scheinbarer: 
dort  verläuft  die  eine  Kurve  im  einen,  die  andere  im  andern  Blatte. 


§  4.    Rationale  Funktionen  von  z  und  yj^z)  oder  V/aC^j* 

Die  Untersuchung  eindeutiger,  von  wesentlichen  Singularitäten 
freier  Funktionen  auf  einer  zweiblättrigen  RiEBfANNschen  Fläche 
mit  zwei  Verzweigungspunkten  wurde  uns  (I,  §  61)  wesentlich  da- 
durch erleichtert,  daß  wir  diese  Fläche  umkehrbar  eindeutig  und 
im  allgemeinen  konform  auf  die  Kugel  abbilden  und  infolgedessen 
alle  jene  Funktionen  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln 
ausdrücken  konnten.  Die  zweiblättrige  RiEMANNSche  Fläche  mit  vier 
Verzweigungspunkten  dagegen  läßt  (§  3,  IV)  überhaupt  keine  umkehrbar 
eindeutige  und  stetige,  geschweige  denn  eine  konforme  Abbildung 
auf  die  Kugel  zu.  Wir  können  deshalb  hier  nicht  auf  dem  damals 
eingeschlagenen  Wege  eine  solche  Hilfsvariable  ausfindig  machen  (und 
werden  in  sij  7  sehen,  daß  es  auch  auf  keinem  anderen  Wegege- 
lingen kann).  Infolgedessen  müssen  wir  hier  andere  Hilfsmittel  der 
Untersuchung  herbeizielien.     Wir  beginnen  mit  der  Bemerkung: 

Wenn  es  auch  nicht  möglich  ist,  die  ganze  Fläche  in  der  e^ 
wähnten  Weise  abzubilden,  so  ist  es  doch  möglich,  die  Umgebung 
jedes  ihrer  Punkte  auf  einen  einfach  überdeckten,  ganz  im  Endlichen 
gelegenen  Bereich  einer  Hilfsebene  (^Ebene)  konform  so  abzubilden, 
daß  jedem  Punkt  jener  Umgebung  nur  ein  Punkt  dieses  Bereiches 
entspricht.  Für  Punkte  der  Fläche,  die  endlichen  Werten  von  z 
entsprechen  und  keine  Verzweigungspunkte  sind,  ist  das  selbst- 
verständlich; für  einen  Verzweigungspunkt  im  Endlichen  geschieht 
es  durch  die  Substitution: 

1)  '-",  =  t'; 
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für    einen    unendlich    fernen   Punkt,    der    kein    Verzweigungspunkt 
ist^  durch: 

2)  z  =  /-i; 

für  einen  unendlich  fernen  Verzweigungspunkt  durch: 

3)  r  =  /-2. 

Man  kann  eine  solche  Variable  t  „reffularisierende  Hilfsvariable  für 
den  betreffenden  Punkt  der  Fläche*^  nennen.  Dann  erweisen  sich  fol- 
gende Definitionen  als  zweckmäßig: 

I.  Der  Ausdruck:  eine  Funktion  ist  in  der   Umgebung  von  z  =  z^ 
jyOuf  der  Fläche  regulär"  soll  bedeuten:  sie  ist  als  Funktion   der  zu 
diesem  Punkt  gehörenden  regularisierenden  Hilfsvariabeln  t  in  der  Um- 
gehung von  t  =  0  regulär  in  dem  I,  §  33,  I  (vgL  auch  /,   §  37 y  III 
und  §  38,  IF)  festgesetzten  Sinne, 

U.  Wird  eine  der  zu  untersuchenden  Funktionen  irgeridwo  Null, 
hezw.  unendlich,  so  versteht  man  unter  der  Ordnungszahl  dieses  Null- 
punktes,  bezw.  Poles  den  niedrigsten  positiven,  bezw,  höchsten  negativen 
Exponenten,  der  in  ihrer  Entwicklung  nach  Potenzen  der  betreffenden 
regularisierenden  Hilfsvariabeln  vorkommt. 

Nach  diesen  Festsetzungen  wenden  wir  uns  nun  zur  Unter- 
suchung rationaler  Funktionen  von  z  und  s.  Eine  solche  Funktion 
R[z,  s)  kann  zunächst  auf  die  Form  eines  Quotienten  zweier  ganzen 
Punktionen  von  z  und  s  gebracht  werden;  benutzt  man  dann  die 
Gleichung  *'  ==  f(z)  und  die  aus  ihr  folgenden 

4)  *^"=  [/T'2'Jl'S      s'^-^'^^s[f(z)^^ 

zur  Beseitigung  aller  höheren  Potenzen  von  z  als  der  ersten  aus 
Zähler  und  Nenner,  so  erhält  man  zunächst  als  allgemeine  Form 
einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  die  folgende: 

a  ■\-  hs 


5)  R  (r,  s)  = 


c  +  rfs  * 


)■  Vk  der  a,  b,  c,  d  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 
i  Diese  läßt  sich  noch  weiter  reduzieren,  indem  man  im  Zähler  und 
*  Nenner  mit  c  —  ds  erweitert  und  dann  die  Relation  .v^  =  f(z)  aber- 
mals benutzt;  man  erhält  so: 

a\  i?f^   ^\        ac  -  bdf  +  s{bc  -  ad)         ^o  C-)  +  </i  (-) « 

«j  R  {s,  z)  = ^.T- -rf./-  =        ^;(,)     -  • 

Also  gilt  der  Satz: 

in.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  s  läßt  sich  auf  die  Form 
(6)  bringen,  in  der  g^,  g^,  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein 
bedeuten. 
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Dabei  dürfen  wir  voraussetzen,  daß  diese  drei  Funktionen 
keinen  ihnen  allen  gemeinsamen  Teiler  haben,  da  wir  einen  solchen 
stets  wegheben  könnten  (vgl.  I,  §  20,  V).  Aber  auch  wenn  das  ge- 
schehen ist,  kann  es  immer  noch  vorkommen,  daß  in  einem  Punkte 
der  Fläche  Zähler  und  Nenner  von  (6)  gleichzeitig  Null  werden. 
Denn  der  Zähler  von  (6)  kann  auch  Null  werden,  ohne  daß^^  und 
^j  gleichzeitig  Null  werden.  Um  seine  Nullpunkte  zu  finden,  hat 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  für  z  und  si 

und: 

durch  Elimination  von  s  die  Gleichung  für  z  allein: 

abzuleiten.  Für  jede  Wurzel  dieser  Gleichung  stimmt  dann  der 
Wert  von  —  ^^  jg^  mit  einem  der  beiden  Werte  von  s  überein,  so 
daß  zu  jeder  solchen  Wurzel  ein  Punkt  der  Fläche  gehört,  in  dem 
der  Zähler  von  (6)  Null  wird.  Wird  dann  in  einem  solchen  Punkte 
Zq  auch  der  Nenner  Null,  so  erscheint  die  rationale  Funktion  in 
unbestimmter  Form.  Diese  Unbestimmtheit  kann  zwar  für  den  einen 
Punkt  durch  algebraische  Umformungen  beseitigt  werden,  z.  B.  indem 
man  im  Zähler  und  Nenner  von  (6)  mit  5^0  ~"  ^i  *  multipliziert  und 
mit  z  —  Zq  dividiert;  aber  sie  tritt  dann  dafür  an  andern  Punkten 
auf.  Eine  einheitliche  Festsetzung,  die  alle  Fälle  umfaßt,  ist  fol- 
gende: Man  entwickle  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen  der  ftr 
die  Umgebung  des  gerade  zu  untersuchenden  Punktes  geltenden 
regularisierenden  Variabein  t]  daim  kann  man  im  Zähler  und  Nenner, 
je  nach  Bedürfnis,  mit  einer  solchen  Potenz  von  t  multiplizieren 
oder  dividieren,  daß  nur  noch  Potenzen  von  t  mit  positiven  Expo- 
nenten vorkommen  und  daß  mindestens  eine  von  beiden  Entwick- 
lungen mit  einem  von  t  freien  Gliede  beginnt.  Daraus  geht  hervor, 
daß  man  in  jedem  Falle  einen  positiven  oder  negativen  ganzzahligen 
Exponenten  a  so  bestimmen  kann,  daß: 

i-*'B{z,s) 

als  Funktion  von  t  betrachtet,  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  regul&r 
und  für  ^  =  0  von  0  verschieden  ist.  Dieser  Exponent  giebt  dann  die 
Ordnungszahl  (I,  §  20,  IV)  der  Funktion  „auf  der  Fläche**  in  dem 
untersuchten  Punkte  an.  Diese  Ordnungszahl  ist  also  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  eine  ganze  Zahl,  und  wir  können  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  5  =  y /'^  (z)  (oder  V/^f^J  ^ 
auf  der  in  ß  1  konstruierten  RiEMANNschen  Fläche  bis  auf  Pole  regul&t* 


• 

§  5,   Amoendtmg  der  CAucHYSchen  Sätze  auf  rationale  Funktionen,     1 3 


Aber  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt: 

V.    Jede    auf   der    RisMANNSchen   Fläche    von   s  =  yf^Jz)    (oder 

^ f^z)  eindeutige  und  bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  ist  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s. 

Der  zweite  der  Beweise  des  Satzes  I,  §  61,  VII  gilt  Dämlich 
auch  für  den  hier  Torliegenden  Fall. 

Man  nennt  die  auf  einer  Fläche  eindeutigen  und  bis  auf  Pole 
regulären  Funktionen  auch  wohl  kurz  ^yFunktionen  der  Fläche^',  Auch 
pflegt  man  ihre  Gesamtheit  als  eine  j^Klasse  algebraischer  Funktionen^^ 
zusammenzufassen,  oder  mit  einem  in  der  Zahlentheorie  üblichen 
Ausdruck  als  einen  „Funktionenkörper*',  insofern  Summe,  Difi'erenz, 
Produkt,  Quotient  irgend  zweier  von  ihnen  immer  wieder  eine 
Funktion  des  Körpers  giebt. 


§  5.   Anwendung  der  CAUCHY'schen  Sätze  auf  rationale  Funktionen 

von  z  und  yf^(z)  oder  yf^(z). 

Die  ÜAUCHYschen  Sätze  (I,  §§  45,  46)  beruhten  auf  der  Um- 
formung eines  über  eine  geschlossene  Kurve  zu  erstreckenden  Band- 
integrals   in    ein    Doppelintegral,    das    über    die    von    der   Kurve 
umschlossene  Fläche  zu  erstrecken  war.     Aber  auf  unserer  zwei- 
blattrigen    RiEMANNSchen    Fläche    mit    vier    Verzweigungspunkten 
umschließt  nicht  jede  Kurve  für  sich  allein  ein  Flächenstück  voll- 
ständig;   um   daher  jene  Sätze  hier  anwenden  zu  können,  müssen 
wir  erst   die  Fläche   nach  Anleitung  von  §  3   in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende F  verwandeln.     Dabei  können  wir  es  immer  so 
emrichten,  daß  die  zu  diesem  Zweck©  erforderlichen  Schnitte  nicht 
gerade  durch  singulare  Punkte  der  zu  untersuchenden  Funktionen 
hindurchgehen.     Wir  erhalten  dann  zunächst  den  Satz: 

I.  Bas  Integral  einer  auf  F  eindeutigen  Funktion,  genommen  um 
den  gesamten  Band  von  F ,  ist  in  allen  Fällen  gleich  Null, 

Denn  durchlaufen  wir  den  ^  ^ 

Rand  in  bestimmtem  Sinne,  etwa 
so,  daß  F'  stets  zur  Linken 
bleibt,  so  wird  jeder  Schnitt 
zweimal  durchlaufen,  und  zwar 
die  beiden  Ufer  in  entgegen- 
gesetztem Sinne;  ist  die  zu  ^* 
integrierende  Funktion,  wie  vorausgesetzt,  nicht  nur  auf  F,  sondern 
auch  auf  F  eindeutig,  so  hat  sie  auf  beiden  Ufern  dieselben  W 
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und  die  Beiträge,  die  die  beiden  Ufer  zum  Bandintegrale  liefern, 
heben  sich  auf. 

Wollen  wir  andererseits  den  Wert  eines  Integrals  berechnen, 
genommen  längs  einer  Kurve,  die  einen  einzelnen  Punkt  der  Fläche 
vollständig  umschließt,  so  müssen  wir  zuerst  die  Umgebung  dieses 
Punktes  durch  Einführung  einer  geeigneten  regularisierenden  Hilfe- 
variabeln  (§  4)  auf  ein  Stück  einer  schlichten  Ebene  abbilden.  Dem- 
gemäß definieren  wir: 

II.  Unter  dem  Residuum  einer  cnif  F  eindeutigen  Funktion  \ff  in 
einem  Punkte  z  verstehen  wir  das  Residuum  von 

dx 

als  Funktion    von    t,    wenn  t   die  für  die    Umgebung  von  z^  geltende 
regularisierende  Hilfsvariable  ist. 

Dann  gilt  der  Satz  I,  §  45,  III  auch  für  Teile  unserer  Flache 
F;  wenden  wir  ihn  auf  die  ganze  Fläche  F'  und  auf  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  5  an,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  I  der  zu  l 
§  45,  VI  analoge  Satz: 

III.  Die  Gesamtsumme  der  Residuen  einer  Funktion  der  Fläche  F 
ist  stets  gleich  Null. 

Wenden  wir  diesen  Satz  nicht  auf  die  zu  untersuchende 
Funktion  v  selbst,  sondern  auf: 

1     dxy 
tp     dx 

an,   so    geht   aus   der   Definition   II   hervor,    daß   deren  Residuum 
gleichzusetzen  ist  dem  von 

1      dtp 
f     dt 

Das  letztere  ist  aber  gleich  der  Ordnungszahl  von  i/'  (I,  §  46,  IL  IIl). 
Wir  finden  somit: 

IV.  Jede  Funktion  der  Fläche  wird  auf  Vir  ebenso  oft  Null  wie 
Unendlich  — 

und  wenn  wir  denselben  Satz  statt  auf  i/'  auf  i/»  — c  anwenden: 

V.  Jede  Funktion  der  Fläche  nimmt  jeden  komplexen  Wert  ebenso 
oft  an  wie  jeden  andern. 

Dabei  bedeutet  die  Aussage  (vgl.  I,  §  46,  IV):  „die  Funktion 
1/'  nimmt  den  Wert  r  in  dem  Punkte  r^j  der  Fläche  Ä-mal  an",  soviel 

als:  in  diesem  Punkte  ist  w  =  c.    ^^  =0,  •    ^  =  ü . . .,  -^~  =  0, 

dt  ^    dt^  a^*-i 

wenn  t  die  für  die  Umgebung  von  z^  geltende  regularisierende  Hilfs- 
variable ist. 
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Man  nennt  wohl  eine  Funktion  der  Fläche,  die  jeden  Wert 
aut'  ihr  n-mal  annimmt,  „eine  n-wertige  Ftinktion  der  Fläche^';  doch 
kann  das  zu  dem  Mißverständnis  Anlaß  geben,  als  ob  von  einer 
Funktion  die  Rede  sei,  die  in  jedem  Punkte  der  Fläche  n  ver- 
sdiiedene  Werte  hat  Besser  ist  es  zu  sagen:  eine  Funktion  n'*^ 
Ordnung.  —  Man  beachte  übrigens,  daß  z  selbst,  als  Funktion  der 

Flache  betrachtet^  eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  s  =  ^ t\(z)  eine 

Funktion  vierter  Ordnung  ist. 

Aus  Satz  V  folgt  noch  ein  wichtiges  Korollar: 

VI.    Eine    überall    endliche    Funktion    der    Fläche    ist    stets    eine 

Konstante, 

Denn  wenn  eine  Funktion  der  Fläche  nirgends  unendlich  wird, 

kann  sie    nach  V   überhaupt  keinen   Wert  annehmen.     Der  hierin 

liegende  Widerspruch  löst  sich  nur,    wenn   difjjdz  identisch  Null, 

also  1/;  =  Konst.  ist. 

§  6.    Elliptische  Integrale. 

Nunmehr  können  wir  zurückkehren  zu  der  Aufgabe,  die  wir 
uns  ursprünglich  gestellt  hatten :  die  Integrale  rationaler  Funktionen 

von  r  und  s  =  Y74(^)  ^^^^  V/sf^J  ^^  untersuchen.  Man  nennt 
diese  Integrale  elliptische  Integrale  j  aus  dem  äußerlichen  Grunde, 
weil  die  Berechnung  der  Länge  eines  Ellipsenbogens  auf  eines  von 
ihnen  führt.     Mn  solches  Integral  hat  zunächst  die  Form: 

(1)  jR[z,s)dz', 
manchmal  ist  es  zweckmäßiger,  die  Form: 

(2)  /Äj^ä, 

zu  betrachten,  in  der  R^  und  R^  zwei  Funktionen  der  Fläche  be- 
deuten. Sie  ist  nur  scheinbar  allgemeiner  als  (1),  wie  man  erkennt, 
indem  man  dafür: 


/ 


R/-hdz 


1   äx 

schreibt 

Ein  solches  Integral  ist  eine  Funktion  seiner  beiden  Grenzen; 
wir  werden  uns  aber  zumeist  die  untere  Grenze,  die  etwa  z^  heißen 
n^e,  als  fest  gegeben  denken  und  das  Integral  als  Funktion  der 
•*^  .J"' Grenze  z  betrachten.  Ist  dann  ein  bestimmter  Integrations- 
veg  von  Zq  nach  z  vorgeschrieben,  so  kann  man  ihn  in  eine  Anzahl 
Teile  so  zerlegen,   daß  jeder  dieser  Teile  ganz  in  einem  Bereiche 
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liegt,  der  durch  Einführung  einer  geeigneten  regularisierenden 
Variabein  t  (§  4)  auf  ein  einfach  überdecktes,  einfach  zusammen- 
hängendes Stück  der  ^- Ebene  abgebildet  werden  kann.  Für  jeden 
solchen  Teil  des  Integrationsweges  gelten  dann  die  Sätze  über  Inte- 
grale eindeutiger  Funktionen;  insbesondere  folgt  (vgl.  I,  §  35,  IV): 

I.  Ein  Integral  der  Form  [2)  ist  bei  gegebenem  Integraäansweg 
eine  auf  der  Fläche  F  reguläre  Funktion  der  oberen  Grenze  im  Simn 
der  Definition  I  von  §  4y  wenn  7?^  und  B^  längs  des  ganzen  Integratumh 
toeges  regulär  sind. 

Wollen  wir  weiter  die  Werte  vergleichen,  die  ein  solches  Integral 
für  zwei  verschiedene  Integrationswege  zwischen  denselben  Grenzea 
erhält,  so  werden  wir  zweckmäßigerweise  erst  wie  in  §  3  die  Fläche 
F  durch  geeignete  Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  F'  verwandeln.  Auf  diese  können  wir  dann  die  CAUCHYschen 
Sätze  (I,  §  35)  anwenden.     Wir  finden  so: 

IL  Die  Werte  eines  elliptischen  Integrals ,  genommen  längs  zweier 
verschiedener  zwischen  denselben  Grenzen  innerhalb  F'  verlaufender 
Wege,  stimmen  über  ein ,  wenn  B^  und  R^  in  dem  von  diesen  beiden 
Wegen  begrenzten  Gebiet  auf  der  Fläche  regulär  sind. 

III.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  läßt  sich  die  Differenz  der  beiden 
Werte  des  Integrals  darstellen  als  Summe  von  Integralen  j  genonoMM 
um  die  Pole  von  R^  und  von  B^. 

IV.  Der  Wert  des  Integrals  f  B^dB^,  genommen  in  positivem 
Sinne  um  einen  Pol  von  B^  oder  B^  ist  gleich  dem  Besiduum  (§  5,  II) 
der  Funktion  B^d B^jdz  in  diesem  Punkte. 

V.  Dies  führt  zu  einer  Einteilung  der  elliptischen  Integrale  in  drei 
Gattungen.    Ist  das  Residuum  von  7?^  dBJdz  in  allen  Polen  von  i?j 
und  7?2  gleich  Null,  so  ist  der  Integralwert  eine  innerhalb  F'  eindeutige  i 
Funktion,  so  lange  nur  solche  Integrationswege  zugelassen  werden,  diftj 
ganz  innerhalb  F  verlaufen;  wir  nennen  diesen  Wert  den  Haupi 
des  Integrals.    Ist  diese  eindeutige  Funktion  tiberall  regulär,  so  heil 
das  Integral  ein  Integral  erster  Gattung;  hat  sie  noch  Pole,  so  heißt 
ein  Integral  zweiter  Gattung,     Ist  aber  das  erwähnte  Residuum  auckl 
nur   in    einem  jener  Pole   von    Null  verschieden    =  Ä,    so  ist  der] 
Integralwert  schon  innerhalb  F  unendlich  vieldeutig;   das  Inte( 
heißt  dann  ein   Integral  dritter   Gattung.     Ein  solches  kann  in  d< 
Umgebung  des  betreffenden  Punktes  dargestellt  werden  als  Sumi 
aus  ^  log  ^  +  einer  Funktion,  die  dort  regulär  ist  oder  einen  Pol  fa» 

Untersuchen    wir   zunächst   die   Integrale   I.   und   ü.    Gatton 
weiter.     Sei   w[z)   der  Wert   eines   solchen,    genommen   auf  eini 
ganz    innerhalb  F'   verlaufenden   Integrationswege;   wir   fragen, 
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welcher  Beziehung  die  Werte  zu  einander  stehen  mögen,  die  diese 
Funktion  w  (z)  ineinander  gegenüberliegenden  Punkten  auf  den 
beiden  Ufern  eines  der  ßUckkehrschnitte  A,  ß  besitzt. 

Um  uns  präcise  ausdrücken  zu  können,  müssen  wir  jedem  der 
beiden  Kückkehrscbnitte  einen  bestimmten  Bichtunggsinn  beilegen, 
Bodaß  wir  sein  eines  Ufer  als  das  linke,  das  andere  als  das  rechte 
bezeichnen  können.  An  und  für  sich  ist  die  Wahl  des  Sinnes  filr 
beide  Rückkehrschnitte  gleichgültig;  aber  mit  Rücksicht  auf  später 
(im  VI.  Abschnitt]  zu  verfolgende  Zwecke  wollen  wir  gleich  hier 
eine  Festsetzung  treffen,  nach  der  der  Sinn  nur  noch  auf  einem  der 
Schnitte  willkürlich  bleibt,  nämlich: 

VI.  Der  JiichtungMinn  goll  auf  den  beiden  Rüchkehrschnitten  A,  B 
so  festgelegt  sein,  daß  der  Schnitt  Ä  den  Schnitt  B  von  links  nach  rei-h/f, 
also  B  den  A  von  rechts  nach  links  überschreitet  (Fig.  12). 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


Seien  nun  X,  o  und  Ä',  ii'  zwei  Paare  einander  gegenüber- 
liegender Punkte  an  den  beiden  Ufern  eines  Schnittes  (Fig.  13);  dann 
ist,  da  die  Funktionen  Ä,  und  R^  innerhalb  der  unzerschnittenen 
Fläche  F  eindeutig  sind : 


3) 


fR,dRj  =  JR^dB^, 


venu  jedesmal  längs  des  betreffenden  Schnittes  so  integriert  wird, 
daß  dabei  der  andere  Schnitt  nicht  überschritten  wird.  Da  aber 
beide  Integrationswege  ganz  innerhalb  F  verlaufen,  so  können  wir 
(iiese  Integrahverte  auch  durch  die  Werte  ausdrücken,  die  der 
Haaptzweig  n-(z)  an  den  oberen  und  unteren  Grenzen  annimmt. 
Wir  erhalten  so: 


(D- 


«•{(»')  - 


"(p) 


((0  =  "'(A) -«■(?). 

ie  Gleichung  aus: 

Biickkehrsehnitte  ist  die  Differenz  d'-r 
•tztceiff  eines  Integrals  I.  oder  IL  Gatf'iii'y 
I  Funkten  auf  beiden  Ufern  des  Schnif'r 
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Fig.  14. 


Wir  nennen  diese  konstante  Differenz  w{X)  —  w{o):   den  Perw- 
dicitätsmodul  des  Integrals  an  dem  Rückkehrschnitt. 

Fassen  wir  vier  Punkte  ins  Auge,  die  an  der  Ereuzongsstelle 
der  beiden  Rückkehrschnitte  ^^  jS  in  der  in  Fig.  14  angegebenen 

Weise  liegen,  dann  sind  die  Periodicitätsmoduln  des 
Integrals  tc: 

an  A :     w  (a)  —  w(ß)  =  w  {(Pj  —  tr  {y) ; 
an  B:     w[a)  —  w{S)  =  w{ß)  —  ic{y). 

Andererseits  ist,  wenn  die  Integrale  längs  der  Schnitte 
in  der  für  jeden  festgesetzten  positiven  Richtung  genommen  werden: 

f  dw  =  ic{a)  —  it  {d)  =  tr  (/9)  —  M?  {y) , 

6)      I 

/  dw  =  w{ß)  —  w{a)  =  Tr[y)  —  tc{S), 

%' 

B 

VIII .  Es  ist  also,  wenn  die  Festsetzung  FI  getroffen  wird,  der 
Feriodicitätsmodul  an  B  gleich  dem  Wert  des  Integrals  genommen 
längs  A,  dagegen  der  Feriodicitätsmodul  an  A  entgegengesetzt  gleich 
dem   Werte  des  Integrals  genommen  längs  B. 

Bei  Integralen  dritter  Gattung  modifizieren  sich  diese  Sätze 
durch  das  Auftreten  der  logarithmischen  ünstetigkeitspunkte.  Von 
einem  solchen  Integral  kann  nicht  ein  auf  F"  eindeutiger  Zweig  ab- 
gespalten werden;  man  muß  vielmehr  erst  von 
sämtlichen  logarithmischen  Unstetigkeitspunkten 
einander  nicht  treffende  Einschnitte  L  (Fig.  15) 
nach  dem  Rande  der  Fläche  führen.  Zweckmäßiger- 
weise geschieht  das  so,  daß  alle  diese  Einschnitte 
im  Schnittpunkt  von  A  und  B  einmünden.  Die 
Fläche  F'  geht  dadurch  in  eine  ebenfalls  einfach 
zusammenhängende  Fläche  F"  über;  und  ein  Zweig  des  Integrals 
kann  jetzt  eindeutig  und  stetig  dadurch  definiert  werden,  daß  der 
Integrationsweg  auf  diese  Fläche  F'  beschränkt  wird.  Dann  er- 
giebt  sich: 

IX.  Fin  Integral  III.  Gattung  hat  konstante  Periodicitätsmoduln 
nicht  nur  an  den  Bückkehrschnitten  A  und  Bj  sondern  auch  an  den 
Einschnitten  L.  An  jedem  der  letzteren  ist  der  Periodicitätsmodul 
=  2  7ii  mal  dem  Residuum  von  R^d R^jdz  in  dem  Pole,  von  dem  er 
ausgeht;  die  Summe  dieser  logarithmischen  Periodicitätsmoduln  ist  abo 
Null  (nach  §  5,  III). 

Nun  heben  wir  die  bisher  festgehaltene  Beschränkung  des  In- 
tegrationsweges   auf  die  Fläche  F\   bezw.  F"   auf  und   lassen  ihr 


Fig.  15. 
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ganz  willkürlich;  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  setzen  den  Hauptwert 
des  Integrals  über  die  Begrenzung  von  F,  bezw.  F*  hinaus  ana- 
lytisch fort  Wir  finden  so  (vgl.  die  Diskussion  des  Logarithmus, 
I,  §  56,  ni): 

X.  Das  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  ist  auf 
der  Fläche  F  eine  unendUchvielwertige  Funktion^  deren  sämtliche  Werte 
aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  beliebiger  ganzzahliger 
Vielfacher  konstanter  Periodicitätsmoduln  hervorgehen. 

Zu  einem  gewissen  Abschluß  gelangt  diese  Untersuchung  durch 
die  folgende  Umkehrung  dieses  Satzes: 

XI.  Jede  Funktion,  die  auf  der  fläche  F  bis  auf  Pole  und  loga- 
rithmische  ünstetigkeitspunkte  regulär  und  nur  durch  konstante  Perio* 
dicitätsmoduln  vieldeutig  istj  ist  das  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  z  und  s. 

Denn  ihr  Differentialquotient  genügt  den  Bedingungen  des 
Satzes  §  4,  V. 

§  7.    Das  elliptische  Integral  erster  Gattung. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  zwar  definiert,  was  unter  einem 
elliptischen  Integral  I.,  IL  oder  III.  Gattung  zu  verstehen  ist,  aber 
noch  keineswegs  bewiesen,  daß  es  solche  Integrale  von  jeder  der 
drei  Gattungen  wirklich  giebt  Wir  wollen  nun  zunächst  versuchen, 
ein  Integral  I.  Gattung  wirklich  zu  bilden;  wir  setzen  es  in  der  Form 

1)  jR{z,s)dz 

an.     Ist  nun 

2)  s'  =  /,  (z), 

so  ist  an  einem  im  Endlichen  gelegenen  gewöhnlichen  Punkte 

dz  =  dt-, 

an  einem  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkte 

dz  =  2tdt\ 

an  einem  unendlich  fernen  Punkte 

dz=  -^t-'^dt 

zu  setzen  (vgl.  §  4),  wenn  t  jedesmal  die  zugehörige  regularisierende 
Hilfsvariable  bedeutet.  Soll  also  das  Integral  (1)  überall  regulär 
bleiben,  so  muß  die  Funktion  i?(r,  ä)  selbst  überall  regulär  sein^ 
ausgenommen  in  den  Verzweigungspunkten,  wo  sie  Pole  1.  Ordnung 
haben  darf;   sie  muß  femer  im  Unendlichen  auf  beiden  Blättern  je 

2* 
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von   der   2.  Ordnung   Null   werden.     Die   Funktion  s"^    hat   diese 
Eigenschaften;  also  folgt: 
L  Das  Integral: 


3)  «=/ 


Z 

dx 


ist  auf  der  Fläche   von  ä  =  )/  /^  (z)   überall  regulär ^  m,  a.   W.   es  ist 
wirklich  ein  Integral  I,  Gattung, 

Es  ist  aber  auch  das  einzige  Integral  I.  Gattung,  wenn  man 
von  einem  konstanten  Faktor  absieht  Denn  soll  B  die  bezeichneten 
Eigenschaften  haben,  so  muß  B,s  auf  der  Fläche  überall  regulär, 
also  nach  §  5,  VI  eine  Konstante  sein.     Also: 

n.  Jedes  andere  Integral  L  Gattung  auf  unserer  Fläche  kann  sich 
von  (3)  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 

Im  Falle  s^  =  f^  (z)  sind  diese  Schlüsse  teilweise  etwas  zu 
modifizieren.  Der  Punkt  oo  ist  dann  ein  Verzweigungspunkt  und  * 
hat  in  ihm  einen  Pol  3.  Ordnung;  aber  es  ist  für  ihn  auch 

rfz=  -  2t''^dt 

zu  setzen.     Das  Resultat  bleibt  also  dasselbe: 

m.  Die  Sätze  I  und  II  gelten  auch  für  den  Fall  der  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Polynom  dritten  Grades, 

In  der  Existenz  des  Integrals  I.  Gattung  liegt  ein  charakte- 
ristischer unterschied  zwischen  der  zweiblättrigen  ßiEMAKNschen 
Fläche  mit  vier  und  der  mit  zwei  Verzweigungspunkten;  man  kann 
aus  ihr  allein  schon  schließen: 

IV.  Es  ist  nicht  möglich  ^  z  und  s  =  "[//j  (z)  oder  y/^  (z)  als 
rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  t  auszudrücken. 

Denn  wenn  das  möglich  wäre,  würde  das  Integral  I.  Gattung 
dabei  in  ein  überall  endliches  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  t  übergeführt  werden,  und  ein  solches  existiert  nicht 

N.  H.  Abel  und  C.  G.  J.  Jacobi  haben  gefunden,  daß  die  Um- 
kehrung der  durch  die  Gleichung  (3)  gegebenen  Beziehung  zwischen 
den  Variabein  z  und  u  zu  einer  eindeutigen  Funktion  z  von  u  führt 
—  ebenso  wie  die  Umkehrung  der  Gleichungen: 

2  Z 

rdx  r    dx 

J   X  J  yi-x* 

1  0 

bezw,  die  eindeutigen  Funktionen: 

z  =  e",      z  =  sinw 

liefert.     Um  das  zu  beweisen,  ist  zunächst  erforderhch  (wenn  auch 
noch  lange  nicht  hinreichend)  zu  zeigen: 
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V.  Hat  das  Integral  (3)  für  irgend  einen  Punkt  Zq  der  Fläche 
einen  Wert  u^,  so  ist  nicht  nur  u  in  der  Umgebung  von  Zq  eine  regu- 
läre Funktion  von  r,  sondern  auch  z  in  der  Umgehung  von  Uq  eine 
reguläre  Funktion  von  u. 

Der  Beweis  geschieht  durch  Entwicklung  in  Reihen  und  Um- 
kehrung derselben  nach  I,  §  46,  X.  Man  würde  zu  diesem  Zwecke 
nur  die  Anfangsglieder  der  betreffenden  Reihen  brauchen;  doch 
wollen  wir  zum  Zwecke  späterer  Verwendung  noch  einige  Glieder 
mehr  angeben: 

Sei  erstens  Zq  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Fläche,  also  f(zQ)  4=  0, 
so  setzen  wir  r  —  z^  =  ^;  dann  kommt  der  Reihe  nach: 

'  "        yA«oM         "^       fix,)  \      ^^  fix,)         ^f{x,f)  i    . 


Q,  p  -  ^0 = (« - ««)  y  /'(^o) + i  (« -  «0)*  /"  (^0) 

Sei  zweitens  a  ein  im  Endlichen  gelegener  Verzweigungspunkt 
der  Fläche,  so  setzen  wir  r  — «=  ^^  j)^^  ^jj»  immer  an  der  Voraus- 
setzung (§  1, 1)  festhalten,  die  Verzweigungspunkte  seien  voneinander 
verschieden,  so  ist  /*' (a)  4=  0 ;  wir  erhalten  also: 

9)    f(z)  =  t'f  («)  +  i  tY'  («)  +  h  t'r  («)  +  •• 

12)  u-u,=    '1^  |i  -,v^^O«l  +  ^*(-^/-^VTf.^'^)  +  ..| 


13) 


'  =  H«  -  «0)  y'r  («)  +  «»ff  (« -  «o)V"  («)  Vn«) 


+  TT»w  (« -  «0)'  (i/""  {«)' + r  («)/■'"  («))  yr{4+ »v 
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Drittens   erhalten   wir  für  einen  gewöhnlichen  Punkt  im  un- 
endlichen : 


14) 
15) 

16) 

17) 
18) 


m  = 


<-*(a„  +  4a,  ^+  Qa^t*  +  ..) 


1//^(A) 


Vor; 


M  —  7/, 


^=  -y«o("  -  «o)  +  «iK  -  "of  -  «ays(«-«'o)^  +  " 


Viertens  endlich  erhalten  wir  flir  einen  Verzweigongspunkt  im 
Unendlichen: 


19) 
20) 

21) 
22) 

23) 


m 

1 

VW) 


9    !!i 


0 


l  ff  j  \        2  ff  j  "1 


+   (A  «1  «3   -  TÖ^O  Ö2^  Vfll  («-«o)*  +  •  • 


Durch  die  Gleichungen  (8),  (13),  (18),  (23)  ist  Satz  V  ftr  alle 
Fälle  bewiesen. 


§  8.   Die  durch  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  vermittelte 
leonforme  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Rechteck. 

Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  von  der  Gestalt 
desjenigen  Bereiches  der  «-Ebene  zu  verschaffen,  auf  den  unsere 
RiEMANNSche  Fläche  durch  den  auf  ihr  eindeutig  definierten  Haupt- 
wert des  Integrals  u  konform  abgebildet  wird  (I,  §  34).  Satz  V  von 
§  7  sagt  von  diesem  Bereiche  aus,  daß  er  keine  Verzweigungspunkte 
(I,  §  69)  in  seinem  Innern  enthält.  Aber  daraus  allein  folgt  noch 
nicht,  daß  er  sich  nirgends  selbst  überdeckt;  er  könnte  ja  etwa  die 
I,  §  67  in  Fig.  42  dargestellte  Gestalt  haben.     Um  zu  zeigen,  da£ 


r 
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nicht  der  Fall  ist,  müssten  wir  seine  Kontur  bestimmen,  d.  h. 
wir  müßten  untersuchen,  welche  Werte  der  Hauptwert  von  u  auf 
dem  Rande  von  F  annimmt 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  jedoch  zunächst  nui*  für  den 
Fall  durchführen,  daß  die  vier  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell 
sind.  In  diesem  Falle  gelangen  wir  nämlich  zum  Ziele,  wenn  wir 
die  Fläche  vermittelst  eines  längs  der  Axe  der  reellen  Zahlen  durch 
beide  Blätter  geführten  Schnittes  in  vier  Halbebenen  zerlegen  und 
das  Bild  der  ganzen  Fläche  aus  den  Bildern  dieser  vier  Halbebenen 
zusammensetzen. 

Die  Verzweigungspunkte  seien  alle  im  Endlichen  gelegen  und 
ihre  Bezeichnung  sei  so  gewählt,  daß: 

1)  «0  <  «1  <  «^2  <  ^3 

ist;  Uq  sei  positiv.  Die  untere  Grenze  des  Integrals,  deren  Wahl 
uns  noch  frei  steht,  legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt  Oj,  so- 
daß  der  Hauptwert: 

2)  u  [a^)  =  0 

ist.  Wir  wollen  zunächst  die  positive  Halbebene  des  oberen  Blattes 
abbilden;  sie  sei  dadurch  definiert,  daß  wir  für  zwischen  a^  und  a^ 
gelegene  Werte  von  z  die  Wurzelgröße,  die  dann  reell  ist,  positiv 
nehmen.^ 

Lassen  wir  z  zunächst  von  a^  bis  a^  zunehmen,  so  erhält  das 
Integral  fortwährend  reelle  positive  Inkremente;  u  icächst  also  von 
0  bis  zu  derjenigen  reellen  Größe  «^ ,  die  durch  das  bestimmte  In- 
tegral zwischen  reellen  Grenzen: 


3)  0,  =  / 


dx 


l/flo  (*  -  «o)  (*  -  "l)  («2  -  *)  («8  -  *> 


definiert  ist.     In  der  Umgebung  von  a^   wird  das  Verhalten  von  u 
als  Funktion  von  z  durch  die  Gleichung  (12)  des  §  7  angegeben, 

wenn  man  in  ihr  u^  =  o)^  und  t  =  '^z  —  u^  setzt;  lassen  wir  also, 
um  den  Ansnahmepunkt  a^  zu  vermeiden  und  dabei  im  oberen 
Blatte  zu  bleiben,  z  vor  a^  von  seinem  bisherigen  Wege  nach  links 
ausbiegen  und  einen  kleinen  Halbkreis  um  u^  im  Sinne  der  ab- 
nehmenden Winkel  (I,  §  4)  beschreiben,  so  wird  u  von  seinem  bisherigen 
Wege  ebenfalls  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen  Viertelkreis 


'  Man  Bcbließe  nur  nicht  etwa  hieraus,  da£  sie  dann  im  oberen  Blatte 
fiberall,  wo  sie  re^ll  ist,  positiv  zu  nehmen  sei. 
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(I,  §  69  a.  E.)  ebenfalls  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  um  w^ 
beschreiben.     Dabei  nimmt  der  Arcus  von  cc^-^z  von  0  bis  — «, 

also  der  von  '^a^  —  z  von  0  bis  —  !7r/2.ab;  die  Arcus  der  drei 
anderen  Faktoren  der  Quadratwurzel  bleiben  in  der  Nähe  von  0. 
Im  Endpunkte  des  Halbkreises  ist  demnach  die  Wurzelgroße  in 
unserem  Halbblatte  negativ  imaginär  und  bleibt  es  dann  auch,  wenn 
wir  jetzt  z  weiter  von  a^  bis  in  die  Nähe  von  a^  sich  bewegen 
lassen.  Das  Integral  erhält  also  dann  positiv  imaginäre  Inkremente; 
u  bewe(/t  sich  avf  einer  Parallelen  zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen 
bis  in  die  Nähe  eines  Punktes  cj^  +  ^s>  ^^88®^  zweite  Koordinate 
durch  das  bestimmte  Integral  zwischen  reellen  Grenzen: 


4) 


lüt 


J  y^o  (*  -  «o)  c-  -  «ö  (« -  «s)K  - 


*) 


Of 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen 
Halbkreis  um  a^  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  beschreiben; 
u  beschreibt  dann  einen  kleinen  Viertelkreis  in  demselben  Sinne, 
der  Arcus   der  Wurzelgröße   nimmt    abermals    um  ;r/2  ab,    sie  ist 


////M, 

^^ 

^. 

^ 

iLn                 t 

'^i^^ 

<^o 

Fig.  16. 

0 

Fig.  17. 

u/. 

also  von  hier  an  negativ  reell  (vgl.  die  Fußnote  auf  S.  23).  Das 
Integral  erhält  also  jetzt  negativ  reelle  Inkremente;  u  beiregt  sich 
auf  einer  Parallelen  zur  Axe  der  reellen  Zahlen  nach  links  bis  in  die 
Nähe  eines  Punktes  u^,  der  durch: 


5) 


«^x- 


oo 


"i 


definiert  ist.  Lassen  wir  dann  z,  nach  links  ausbiegend,  auf  seiner 
Kugel  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  oo  beschreiben  (der 
hier  kein  Verzweigungspunkt  ist),  so  beschreibt  u,  zufolge  §  7, 
Gleichung  17  ebenfalls  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  u^. 
Setzt  dann  z,  aus  dem  Unendlichen  kommend,  seinen  Weg  auf  der 
Axe  der  reellen   Zahlen  fort,  bis  in  die  Nähe  des  Punktes  cr^,  so 
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bewegt  sich  u  in  der  zuletzt  verfolgten  Richtung  weiter  bis  in  die  Nähe 
eines  Punktes  (o^  +  o)^  —  (rüj),  der  durch: 


«0 

dx 


6)    Wj  +  Wj  —  (6>j  —  ?/^ = —  r  ^         —=-. 

-  OD 

definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegend  einen  kleinen  Halb- 
kreis um  c^^  beschreiben  und  dann  seinen  Weg  längs  der  Axe  der 
reellen  Zahlen  bis  in  die  Nähe  von  a^  fortsetzen.  Dabei  umgeht 
ZI  erst  den  Punkt  w^  +  0)3  —  {co^)  in  einem  Viertelkreis ;  weiterhin 
ist  die  Wurzel  positiv  imaginär  zu  nehmen,  das  Integral  erhält 
negativ  imaginäre  Inkremente  und  w  betcegt  sich  parallel  mit  der 
Axe  der  imaginären  Zahlen  nach  unten  bis  in  die  Nähe  eines  Punktes 
o>j  +  «3  —  [(t)^  —  {«3),  der  durch: 


a, 


i  J  Woo  {X  -  «o)  («1  -  -)  (a«  -  «)  K  -  *) 

definiert  ist. 

Schließlich  lassen  wir  z  auf  einem  kleinen  Halbkreise  um  a^ 
zu  seinem  Anfangspunkt  zurückkehren;  dabei  beschreibt  u  einen 
kleinen  Viertelkreis  um  den  zuletzt  genannten  Punkt  Dabei  muß 
es  aber  nach  I,  §  35,  V  zu  seinem  Ausgangswerte  zurückkommen; 
denn  der  von  z  durchlaufene  Weg  umschließt  ein  Gebiet  (eben  die 
positive  Halbebene),  in  dessen  Innern  die  zu  integrierende  Funktion 
die  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt.  Also  muß  jener  Punkt  der 
Nullpunkt  der  «-Ebene  sein;  und  da  (o^  und  (a>j)  nach  ihrer  Defi- 
nition reell,  co^  und  ((Ö3)  rein  imaginär  sind,  so  folgt,  daß: 

8)  (/y  J  =  (0^ ,     (W3)  =  W3 

sein  muß.     Der  A.i'e  der  reellen  Zahlen  in  der  z- Ebene  entspricht  also 
der   Umfang  eines  Rechtecks  in  der  u-Ebene  mit  den  Ecken: 

O,      0)^f      füj   +  ö>3,      W3. 

Da  wir  nun  wissen,  daß  im  ganzen  Innern  der  positiven  z-Halb- 
ebene  u  eine  reguläre  Funktion  von  2  ist,  so  können  wir  schließen:^ 

Durch  den  Uaupticert  des  Integrals  u  wird  die  positive  Hälfte  P^ 
des   oberen   Blattes    unserer    RiEMANNschen    Fläche    konform    abgebildet 

*  Bei  diesem  Schlüsse  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  beiden  aufeinander 
abzubildenden  Flächen  auf  derselben  Seite  (hier  der  linken)  der  in  entsprechendem 
Sinne  durchlaufenen  Konturen  liegen  müssen. 
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auf  das  Innere  des  eben  genannten  Bechteeksy  sodaß  abo  jedem 
Punkte  u  im  Innern  des  Rechtecks  ein  und  nur  ein  Punkt  z  im  Innern 
von  Pq  entspricht 

§  9.  Analytische  Fortsetzung  des  so  definierten  Funictioneneleiiients. 

Das  so  definierte  Funktionselement  z{u)  können  wir  nun  über 
die  Grenzen   des  Rechtecks   hinaus  analytisch  fortsetzen;    dadurch 
erhalten  wir  Bilder  der  drei  anderen  Halbebenen,   die   mit  P^  zu- 
sammen die  Fläche  bilden.    Wenn  wir  hierüber  genauere  Angaben 
machen  wollen^   müssen  wir   erst  über  die  Ubergangslinien  in  der 
z-Ebene  eine  bestimmtere  Verfügung  treffen,  als  es  in  §  1  geschehen  '■ 
ist    Wir  wollen  etwa  festsetzen,  daß  sie  längs  der  Stücke  a^  . ,  ,0^ 
und  a^  ,  ,  ,  a^  der  Axe  der  reellen  z  gezogen  werden  sollen;  sodaß 
man  also  beim  Überschreiten  eines  dieser  Stücke  in  die  negative 
Halbebene    des   unteren   Blattes   N^^    dagegen   beim   überschreiten 
eines   der   Stücke  a^  .  .  .  a^    und   cf 3  .  .  .  oo  .  .  .  of^   in   die   negative 
Halbebene  des  oberen  Blattes  N^^  gelangt    Längs  der  ersteren  hängt 
dann  N^  mit  P^,  längs  der  letzteren  N^  mit  P^  zusammen. 

Auf  der  Strecke  0 .  .  .  «^  ist  das  durch  Satz  I  definierte 
Funktionselement  2(?/)  regulär  und  reell;  daraus  folgt  nach  I,  §  71, 
daß  es  über  diese  Strecke  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden  kann 
in  ein  Gebiet,   das  Spiegelbild   des  ersten  Rechtecks  in  Bezug  auf 

die  Axe  der  reellen  u  ist;   und   zwar  so, 
ojt^tvjj       ^^^^ox,        daß  zu  konjugiert  komplexen  Werten  von 

u  konjugiert  komplexe  Werte  von  z  ge- 
hören. Läßt  man  also  den  Punkt  z  über 
c^i  .  .  .  «2  ^^s  Pq  nach  N^  hinübertreten, 
und  die  Halbebene  N^  beschreiben,  so  tritt 
o^-o/j  L'uif-ax,      ^^  i^jjgj.  0  ^  _  ß,^  mj(j  beschreibt  das  zu  dem 

Fig.  18.  ersten    Rechteck  [P^    in   Bezug    auf   die 

Axe  der  reellen  Zahlen  symmetrische 
Rechteck  (A^).  Auch  in  diesem  Rechteck  ist  die  Funktion  z{u) 
überall  regulär,  bis  auf  einen  Pol,  in  dem  zu  u^  konjugierten 
Punkte  u^  —  2  (Oy 

Lassen  wir  femer  z  aus  P^  über  «2  •  •  •  ^'s  ^^^^  ^u  hinüber- 
treten, so  erhalten  wir  ganz  ebenso  als  Bild  von  N^  ein  Rechteck 
(^VJ,    das   aus  (P^)  durch  Spiegelung  an  der  Linie  Wj  .  , .  «j  +  W3 
hervorgeht. 

Lassen  wir  weiter  z  aus  N^  über  a^  .  . .  a^  nach  P^  übertreten  - 
so  erhalten  wir  als  Bild  von  P^  ein  Rechteck  (PJ,   das   aus  {NJ^ 
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durch  Spiegelung  an  der  Seite  (q)^  . . .  2  (o^)  hervorgeht     Damit  ist 
die   ganze  zweiblättrige  Fläche  auf  das  Kechteck   mit   den  Ecken 


-  «3,    2(üi  -  CÖ3,    2ft>i  +  «3, 


a>. 


abgebildet;  in  diesem  ist  jedoch  die  Linie  von  co^  nach  co^  —  cj^ 
zunächst  noch  als  Einschnitt  aufzufassen. 

Dasselbe  Rechteck  (PJ  wird  aber  auch  erhalten,  wenn  man  (Nq) 
an  der  Seite  (Wj  . . .  w^  —  «3)  spiegelt  Wir  haben  es  also  hier 
mit  dem  I,  S.  192  erörterten  Falle  zu  thun,  daß  zwei  verschiedene 
analytische  Fortsetzungen  eines  Funktionselements  zu  denselben 
Fanktionswerten  führen;  wir  können  den  Einschnitt,  den  wir  zuerst 
ianden,  tilgen,  da  Qber  ihn  hinüber  ein  stetiger  Zusammenhang 
stattfindet 

In  der  That  ist  ein  Weg,  der  aus  Pq  über  a^  .  .  .  a^  hinüber 
nach  Nq,  von  da  über  a^  .  .  ,  a^  nach  P^,  dann  über  a^  .  . .  cc^  nach 
N^j  endlich  über  a^  . . .  a^  zurück  nach  P^  führt,  nichts  anderes 
ab  eine  vollständige  Umkreisung  von  «^   auf  der  Fläche  (Fig.  19); 


Bj     A 


*---<«: 


Fig.  19. 


Fig.  20. 


der  entsprechende  Weg  in  der  m- Ebene  muß  daher  nach  §  7,  V 
ebenfalls  geschlossen  sein. 

Die  BiEMANNSche  Fläche  ist  sonach  auf  das  genannte  Rechteck 
ohne  Störung  des  Zusammenhangs  dieses  letzteren  abgebildet;  dagegen 
ist  dabei  der  Zusammenhang  der  Fläche  unterbrochen  längs  der- 
jenigen Linien^  die  den  Seiten  des  Rechtecks  entsprechen.  Das 
sind  die  Teile  a^^  , , .  cc^  und  «g  ...  00  ...  «^  der  Axe  der  reellen 
Zahlen;  man  muß  sich  beide  Blätter  der  Fläche  längs  dieser  Linien 
durchgeschnitten  denken,  dann  entspricht  den  beiden  Ufern  des 
Schnittes  der  Rand  des  Rechtecks.  Auch  durch  ein  solches  Schnitt- 
system wird  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  ver- 
wandelt; es  geht  aus  dem  in  §  3  Gegebenen  dadurch  hervor,  daß 
man  die  beiden  Schnitte  bis  dicht  an  die  genannten  Stücke  der  Axe 
heran  zusammenzieht  (Fig.  20).  Die  Periodicitätsmoduln  an  diesen 
Schnitten  sind  bezw.  gleich  2ü}j,  2(0^  Denn  z.  B.  der  in  P^  ver- 
laufende Teil  des  Schnittes  Ä  hat  zur  Rechten  P^,  zur  Linken  iV^; 
wenn  z  in  P^  von  a^^  nach  a^  geht,  so  geht  u  (vgl.  Fig.  18)  von  0 
nach  ft>3 ;  wenn  aber  z  in  N^  von  a^  nach  a^  geht,  geht  u  von  2  co^ 
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nach  2  ö>j  +  «j ;   die  Dififerenz  entsprecheDder  Werte  toü  u  beträft 
hier  also  2(i>,.    Mit  B  verhält  es  sich  analog. 

Nachdem  wir  uns  so  über  die  Hauptwerte  des  Integrals  «  toH- 
ständig  orientiert  haben ,  lassen  wir  die  Beschränkung  des  Integrations- 
weges  auf  die  Fläche  F"  fallen.  Dann  erhält  nach  §  6,  X  du 
Integral  u  Werte,  die  sich  von  den  bisher  allein  betrachteten  om 
ganzzahlige  Vielfache  der  Periodicitätsmodula  unterscheiden.  Infolge- 
dessen erhalten  wir  in  der  «-Ebene  weitere  Bilder  der  Flfiche  F, 
die  zu  dem  ersten  kongruent  und  gegen  dasselbe  um  2  Aj  Wj  in 
der  Eichtung  der  Äxe,  der  reellen  Zahlen  und  um  2/t,  fc,  iu  d« 
Richtung  der  Axe  der  rein  imagi- 
nären Zahlen  verscboben  sind  (l 
§  8,  III).  Alle  diese  Bilder  legen 
sich,  wie  geometrisch  evident  ift, 
glatt  nebeneinander  und  bedecken 
->.  die  ganze  u<Ebene  einfach  und 
lückenlos,  ohne  sich  irgendwo  flbs> 
einander  zu  schieben  (Fig.  31]. 
Damit  ist  für  den  hier  betracbteta 
Fall  reeller  Verzweigungapnnkte 
der  am  Anfang  von  §  8  erhoben» 
Zweifel  beseitigt:  jeder  Punkt  t 
föUt  nur  in  eines  der  genannten  Bilder,  und  es  entspricht  ihm  aln 
auch  nur  ein  Wert  von  z.  Überdies  entspricht  jedem  stetigen  Wege 
(I,  §  2G,  XVIII)  in  der  u-Ebene  ein  stetiger  Weg  auf  der  z-Fiäüif, 
wenn  der  erstere  aus  einem  Bildrechteck  in  ein  benachbartes  flbe^ 
tritt,  überschreitet  der  letztere  einen  der  Querschnitte,  Somit  haben 
wir  wenigstens  für  reelle  Werte  der  ferzKeigungspunkte  den  Fon- 
damentalsatz der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bewiesen: 

I.  Die  obere  Grenze  z  des  Integrals  I.  Gattung  ixt  eine  eindeuÜfi 
Funktion  des  Integralwertes  w,  die  für  alle  endlichen  Werte  von  u  Hl 
auf  Pole  regulär  ixt. 

In  allen  Punkten  u,  die  aus  einem  von  ihnen  durch  Additi<n 
beliebiger  ganzzahliger  Vielfacher  von  2  w,  und  2  Wj  hervorgehen. 
nimmt  z  denselben  Wert  an.  z  ist  also  eine  periodiscite  Funirtdon 
von  M  {I,  §  41);  und  zwar  nenneu  wir  sie  eine  doppel^eriodttdu 
Funktion  von  u,  weil  sie  zwei  verschiedene  Perioden  hat  (eine  well* 
2<Uj  und  eine  rein  imaginäre  2(0g),  die  nicht  beide  ganzzahlig« 
Vielfache  einer  und  derselbe»  dritten  Größe  sind.  Außer  in 
diesen  Punkten  nimmt  r  noch  denselben  Wert  an  in  den  Punktet 
—  M  -f  2  Aj  Wj  -J-  2  A,  Wj ;  diese  entsprechen  nämlich  bei  der  Abbildang 


FiR.  21. 
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lern  zu  demselben  Werte  von  z  gehörenden  Punkte  des  anderen 
llattes  der  ßiEMANNSchen  Fläche.  Man  erkennt  das  durch  folgende 
berlegung:  Wenn  wir  erst  an  c^^  •  •  •  «^2»  ^^^^  an  c^o  .  ,  .  «^  spiegeln, 
halten  wir  aus  P^  erst  i\^,  dann  P^.  Dem  entsprechen  in  der 
Ebene  erst  eine  Spiegelung  an  0  . .  .  q}^,  dann  eine  an  0  ...  —  (»3. 
vei  Spiegelungen  an  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  setzen 
;h  aber  zusammen  zu  einer  Drehung  durch  180^  um  ihren  Schnitt- 
nkt  (vgl.  den  beweis  von  I,  §  13,  XII);  und  eine  Drehung  der 
Ebene  um  den  Nullpunkt  durch  180^  ist  das  geometrische  Bild 
r  Verwandlung  von  u  in  —  u  (I,  §  9,  I).  Also  können  wir  den 
tz  I  durch  folgenden  Zusatz  ergänzen: 

H.  Wird  die  untere  Grenze  des  Integrals  u(z)  in  einen  Jer- 
'eigtmgspunht  der  Fläche  gelegt^  so  wird  die  obere  Grenze  eine  gerade 
mktion  des  Integralwertes. 

Auch  s  =  Y^t(^)  ^®*  ^^^®  eindeutige  Funktion  von  u,  da  bei 
serer  Abbildung  jedem  Werte  von  u  nur  ein  Punkt  der  Eiemann- 
aen  Fläche  entsprach.  Entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  u 
tsprechen  dabei  übereinanderliegende  Punkte  der  Fläche;  in 
Icfaen  hat  demnach  s  auch  entgegengesetzt  gleiche  Werte.  Wir 
nnen  somit  sagen: 

m.  Unter  denselben  Voraussetzungen  ist  s  =  ^f  (z)  eine  ungerade 
ppeltperiodische  Funktion  des  Integralwertes  w,  die  ebenfalls  in  der 
nzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist. 

Die  beiden  Sätze  I  und  III  lassen  sich  auch  folgendermaßen 
sdrücken: 

IV.  Es  ist  zwar  nicht  möglich ,  zu  zwei  durch  eine  Gleichung 
=  f^  (z)  oder  =  f^  (z)  verbundenen  Variablen  ä,  z  eine  j^uniformi- 
rende  Variäble^^  (T,  §  53)  zu  finden,  von  der  s,  z  rationale  Funk- 
nen  wären;  aber  man  kann  wenigstens  im  Falle  reeller  Verzweigungs^ 
nkte  eine  solche  angeben,  von  der  sie  eindeutige  und  im  Endlichen 
auf  Pole  reguläre  Funktionen  sind;  nämlich  eben  den  Wert  des  zu- 
iärigen  Integrals  L  Gattung. 

0.    Fragestellungen  bei  beliebiger  Lage  der  Verzweigungspunkte. 

Auf  den  allgemeinen  Fall  beliebiger  Lage  der  Verzweigungs- 

tikte  lassen  sich  die  Entwicklungen  der  §§  8,  9  nicht  übertragen, 

die    in   dem  speziellen  Falle  benutzten  Symmetrieeigenschaften 

r  nicht  vorhanden  sind.    Man  kann  zwar  auch  dann  das  Bild  der 

Lche  F'  in  der  w-Ebene  dadurch  zu  erhalten  versuchen,  daß  man 
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seine  Kontur  bestimmt.     Da  der  Hauptwert  von  u  auf  der  linken 
Seite  eines  Schnittes  um  den  zugehörigen  Periodicitätsmodul  großei 
ist,  als  auf  der  anderen,  so  kann  man  schließen ,  daß  diese  Kontur 
aus  vier  Stücken  besteht;  je  zwei  einander  gegenüberliegende  von 
diese  Stücken    sind   kongruent   und   können   durch  eine  bestimmte 
Parallelverschiebung    miteinander    zur    Deckung    gebracht    werden 
(I,  §  8).     Aber  diese  Stücke  werden  dabei  im  allgemeinen  krumm- 
linig  ausfallen;    und   man'  kann   daher  die 
Möglichkeit  nicht  von  vornherein  ausschließen, 
daß  sie  sich  wie  in  Fig.  22  schneiden,  so- 
daß   kein   Bereich   zu   Stande   käme.     Man 
kann  nun  freilich  durch  eine  eingehendere 
Untersuchung  direkt  zeigen/  daß  man  das 
stets  vermeiden  kann,  daß  es  stets  möglich 
^'   "'  ist,  die  Rückkehrschnitte  auf  der  Riemann- 

schen  Fläche  so  zu  legen,  daß  ihre  Bilder  in  der  ti-Ebene  gerad- 
linig ausfallen.  Dann  wird  die  Fläche  auf  ein  geradlinig  begrenztes 
Parallelogramm  dieser  Ebene  abgebildet;  und  die  weiteren  Schlüsse 
können    wie  im  Falle   reeller  Verzweigungspunkte  gezogen  werden. 

Wir  wollen  das  jedoch  nicht  im  einzelnen  durchführen,  sondern  ; 
einen  anderen  Weg  der  Untersuchung  einschlagen.    Wir  haben  ge-  | 
sehen,  daß  die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  bei  ■ 
reellen  Verzweigungspunkten  durch  eine  doppeltperiodische  Funktion 
mit    einer   reellen    und    einer   rein    imaginären   Periode   geschieht 
Wir  wollen   nun   in    den   folgenden  Abschnitten  (H — V)  überhaupt 
die  Eigenschaften  doppeltperiodischer  Funktionen  untersuchen.  Dabei 
wird    sich    zeigen,    daß   diese   Untersuchung    kaum    irgendwie  ver- 
einfacht würde,  wenn  man  an  der  Voraussetzung  festhielte,  daß  eine 
Periode  reell,  die  andere  rein  imaginär,  das  „Periodenparallelogramm** 
also  ein  Rechteck  sei.     Die  analytischen  Ausdrücke  solcher  Funk- 
tionen,  die  wir  finden  werden,   behalten   vielmehr  ihre  Bedeutung 
und  ihre  allgemeinen  Eigenschaften,  wenn  man  ein  beliebiges  an- 
deres Parallelogramm  zu  Grunde  legt.     Sind  wir   so  in  den  ana- 
lytischen Besitz  dieser  allgemeineren  doppeltperiodischen  Funktionen 
gekommen,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit  zu  zeigen,  daß  auch  sie 
Umkehrungen   elliptischer  Integrale  sind,  und  zwar  solcher,  deren 
Verzweigungspunkte  complexes  Doppelverhältnis  haben  (§§  18,  34) 
Dann   muß   noch    gezeigt  werden,  daß  man  das  Periodenparallelo- 
gramm  stets  so  wählen  kann,  daß  durch   die  zugehörigen  doppelt 

^  Vgl.  H.  A,  Schwarz,  ges.  Abh.  (Berlin  1890),  Bd.  II,  p.  84  ff. 
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periodischen  Funktionen  die  ümkehrung  eines  beliebig  vorgelegten 
elliptischen  Integrals  L  Grades  geleistet  werden  kann;  das  soll  im 
VI.  Abschnitt  geschehen. 

In  dieser  Weise  ist  überhaupt  in  vielen  Fällen  die  Unter- 
suchung komplizierterer  Funktionsbeziehungen  zu  führen.  Das  erste 
ist  die  Entdeckung  einer  geeigneten  „uniformisierenden  Variabein"  w, 
sie  ist  Sache  der  mathematischen  Erfindungskraft,  zuweilen  auch 
des  Zufalls.  Hierauf  muß  der  Beweis  geführt  werden,  daß  die 
übrigen  auftretenden  Größen  wirklich  eindeutige  Funktionen  von  u 
sind.  Zu  diesem  Zweck  beschränkt  man  zunächst  die  Parameter, 
die  neben  den  eigentlichen  Variabein  noch  vorkommen,  auf  solche 
Werte,  daß  dieser  Beweis  sich  mit  Hilfe  der  Methoden  der  kon- 
formen Abbildung  führen  läßt,  von  denen  in  erster  Linie  daß 
Symmetrieprinzip  in  Betracht  kommt  Weiß  man  erst,  daß  man 
mit  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zu  thun  hat,  so  kann  man 
aus  ihren  Eigenschaften  analytische  Ausdrücke  f[ir  sie  ableiten.  In 
diesen  Ausdrücken  werden  abermals  neben  den  Variabein  gewisse 
Parameter  auftreten,  die  von  jenen  ersten  in  zunächst  nicht  weiter 
bekannter  Weise  abhängen  imd  die  zunächst  wie  jene  gewissen 
Kealitätsbedingungen  unterworfen  sind.  Stellt  sich  dann  heraus, 
daß  die  gefundenen  analytischen  Ausdrücke  auch  noch  Bedeutung 
behalten,  wenn  man  diese  Parameter  diesen  Bedingungen  nicht 
unterwirft,  so  stellen  sie  Funktionen  von  u  vor,  die  die  Bedingungen 
des  Problems  auch  in  solchen  Fällen  erfüllen,  welche  die  ursprüng- 
lich eingeführte  Beschränkung  der  gegebenen  Parameter  ausschloß. 
Endlich  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern,  ob  man  die  neuen  Para- 
meter immer  so  wählen  kann,  daß  die  ursprünglichen  beliebig  vor- 
geschriebene Werte  erhalten. 

Erst  wenn  so  die  theoretische  Untersuchung  zum  Abschluß  ge- 
bracht ist,  kann  man  mit  Aussicht  auf  Erfolg  daran  denken,  aus 
den  in  ihrem  Laufe  aufgetretenen  mannigfaltigen  analytischen  Aus- 
drücken die  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  numerischer  Berechnung 
geeigneten  auszuwählen. 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 
Elliptische  Fanktionen. 

§  II.    Definition  doppeltperiodischer  Funktionen. 

W  ir  beginnen  mit  der  Definition : 

I.  Unter  einer  doppeltperiodischen  Funktion  versteht  man  eine  ana- 
lytische Funktion  f\u)  einer  complexen  Variabein  u,  welche  zwei  von- 
einander unabhängige  Perioden  besitzt,  d,  h.  (vgl,  /,  §  4  t)  welche  zwei 
verschiedenen  Funktionalgleichungen  der  Form  genügt: 

1)  /•(«  +  2  «,)  =  /•(«), 

2)  /•(«  +  2  «3)  =  /•(«), 

unter  2  w^  und  2  uß^  von  n  unabhängige  Größen  verstanden.^ 

In  dieser  Definition  bedarf  noch  der  Terminus  „voneinander 
unabhängige  Perioden"  der  Erläuterung.  In  der  Theorie  der  ein- 
fach periodischen  Funktionen  (I,  §  41,  V)  wird  gezeigt,  daß  aus 
dem  Bestehen  einer  Gleichung  der  Form  (1)  das  Bestehen  unendlich 
vieler  anderer  Gleichungen  derselben  Form  folgt,  nämlich: 

3)  t\u^2h^cü,)=f[u) 

für  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  h^.  Wenn  nun  die  Glei- 
chung (2)  schon  unter  den  Gleichungen  (3)  enthalten  ist,  werden 
wir  jedenfalls  2(o^  und  2^3  nicht  als  voneinander  unabhängige 
Perioden  ansehen;  ebensowenig  werden  wir  das  thun,  wenn  etwa(l) 
bereits  unter  den  aus  (2)  folgenden  Gleichungen: 

4)  f[n  +  2  h,  0.3)  =  f[u)       (A3  =  ±  1 ,    ±  2,  .  .  .) 

vorkommt 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  aber  nicht  die  einzigen  Glei- 
chungen dieser  Art,  die  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Vielmehr  gilt 
allgemein : 

5)  />  +  2//,r^,  +  2//3«3)=/-(7/), 

*  Daß  man  nicht  für  die  Perioden  selbst,  sondern  für  ihre  Hälften  eigene 
Zeichen   einführt,   ist  traditionell  und  für  manche  Formeln  bequem;    daß  man 
der   zweiten  Periode    den  Index  3  giebt,    bringt  gewisse  Unbequemlichkeiten^ 
•er  auch  gewisse  Vorteile  mit  sich. 


§  IL     Definition  doppeltperiodischer  Funktionen,  33 


\ 


wie  man  erkennt,  wenn  man  ti  +  2  A3  co,  an  Stelle  von  u  in  (3)  ein- 
setzt und  dann  (4)  berücksichtigt     Mit  andern  Worten: 

IL  Sind  2  (Oy^  und  2  (o^  Perioden  einer  Funktion,  so  sind  auch  alle 
die  Größen: 

6)  2Aj«i  +  2A3«3 

Perioden  derselben  Funktion,    wenn  h^,  h^   irgend  welche  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  einschließlich  0,  sind. 

Es  könnte  nun  sein,  daß  unter  diesen  Größen  sich  eine  be- 
fände, von  der  alle  andern  ganzzahlige  Vielfache  wären.  Das  kann 
jedenfalls  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  to^  und  w^  in  einem  reellen 
rationalen  Verhältnis  zu  einander  stehen;  wir  können  aber  auch 
zeigen,  daß  es  dann  immer  der  Fall  ist.  Ist  nämlich  (o^l(i\  ein 
rationaler  Bruch,  so  sei  er,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht, 
=  mjn,  wo  771  und  n  zu  einander  teilerfremde  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Nach  einem  elementaren  zahlentheoretischen  Satz  lassen  sich  dann 
(auf  mannigfaltige  Art)  zwei  ganze  Zahlen  h^ ,  A3  von  der  Beschaffen- 
heit bestimmen,  daß: 

7)  771  A3  +  71  Aj  =  1 

ist     Setzen  wir  dann: 

8)  Äj  «j  +  A3  «3  =  «, 

so  wird 

9)  ;n  £Ö  =  771  Aj  ö>j   +  ^  A3  «3  =  71  Aj  «3  +  771  A3  «3  =  «3 

und 

10)  n  0}  =  n  h^  co^  +  nh^w^  =  nh^ca^  +  mh^(o^  =  «j  - 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  unter  den  Größen  (6)  eine,  nämlich 
2  CO,  von  der  wegen  (9)  und  (10)  die  gegebenen  Größen  2cö,  und 
2ü>3  und  folglich  die  sämtlichen  Größen  (6)  ganzzahlige  Vielfache 
sind;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

m.  Stehen  a)^  und  co^  in  einem  reellen  rationalen  Verhältnis  zu 
einander,  so  sind  die  sämtlichen  Gleichungen  (5)  Folgerungen  aus  einer 
einzigen  unter  ihnen.  Wenn  dann  die  Funktion  nicht  etwa  außer  diesen 
Perioden  noch  andere  hat,  wird  sie  als  einfach,  nicht  als  doppelt' 
periodisch  zu  bezeichnen  sein. 

Der  nächste  Fall,  der  sich  hier  anschließen  würde,  ist  der  eines 

reellen  irraftVwja/eTi  Periodenverhältnisses ;  man  kann  aber  zeigen,  daß 

dieser  Fall  bei  eindeutigen  analytischen  Funktionen  niemals  eintreten 

tann.     Ist  nämlich   das  Periodenverhältnis  (o^jcj^   in  einen  Ketten- 
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bruch  entwickelt  und  m/n  ein  Näherungsbrach  desselben,  so  ist  nadi 
einem  bekannten  Satze  :^ 


m 
n 


<^' 


also: 

11) 


n  o>3  —  m  «j 


«' 


I     Ci>i 

<  I  IT 


Ist  nun  a}3/G}^  irrational,  so  bricht  die  Eettenbruchentwickliing 
niemals  ab,  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  überschreiten  jede 
Grenze.  Dann  würde  aus  (11)  folgen,  daß  unter  den  Perioden  iea 
Funktion  auch  solche  vorkommen,  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleiner  sind  als  eine  noch  so  kleine  vorgegebene  Zahl,  daß  also  die 
Funktion  einen  und  denselben  Wert  in  jedem  noch  so  kleinen  Be- 
reiche beliebig  oft  annimmt  Das  ist  aber  I,  §  39,  X  bei  einer 
eindeutigen  analytischen  Funktion  niemals  der  Fall;  also  folgt: 

IV.  Es  ffiebt  keine  eindeutige  analytische  Funktion  einer  complexen 
Veränderlichen  mit  zwei  Perioden,  deren  FerhäÜnis  reeü  und  irror 
tionell  wäre. 

Wir  haben  ims  demnach  nur  mit  dem  Falle  weiter  zu  be- 
schäftigen, daß  das  Periodenverhältnis  nicht  reell  ist  und  können 
demgemäß  Definition  I  durch  den  Zusatz  ergänzen: 

V.  Als  voneinander  unabhängig  gelten  zwei  Perioden  j  wenn  der 
imaginäre  Bestandteil  ihres  Quotienten  von  0  verschieden  ist 


§  12.    Das  Periodenparallelogramm. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Strecken  0  ...  2  «^   und  0  ...  2  «j  von  0  und  n  verschieden;   wir 

können  über  ihnen  ein  wirkliches  Parallelo- 
gramm, das  „fundamentale  PeriodenparaUelo- 
gramm*^,  konstruieren;  seinen  vierten  Eck- 
punkt bezeichnen  wir^  mit  —  2a)j,   sodaß 

1)  «1  +  «2  +  «3  =  0 

ist 


Fig.  23. 


^  Man  vgl.  etwa  das  Handbuch  der  Algebra  von  J.  A.  Sbbrbt  (deatscb 
von  Webtheim,  2.  Aufl.  Leipzig  1878),  Bd.  1,  Nr.  5. 

'  Abweichend  von  Weiebstbass  und  seinen  Schülern,  die  o),  =»  a)|  +  o, 
setzen,  aber  in  Übereinstimmung  mit  J.  Tammebt  et  J.  Molk,  ^l^ments  de  la 
theorie  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1893  ff.,  sowie  E.  Study,  Leipz.  Abb. 
20,  1898. 
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Ziehen  wir  durch  die  sämtlichen  Punkte  2  h^  (o^  für  alle  posi- 
tiven   und   negativen    ganzzahligen   Werte    von   h^   Parallelen    zur 
zweiten   Seite    dieses   Parallelogramms,   ebenso   durch    alle   Punkte 
2^36)3  Parallelen   zur   ersten  Seite,   so  wird  schließlich  die  ganze 
Ebene  einfach  und  lückenlos  mit  einem  Netz  von  Parallelogrammen 
überdeckt,  die  wir  alle  auch  als  Periodenparallelogramme  bezeichnen. 
Die  Knotenpunkte  dieses  Netzes  oder  Gitters  sind  die  Periodenpunkte, 
:  d.  h.  diejenigen  Punkte,  die  die  Größen  §  11,  (6)  geometrisch  darstellen. 

u  I.    Zwei   Punkte    verschiedener   Periodenparallelogramme,    die    zu- 

sammenfallen, wenn  man  das  eine  mit  dem  andern  durch  Parallel" 
rierschiebunff  zur  Deckung  bringt,  heißen  „äquivalenf^  oder  (mit  Über- 
tragimg  einer  in  der  Zahlentheorie  üblichen  Bezeichnungsweise)  „kon- 
jruent  modulis  Perioden^^, 

Die  Differenz  der  zu  zwei  solchen  Punkten  gehörenden  com- 
plexen  Zahlen  ist  nämlich  eine  Periode  (nach  I,  §  5).  Man  schreibt 
dann  auch  wohl  wie  in  der  Zahlentheorie: 

2)  Wg  =  Mj    (modd.  2  «^ ,  2  «3) 

statt  ?/j  =  tij  +  2  Aj  o>j  +  2  Äg  cög. 

Elementargeometrische  Überlegungen  ergeben  die  Sätze: 

IL  Zu  jedem  Punkte  der  Ebene  findet  sich  im  fundamentalen 
feriodenparallelogramm  ein  äquivalenter. 

Hl.  Zwei  verschiedene  Punkte  des  fundamentalen  Periodenparallelo' 
gramms  sind  niemals  zu  einander  äquivalent 

Diese  Sätze  gelten  ausnahmslos,  wenn  eine  geeignete  Festsetzung 
darüber  getroffen  wird,  inwieweit  zu  dem  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm auch  die  Punkte  seiner  Begrenzung  mitgerechnet 
werden  sollen;  etwa  die  folgende: 

IV.  Fan  dem  Rande  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms 
nd  nur  die  beiden  in  0  zusammenstoßenden  Sexten,  ausschließlich  der 
Eckpunkte  2g)^  und  20)^,  mitzurechnen. 

In  diesem  Sinne  sind  die  Worte:  „im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm^  im  folgenden  stets  zu  verstehen. 

Analytisch  formulieren  sich  die  letzten  Überlegungen  folgender- 
DiaBen:  Werden  die  Perioden  in  ihren  reellen  und  imaginären  Be- 
ttandteil gespalten: 

fj  2cöi  =  ttj  +  61 1,      2  «3  =  «3  +  A3 1, 

10  ist  nach  Voraussetzung  (§  11,  V)    a^:b^  ^  a^ib^,    also: 

4)  i)- «1*3 -03^,4=0. 

3* 
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Man  kann  demnach  die  beiden  Einheiten  1  und  i  folgender- 
maßen  linear  mit  reellen  Koeffizienten  durch  ica^  und  2(o^  aus- 
drücken: 

V.  Infolgedessen  kann  jede  complexe  Große  u  auf  eine,  und  nur 
auf  eine  Weise  in  der  Form: 

6)  w  =  2äö>j  +  2fß>3 

dargestellt  werden^  in  der  s  und  t  reelle  Zahlen  bedeuten  sollen. 

Den  Punkten  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  ge- 
hören dabei  diejenigen  complexen  Werte  u  zu,  bei  deren  DarstelluBg 
in  dieser  Form  s  und  /  positive  echte  Brüche  werden;  und  die  oben 
gegebene  Festsetzung,  die  Eandpunkte  betreffend,  kommt  darauf 
hinaus,  daß  hier  die  Null,  aber  nicht  die  Elins  mit  zu  den  positiTen 
echten  Brüchen  gerechnet  werden  soll. 

Ist  irgend  ein  Punkt  in  der  Form  (6)  dargestellt  und  werden 
dann: 

7)  s  =  \  +  s^,       t^h^  +  t^ 

in  die  ganzen  Zahlen  A^,  A3  und  die  echten  Brüche  s^^  t^  gespalten, 
so  ist: 

8)  Mo  =  2  Ä^,  «j  +  2 1^  «3 

der   zu  u   äquivalente  Punkt  des  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramms. 

§  13.   Nichtexistenz  ganzer  doppeltperiodischer  Funktionen; 

elliptisclie  Funictionen. 

Da  wir  (I,  §  41)  ganze  einfach  periodische  Funktionen  kennen  ■] 
gelernt  haben,  liegt  es  nahe,  auch  die  Theorie  der  doppeltperio-  i 
dischen  Funktionen  mit  der  Frage  nach  ganzen  solchen  Funktionen.  | 
zu  beginnen.  Aber  die  Antwort  auf  diese  Frage  lautet:  es  giebt  g 
deren  keine.  Denn  wenn  eine  Funktion  im  ganzen  fundamentalen  J| 
Periodenparallelogramm  und  auf  seinem  Rande  regulär  ist,  bleibt  | 
ihr  absoluter  Betrag  dort  überall  unter  einer  angebbaren  Grenze  Jt  ^ 
Ist  die  Funktion  außerdem  doppeltperiodisch,  so  bleibt  ihr  absoluter 
Betrag  (wegen  §  12,  11)  auch  in  jedem  andern  Periodenparallelo- 
gramm unterhalb  M^  folglich  auch  innerhalb  eines  Kreises  von  be- 
liebig großem  Radius  R.  Daraus  folgt  aber  (vgL  den  Beweis  des  i 
Satzes  lY  in  I,  §  44),  daß  die  Koeffizienten  ihrer  MACLAUBiNSchea 
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Reihenentwicklung  dem  absoluten  Betrage  nach  bezw.  kleiner  sind 
als  MR'^\  Da  hier  R  beliebig  groß  genommen  werden  kann,  M 
aber  von  R  unabhängig  ist,  so  folgt,  daß  alle  diese  Koeffizienten, 
bis  auf  den  ersten,  gleich  0  sind.  Mit  andern  Worten,  es  gilt  der 
y^ste  LioüviLLBSche  Satz^': 

I.  üine  cloppeltperiodische  Funktion,  die  zugleich  eine  ganze 
transscendente  Funktion  istj  ist  notwendig  eine  Konstante. 

Wir  wenden  uns  deswegen  zum  nächst  einfachen  Fall,  indem 
wir  definieren: 

n.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  verstehen  wir  eine  doppelt- 
periodische  Funktion,  die  in  der  ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist^ 

Eüne  solche  Funktion  hat  dann  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm nur  eine  endliche  Anzahl  Pole  (I,  §  43,  IV;  §  68). 
Wir  definieren  weiter: 

rU.  Unter  der  Ordnungszahl  einer  doppeltperiodischen  Funktion 
erstehen  wir  die  Anzahl  der  Pole,  die  sie  im  fundamentalen  Perioden- 
Parallelogramm  hat;  ein  m-f acher  Pol  ist  dabei  für  m  einfache  zu 
zahlen. 

Dann  können  wir  Satz  I  auch  so  aussprechen; 

IV.  Eine  elliptische  Funktion  nullter  Ordnung  ist  eine  Konstante, 
Wie  aus  der  Definition  hervorgeht,  ergeben  Summe,  Differenz, 

Produkt,  Quotient  zweier  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
paraUelogramms  stets  wieder  eine  solche  Funktion.  Man  kann  diese 
Eigenschaft  mit  einem  in  der  Zahlentheorie  gebräuchlichen  Terminus 
80  ausdrücken: 

V.  Die  elliptischen  Funktionen  eines  und  desselben  Periodenparallelo- 
gramms bilden  einen  Funktionenkörper. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Differenz  zweier  solchen  Funktionen 
und  aus  Satz  I  folgt  noch: 

VI.  Wenfi  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben  Perioden  die- 
Mdben  Pole  haben  und  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  riegativen 
totenzen  in  den  Entwicklungen  beider  Funktionen  übereinstimmen,  unter- 
wdieiden  sich  beide  Funktionen  nur  um  eine  additive  Konstante, 


§  14.    Der  Satz  von  der  Summe  der  Residuen. 

Die   allgemeinen   CAUCHYSchen  Sätze   (I,  §  45;  46)   geben    für 
üe  elliptischen  Funktionen  spezielle  Formulierungen,  wenn  man  sie 

^  Später  wird  auch  von  „elliptischen  Funktionen  zweiter  und  dritter  Art^^ 
ie  Bede  sein;  diese  fallen  nicht  unter  die  hier  gegebene  Definition. 
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auf  ein  Periodenparallelogramm  anwendet  und  die  aufikretendeo 
Integrale  mit  Hilfe  der  Periodicitätseigenschaften  auswertet  Dabei 
tritt  eine  Schwierigkeit  auf,  wenn  Pole  der  zu  integrierenden 
Funktion  auf  dem  Rande  des  Periodenparallelogramms  liegen;  denn 

dann  werden  die  Integrale  unbestimmt  Wir 
^"t     können  das  aber  immer  vermeiden,  indem  wir 

um  ein  Parallelogramm  mit  den  EIcken: 

—^  1)      a,    a  +  2(öj,    a  — 2«2,    a  +  2ö}g 

Fig.  24.  herumintegrieren  und  dabei  den  Punkt  a  so 

wählen,  daß  auf  dem  Rande  dieses  Parallelo- 
gramms kein  Pol  der  Funktion  liegt.  Das  ist  stets  möglich,  da 
nach  der  Voraussetzung  §  13,  II  in  jedem  endlichen  Bereiche  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Polen  der  Funktion  liegt 

I.  Auch  ein  solches  Parallelogramm  hat  die  Eigenschaft^  daß  sich   ' 
zu  jedem    Punkte    der   Ebene  ein,    und   nur    ein    äquivalenter   in  ihm 
vorfindet, 

vorausgesetzt,  daß  man  über  die  Randpunkte  eine  analoge  Fesir  } 
Setzung  trifft,  wie  §  12,  IV. 

Wir  können  dann  jedes  um  den  Rand  des  Parallelogramms  zu  ] 
erstreckende  Integral  in  vier  Teilintegrale  zerlegen,  die  über  je  wnB  ] 
seiner  vier  Seiten  zu  erstrecken  sind.  Dabei  wird  es  für  das  Vor*  \ 
zeichen  nicht  gleichgültig  sein,  in  welcher  Aufeinanderfolge  die  vieaf  j 
Ecken  bei  einem  positiven  Umlauf  (I,  §  29,  IV)  um  das  Innere  de*  ' 
Parallelogramms  getrofifen  werden.  In  dieser  Hinsicht  treffen  lAt  ■_ 
folgende  Festsetzung,  die  durch  das  ganze  Heft  hindurch  aufrecht  er* 
halten  werden  wird: 

n.   Die  Endpunkte  (1)  sollen  in  der  angegebenen  Beihenfolge  ge^  ' 
troffen  werden^  wenn  man  den  Band  des  Parallelogramms  in  positive0^ 
Sinne  umläuft. 

Diese  Festsetzung  ist  mit  jeder  der  beiden  folgenden   gleich*' 
bedeutend: 

III.  Die  Strecke  0  .  .  .  oo^   soll  links  von  0  .  .  .  cj^  liegen  (ebensCK 
wie  0  ...  2  links  von  0  ...  1  liegt,  I,  §  4); 

oder 

IV.  Der  Quotient 

2)  «3/«i  =  r  ^ 

soll  einen  positiven  imaginären  Bestandteil  haben. 

Wir  können  diese  Festsetzung  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
treffen,  da  wir  ja  andernfalls  die  Bezeichnungen  «^  und  cö,  ver*' 
tauschen  können. 
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Das  um  den  Rand  des  Parallelogramms  in  positivem  Sinne  zu 
erstreckende  Integral  ff{u)  du  zerfällt  dann  in  die  vier  Teilintegrale 

3)  jf{»)dn  +ff{u)du  +Jf{u)du  +Jf{u)dn, 

a  a-f-2ci>i  a  —  2tot  a  +  2m^ 

deren  jedes  auf  geradem  Wege  zu  nehmen  ist.  Das  dritte  dieser 
Integrale  geht  durch  die  Einführung  der  neuen  Integrationsvariabein 
F  =  M  —  2  ß>3  über  in : 

a 

Jf{v  +  2(o^)dv, 

l   ebenfalls    auf  geradem  Wege  zu  nehmen;    und   das  ist  wegen  der 
vorausgesetzten  Periodicität  der  Funktion  f: 

a 

=  ff(v)dv, 

a  +  2<Oi 

also  entgegengesetzt  gleich  dem  ersten  der  vier  Integrale  (3).  Ebenso 
wird  gezeigt)  daß  das  zweite  entgegengesetzt  gleich  dem  vierten  ist 
Die  Summe  aller  vier  Integrale,  mit  andern  Worten,  das  ff{u)du, 
genommen  um  den  ganzen  Rand  des  Parallelogramms,  ist  also  Null; 
und  hieraus  und  aus  dem  Satze  I,  §  45,  III  ergiebt  sich  der  ztveite 
liouriLLESche  Satz: 

V.  Die  Summe  der  Besiduen  einer  elliptischen  Funktion  in  den 
nmtUchen  Polen,  die  im  Innern  eines  Parallelogramms  mit  den  Ecken 
(1)  Uegejij  ist  stets  gleich  Null. 

Der  Satz  überträgt  sich  von  dem  genannten  Parallelogramm 
sofort  auf  das  fundamentale  Periodenparallelogramm  ^  wenn  man  für 
die  etwa  auf  seinem  Rande  gelegenen  Pole  die  §  12,  IV  getroifene 
Festsetzung  beachtet 

Ein  wichtiges  Eorollar  des  Satzes  II  ist: 

VI.  Es  giebt  keine  elliptische  Funktion  erster  Ordnung. 

Denn  eine  solche  müßte  in  ihrem  einzigen  Pole,  der  ein  ein- 
facher sein  müßte^  das  Residuum  0  haben;  dann  wäre  es  aber  eben 
kein  Pol. 

§  15.    Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole. 

Ist  f{u)  eine  elliptische  Funktion,  so  überzeugt  man  sich  durch 
Differentiation  der  definierenden  Relationen  (§  11,  1,  2),  daß  auch 
f'{u)/f{u)  eine  solche  ist     Die  Residuen  dieser  letzteren  Funktion 
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sind  aber  gleich  den  Ordnungszahlen  von  f{u)  (I,  §  20,  IV;  §  46, 
II,  m).  Wenden  wir  also  den  Satz  V  des  §  14  auf  die  Funktion 
f'{ti)lf{u)  an,  so  erhalten  wir  flir  die  Funktion  f{u)  das  Besultat, 
daß  die  Summe  ihrer  Ordnungszahlen  im  Periodenparallelogramm 
gleich  Null  ist;  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  den  dritten 
LioüviLLESchen  Satz: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  hat  im  Periodenparallelogramm  ebensO' 
viel  Nullpunkte  als  Pole 

oder: 

I  a.  Jede  elliptische  Funktion  n^^  Ordnung  hat  im  Periodenparallehh 
grantm  gerade  n  Nullpunkte. 

Wenden  wir  diesen  Satz,  statt  auf  die  Funktion  /"(u)  auf  die 
Funktion  f[u)  —  c  an,  so  sehen  wir: 

IL  Jede  elliptische  Funktion  w'**"  Ordnung  nimmt  im  Perioden-- 
Parallelogramm  jeden  vorgeschriebenen   Wert  c  gerade  n~mal  an. 

Der  Ausdruck:  eine  Funktion  nimmt  in  einem  Punkte  a  den 
Wert  c  gerade  A-mal  an,  ist  dabei  ebenso  zu  verstehen,  wie  in 
I,  §  46,  VI. 

§  16.    Die  Relation  zwischen  den  Lagen  der  Nulipunicte 

und  der  Pole. 

Zum  Schluß  dieser  allgemeinen  Erörterungen  wollen  wir  noch 
den  Satz  I,  §  46,  XI  auf  eine  elliptische  Funktion  f{u)  anwenden. 
Zerlegen  wir  das  um  den  Rand  eines  Parallelogramms  zu  erstreckende 
Integral 


/ 


um  du 


wie  in  §  14  in  vier  Teile  und  nehmen  die  entsprechende  Umformung 
vor,  so  erhalten  wir  für  den  dritten  Bestandteil: 

a  —  2<ot  a  +  2oj, 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 

a  +  2(0| 

1)  =2  0)3/^  dv  =  2  «3  {log  f{a  +  2a,)-  \ogf{a)]. 

a 

Nun  ist  zwar  f{a  +  2rOy)  =  f\a)\  aber  daraus  darf  man  nicht 
schließen,  daß  hier  auch  log/'(a  +  2ß)j)  —  log/'(a)  gesetzt  werden 
dürfe.     Denn  wenn  für  log  f{a)  ein  bestimmter  Wert  der  unendlich 
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Tieldeutigen  Funktion  Logarithmus  gewählt  ist,  kann  der  Wert  von 
log f{a  + 2  0))  nicht  mehr  willkürlich  gewählt  werden,  sondern  es 
ist  derjenige  Wert  zu  nehmen,  der  aus  dem  ersteren  durch  stetige 
Fortsetzung  längs  des  vorgeschriebenen  geradlinigen  Integrations- 
weges entsteht;  und  dieser  ist  mit  dem  ersten  nicht  identisch,  wenn 
das  Bild  dieses  Weges  in  der  Ebene  der  complexen  Größe  z  =  f{u) 
den  Nullpunkt  dieser  Ebene  umwindet  (I,  §  54,  XI ;  §  56, 11).  Doch 
stört  uns  diese  Unbestimmtheit  hier  nicht;  denn  jedenfalls  ist  die 
Differenz  der  beiden  Werte  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2ni. 
Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Integrals  beträgt  also*. 

2(o^,2h^n  z , 

ebenso  die  des  zweiten  und  vierten: 

2(o^.2k^7t  t ; 

h^  und  Äg  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  über  die  nichts  weiter  aus- 
gesagt werden  kann,  solange  von  der  Funktion  f\ü)  nichts  weiter 
bekannt  ist  Werden  dann  die  Nullpunkte  von  f{u)  im  Perioden- 
parallelogramm mit  Oj,  Cg  . .  .  a^,  die  Pole  mit  ^i>  *a  • .  •  ^„  bezeichnet, 
so  ergiebt  I,  §  46,  XI  die  Gleichung: 

2)  2«v  -  2*^  =  2A,  0)^  +  2Ä3ß>3, 

V  =  1  V  =   1 

oder  mit  Anwendung  der  §  12  (2)  erklärten  Schreibweise  die  Kon- 
gruenz: 

n  n 

3)  ^a^  =  ^by  (modd.  2«^,  2(o^)j 

v=^l  r  =  1 

also  den  vierten  LiouviLLESchen  Satz: 

Die  Summe  der  Nullpunkte  einer  elliptischen  Funktion  im  Perioden- 
Parallelogramm  ist  kongruent  zur  Summe  ihrer  Pole, 

Wie  aus  der  Ableitung  dieses  Satzes  hervorgeht,  gilt  er  auch 
für  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole;  man  muß  nur  jeden  solchen 
Punkt  so  oft  in  die  betreffende  Summe  aufiiehmen,  als  seine 
Ordnungszahl  angiebt.  —  Übrigens  kann  man  in  (3)  auch  das  Gleich- 
heitszeichen setzen,  wenn  man  einen  der  Nullpunkte  oder  Pole,  die 
dem  ins  Auge  gefaßten  Periodenparallelogramm  angehören,  durch 
einen  zu  ihm  kongruenten  Punkt  ersetzt,  der  ja  auch  Nullpunkt, 
bezw.  Pol  der  betrachteten  elliptischen  Funktion  sein  muß. 
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§  17.    Bildung  der  Funktionen  p  u  und  p'  u. 

Wir  haben  bisher  eine  Reihe  von  Eigenschaften  elliptischer 
Funktionen  abgeleitet,  ohne  noch  gezeigt  zu  haben,  daß  ee  wirklich 
zu  jedem  vorgelegten  Periodenparallelogramm  solche  Funktionen 
giebt.  Wir  müssen  diesen  Beweis  jetzt  dadurch  fähren,  daß  wir 
nach  Weiebstrass  analytische  Ausdrücke  solcher  Funktionen  ex- 
plicite  aufstellen.  Die  Kenntnis  der  bereits  abgeleiteten  Sätze  wird 
uns  dabei  vergebliche  Versuche  ersparen.  Nach  §  13,  I  müssen 
die  zu  bildenden  Funktionen  notwendig  Pole  haben;  also  kommen 
die  Entwicklungen  in  Partialbruchreihen  (I,  §  51)  in  Betracht  Wir 
dürfen  annehmen,  ein  Pol  liege  bei  m  =  0,  da  wir  dies  durch  Ein- 
führung von  M  —  c  an  Stelle  von  u  immer  erreichen  können.  TDann 
müssen  auch  alle  zu  m  =  0  kongruenten  Punkte,  also  alle  die  Punkte: 

1)  tr  =  2  Aj  Wj  +  2Ä3  «3     {k„  //3  =  0,   ±1,   ±  2  . . .) 

Pole  sein;  und  wir  haben  vor  allem  zu  fragen,  ob  sich  ein  Exponent  n 
so  bestimmen  läßt^  daß  die  Beihe: 


2)  2' 


IC 

w 


—  n 


erstreckt  über  alle  Werte  w  mit  Ausnahme  ^  von  w?  =s  0,  konvergiert 
Man  zeigt  folgendermaßen,  daß  das  zwar  noch  nicht  für  n  =  2,  wohl 
aber  für  n  =  3  der  Fall  ist 

Der  Nullpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  aus  vier  Parallelogrammen 
bestehenden  größeren  Parallelogramms;  sämtliche  Punkte  der  Be- 
grenzung dieses  letzteren  haben  von  ihm  einen  Abstand,  der  zwischen 

zwei  leicht  angebbaren  Grenzen  r  und  R 
liegt  (vgl.  Fig.  25).  Auf  dieser  Begren- 
zung liegen  acht  Punkte  ir;  für  jeden 
von  ihnen  ist: 

Flg.  25.  — '       — 

Diesen   Kern   umgiebt  ein    Kranz    von 

Periodenparallelogrammen,  auf  dessen  äußerer  Begrenzung  zweimal 

acht  Punkte  w  liegen;  für  sie  alle  ist: 

2  r  <  1  ?^? !  <  2  J?. 


^  Auf  solche  Ausnahmen  wird  hier  und  im  folgenden,  ebenso  wie  I,  §  52, 
durch  den  Accent  am  Summenzeichen  aufmerksam  gemacht. 
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An  diesen  schließt  sich  ein  zweiter  solcher  Kranz,  mit  dreimal  acht 
Punkten  tr  auf  seiner  äußeren  Begrenzung,  für  die: 

3r  <  |m?|  <  3Ä; 

0.  s.  w.    Da   auf  diese  Weise  sämtliche  Punkte  w  nach  und  nach 
erhalten  werden,  so  kann  man  einerseits  schließen: 

[  I.  Die  Glieder  der  Reihe  (2)  sind  bezw,  nicht  kleiner  als  die  ent- 

sprechenden Glieder  der  Reihe: 

8 


I^ 


,2.8,3.8,  8    f  -    ,       1       ,       1       ,         \ 


ia  diese  Reihe  für  n  ^  2  divergiert  y    divergiert   auch  die  Reihe  (2) 
für  n  =  2. 

Andrerseits  folgt: 

n.  Die  Glieder  der  Reihe  (2)  sind  bezw,  nicht  größer  als  die 
entsprechenden  Glieder  der  Reihe: 

r"         (2r)"        (3rf  r"    1  2""^        3""^  ^  •  •  J  ' 

da  diese  Reihe  für  n  =:  3  konvergiert,   konvergiert  auch  die  Reihe  (3) 
für  n  =  3. 

Infolgedessen  können  wir  eine  eindeutige  analytische  Funktion 
von  tt,  die  die  Punkte  w  zu  dreifachen  Polen  hat,  delinieren  durch 
die  Gleichung: 

Wollen  wir  aber  eine  Funktion  bilden,  die  die  Punkte  w  nur 
zu  zweifachen  Polen  hat,  so  können  wir  nicht  einfach  die  Reihe 
2(tt  —  tr)~2  ansetzen,  da  diese  nicht  konvergieren  würde ;  wir  müssen 
▼iehnehr  nach  Anleitimg  von  I,  §  51,  Gleichung  (13)  aus  der  Glei- 
chung (2)  die  folgende  ableiten: 

^)  /^ ^  =  "T  +  S'  I -? ^i t\' 

Durch  diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  zwei  Funktionen  de- 
finiert, die  in  der  Beziehung: 

K\  dpu  , 

zn  einander  stehen;  wir  müssen  noch  zeigen,  daß  diese  Funktionen 
wirklich  doppeltperiodisch  sind.  Von  der  Funktion  p  u  ergiebt  sich 
das  direkt  aus  ihrer  analytischen  Darstellung  (3)  selbst    Denn  wenn 
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man  u  um  irgend  eine  Periode  vermehrt,  werden  die  Glieder  der 
Reihe  (3)  nur  imtereinander  vertauscht;  dadurch  wird  aber  der  Wert 
der  Eeihe  nicht  geändert,  da  sie  ja  unbedingt  konvergiert  Auf  die 
Eeihe  (4)  können  wir  diesen  Schluß  nicht  anwenden,  da  in  ihr  die 
durch  die  Klammer  verbundenen  Glieder  nicht  auseinandergerissen 
werden  dürfen.    Wir  können  aber  aus  der  Gleichung: 

6)  /(m  +  2  ß>,)  =/.'(!£), 

durch  Integration  ableiten: 

7)  p{u  +  2(o^)  =  pu  +  C 

und  folgendermaßen  zeigen,  daß  die  Integrationskonstante  C  gleich 
Null  sein  muß:  Wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Eeihe  (4)  herror- 
geht,  ist  die  Funktion  pu  eine  gerade  Funktion  ihres  Arguments;^ 
denn  zu  jeder  Größe  w  findet  sich  unter  ihnen  auch  die  entgegen- 
gesetzte, und  die  zu  zwei  entgegengesetzten  Werten  von  w  ge- 
hörenden Glieder  der  Summe  vertauschen  sich  einfach,  wenn  man 
u  durch  —  u  ersetzt    Es  ist  also  auch 

8)  ;>K)  =  ;^(-»i); 

und  zwar  ist  p  co^  jedenfalls  ein  endlicher  bestimmter  Wert  Denn 
pu  ist  nach  seiner  Definition  und  dem  Satze  I,  §  51,  UI  überall 
regulär,  außer  in  den  Periodenpunkten.  (Zu  diesen  gehört  to^  sicher 
nicht;  denn  wäre  (o^^2h^o}^  +  2h^(o^j  so  wäre  das  Verhältnis 
(0^1(0^  reell  und  rational,  gegen  die  Voraussetzung.)  Setzen  wir 
aber  in  Gleichung  (7)  ii  =  —  Wj,  so  folgt: 

Das  kann  mit  (8)  nur  zusammen  bestehen,  wenn  C  =  0  ist  —  Für 
2(0^  gilt  derselbe  Schluß;  also  können  wir  zusammenfassend  sagen: 

m.  Durch  die  Reihen  (3)  und  {4)  sind  in  der  That  zu  jedem 
nicht  reellen  Werte  des  Periodenverhältnisses  zwei  elliptische  Funktionen 
—  eine  dritter j  die  andere  zweiter  Ordnung  —  dargestellt 

Man  erhält  noch  eine  bemerkenswerte  Gleichimg,  wenn  man  die 
Gleichung  (3),  statt  zwischen  den  Grenzen  0  und  m,  zwischen  den 
Grenzen  u  und  u  +  v  integriert,  nämlich: 

9)  ;>(«  +  v)-pu  =  2{---^-l-_^  -  ^-^Y 

'  Auch  aus  §  16,  3  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung. 


f 


§  18,    Die  Differentialgleichung  der  Funktion  p  u.  45 

Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht,  genügen  die  Funktionen 
puj  pu  für  jeden  Wert  von  m  den  G-Ieichnngen: 

10)  p  {mu  \m(Oy^,  wicüg)  =  »ii~^/?(tt  I  (Oj,  cj^). 

11)  p'{mu\ma}j^,  m(o^)  =  m"^p'{u\a}^,  w^). 

Man  pflegt  das  so  auszudrücken: 

IV.  p  u  und  p'  u  sind  homogene  Funktionen  der  drei  Variabein  u, 
6)j,  (O3  vom  Grade  —  2,  bezw.   —  3. 

§  18.    Die  DilTerentialgieichung  der  Funktion  pu. 

Zwischen  den  Funktionen  p  u  und  p'  u  besteht  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten,  die  wir  folgender- 
mafien  ableiten: 

Zunächst  stellen  wir  die  (für  eine  gewisse  Umgebung  des  Null- 
punkts geltende)  Entwicklung  von  p  u  nach  Potenzen  von  u  auf.  Nach 
I,  §  50,  m  dürfen  wir  dazu  die  einzelnen  Glieder  der  zur  Definition 
TOD  p  u  dienenden  Reihe  nach  Potenzen  von  u  entwickeln  und  dann 
die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  u  zusammenfassen.  So  er- 
halten wir  zunächst: 

In  dieser  Ent¥dcklung  sind  jedoch  die  Koeffizienten  ungerader 
Potenzen  von  u  sämtlich  =0,  da  zu  jedem  w  auch  das  entgegen- 
gesetzte vorhanden  ist^     Wir  können  also  schreiben: 

2)  p«  =  M-2  + V  c^2^2« 

and  erhalten  dann: 

3)  /m-  -  2?^-8-|-2(2«-2)c„m2«-3. 

Für  bestimmte  Vielfache  der  beiden  ersten  Koeffizienten  c  hat 
nan  besondere  Zeichen  eingeführt;  man  setzt  nämlich: 


-2 


w 


-4 


[)  ^3  =  20c,=    60  S' 

.)  ^3  =  28c3=140  2't/'-'. 

Diese  Größen  g^  und  g^  sind  also  homogene  Funktionen  von 
>j  und  «3,  g^  vom  Grade  —  4,  ^3  vom  Grade  —  6. 

^  Man  beachte  auch,  daß  kein  von  u  freies  Glied  auftritt;  es  ist  das  durch 
Le  Verf&gong  über  die  Integrationskoo staute  beim  Übergang  von  p' u  zu  pu 
erwirkt. 
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Unter  Benutzung  der  Reihenentwicklungen  (2)  und  (3)  können 
wir  nunmehr  eine  rationale  ganze  Funktion  von  p  u  und  p'  u  bilden^ 
die  in  t£  =  0  keinen  Pol  mehr  hat  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung 
mit  {u^)  das  Produkt  aus  t£"  in  irgend  eine  in  der  Umgebung  Ton 
tt  =  0  reguläre  Funktion  (nicht  notwendig  jedesmal  dieselbe),  so 
haben  wir  der  Reihe  nach: 

^P'n^^ll  +  '^u^  +  'gu^  +  iu^)] 

i^p'uf  -  ^p^u+g^pu  =  -i^3  +  M- 

Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  sonach  eine  elliptische 
Funktion,  die  auch  in  2/  =  0  und  den  dazu  kongruenten  Punkten, 
also  überall  regulär  ist;  folglich  ist  sie  nach  §  13,  IV  eine  Eon- 
stante. Deren  Wert  ergiebt  sich  aus  eben  dieser  Gleichung,  indem 
man  in  ihr  tz  =  0  setzt,  als  —  g^    Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

I.  Ztüiscken  p  u  und  p'  u  besteht  identisch  die  algebraische  Gleichung 
mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten: 

6)  {p'ny  =  ^P^^-^iP^-ffs- 
Setzen  wir 

7)  pu  =  z, 

so  können  wir  die  Gleichung  (6)  auch  schreiben: 

wenn  wir  dann  nach  du  auflösen,  integrieren  und  berücksichtigen, 
daß  tt  =  0  und  z  =  oo  zusammengehörige  Werte  sind,  so  erhalten  wir: 

9)  u  =  f ,'^_* . 

OD 

als  Umkehrung  der  Gleichung  (7).    Wir  können  also  sagen: 

n.  Durch  die  Funktion  pu  wird  das  im  L  Abschnitt  gestellte 
Problem  der  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  L  Gattung  in  dem 
Falle  gelöst^  daß  die  Funktion  unter  dem  Wurzelzeichen  die  in  (9)  auf' 
tretende  spezielle  Gestalt  hat. 
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Zu  beachten  ist  aber  dabei,  daß  ff^  und  ff^  hier  nicht  unab- 
hängige Parameter  bedeuten,  die  man  nach  Belieben  wählen  kann, 
sondern  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  als  Funktionen  der 
Perioden  definiert  sind.  Ob  man  die  Perioden  stets  so  wählen  kann, 
daß  ^,  und  g^  beliebig  vorgegebene  Werte  erhalten,  ist  eine  Frage, 
die  auch  hier  noch  durchaus  offen  bleibt  und  die  erst  durch  die 
Entwicklungen  des  VI.  Abschnitts  in  bejahendem  Sinne  entschieden 
werden  wird. 

Nach  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  (I,  §  44,  VII)  kann 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (8)  in  drei  lineare  Faktoren  zerlegt 
werden;  wir  setzen  sie: 

10)  ^  4{z -^  e,){z  -  e,){z  -  e,). 

Wird  pu  einer  dieser  Zahlen  ««(0^=1?  2,  3)  gleich,  so  wird 
p'  u  =  0.    Andrerseits  folgt  aus  den  Gleichungen: 

und: 

p'(u  +  2(ü)  =  p  u, 

daß  p'u  entweder  Null  oder  unendlich  werden  muß,  wenn  u  gleich 
einer  halben  Periode  wird.  Es  wird  aber  nur  in  den  zu  0  kongruenten 
Punkten  unendlich;  also  muß  es  in  ca^,  w^,  o)^  Null  werden,  und  da 
es  eine  elliptische  Funktion  3.  Ordnung  ist,  kann  es  nach  §  15,  I 
auch  nirgends  sonst  als  in  diesen  Punkten  und  den  zu  ihnen  kon- 
gruenten Null  werden,  und  in  keinem  von  ihnen  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung.  Also  muß  pw  in  jedem  der  Punkte  cuj,  cj^,  co^ 
einen  der  Werte  e^,  e^,  e^  annehmen;  und  zwar  nimmt  es  in  jedem 
dieser  Punkte  den  betreffenden  Wert  gerade  zweifach  an  (I,  §  46,  VT). 
Aber  pu  nimmt  jeden  Wert  im  Periodenparallelogramm  gerade 
zweimal  an  (§  15, 1);  also  muß  es  in  jedem  der  drei  Punkte  «j,  «j, 
Wg  einen  andern  der  drei  Werte  e^y  e^,  e^  annehmen,  und  diese 
drei  Werte  müssen  voneinander  verschieden  sein.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

in.  Die  drei  Faktoren  des  Ausdrucks  (10)  sind  stets  voneinander 
verschieden. 

(In  der  That  würde  auch  sonst  die  Umkehrung  des  Integrals  (9) 
nur  auf  einfach  periodische  Funktionen  führen.) 

Wir  denken  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daß 
11)  po)^=e^,    p(ü^=^  e^,    p (0^  =  ^3 

wird. 
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Nach  den  Sätzen  über  den  Zusammenhang  der  symmetrischeM:^ 
Funktionen  der  Wurzeln  mit  dem  Koeffizienten  einer  algebraische^:: 
Gleichung  bestehen  die  Relationen: 

12)  e,+e^  +  e,  =  0, 

13)  ^1^2  +  ^2  ^3  +  ^3^1   =    -i(^l'*+^2'  +  ^3*)=    -\ff2 

14)  ^1^2^3=i^3- 

Die  ea  sind  homogene  Funktionen  von  coj,  (O3,  vom  Orade  —  T. 

Durch  wiederholte  Differentiation  nach  u  erhält  man  aus  d^r 
Gleichung  (6)  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

15)  p"u  =  6/?2„  — 1^2, 

16)  p"  71  =  12  pup'u, 

17)  p""u  =  120;?8ti-  18^3/?w-  12  ^^3 

u.  s.  w.    Man  beweist  allgemein  durch  den  Schluß  von  n  auf  n  +  1: 

IV.  Die  (2n)**  Ableitung  von  pu  ist  gleich  einer  rcttionalen  ganzen 
Funktion  (n  +  /)'*"  Grades  von  pu,  die  (2n  +  /)'*  gleich  dem  Produkt 
von  pu  in  eine  rationale  ganze  Funktion  n'*"  Grades  von  pu.  Die 
Koeffizienten  dieser  Finktionen  sind  ganze  ganzzahlige  Funktionen  von 

Die  Gleichung  (16)  insbesondere  kann  zur  Ableitung  einer  ein- 
fachen Rekursionsformel  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2) 
dienen.  Entwickeln  wir  nämlich  ihre  beiden  Seiten  nach  Potenzen 
von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  von  m^a-ö^  gQ  erhalten  wir 
für  A>  3: 

(2A  -  2)(2A  -  3)(2A  -  4)c,=  24{(A  -  l)c,  +  (A  -  3)c,c,«2 

+  (A  -  4)  C3  Q_3  +  .  .  .  +  2ca-3Ca  +  Ca_2  c,  —  Cx\ 
=  24(;i-  2)c;i   +    12(A-2){tf2^A-2  +  C3C;i_3+   •    •    •   +  0^-2  C,  }, 

also: 

''  =  (rr3)72lTr) I '2 ''-'  +  '^''-'  +  . . .  +  c,.2C3). 

V.  Es  sind  also  alle  Koeffizienten  der  Enticicklun^  (2)  rationale 
ganze  Funktionen  der  beiden  ersten. 

Es  ist  das  insofern  ein  sehr  merkwürdiger  Satz,  als  es  nicht 
leicht  ist,  ihn  direkt  aus  der  Definition  dieser  Koeffizienten  durch 
die  Summen  ^'w^^,  ohne  Zuhilfenahme  der  Funktion  pu,  zu 
beweisen. 
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§  19.    Die  Funktion  ^u. 

Ebenso  wie  wir  aus  Gleichung  (3)  von  §  17  Gleichung  (4)  des- 
selben abgeleitet  ^haben,  erhalten  wir  aus  dieser  durch  abermalige 
Integration  eine  neue  Funktion: 

1)  i:«  =  -+^|^-  +  -  +  -.l. 

die  in  den  Gitterpunkten  w  nur  noch  je  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  wird.  Diese  Funktion  kann  somit  angesehen  werden 
als  definiert  durch  die  Gleichungen: 

2)  pu  = ^r~*     f  tt  =  —  jpuduj 

wenn  die  Integrationskonstante  so  bestimmt  wird,  daß  in  der  Ent- 
wicklung Yon  ^u  nach  Potenzen  von  u  kein  von  u  freies  Glied  yor- 
kommt  Die  Anfangsglieder  ihrer  Reihenentwicklung  nach  Potenzen 
Ton  u  sind: 


u         ßO^^  140 


ffs^    - 


Doppeltperiodisch  kann  diese  Funktion  ^u  nicht  sein,  da  sie 
im  Periodenparallelogramm  nur  einmal  unendUch  groß  wird  In 
der  That  kann  man  zwar  ganz  ebenso,  wie  aus  der  Gleichung  (6) 
Ton  §  17  die  Gleichung  (7)  desselben  abgeleitet  wurde,  jetzt  aus 
der  letzteren  wieder  ableiten: 

4)  f(«  +  2wi)  =  ^i/  +  Con8t; 

aber  man  kann  jetzt  nicht  wie  damals  schließen,  daß  die  Konstante 
gleich  Null  sein  muß.  Denn  Ci/  ist  eine  ungerade  Funktion  von 
^ :  setzt  man  also  in  der  Gleichung  (4)  u  =  —  o)^  und  benutzt  die 
^Bezeichnung: 

^o  erhält  man  Const  =  2i;p  also: 

^)  r(M  +  2o>j  =  rM  +  2jjj. 

lilbenso  findet  man: 
xrenn  ly»  durch  die  C 
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Durch    wiederholte    Benutzung    der    Gleichungen   (7)   un 
findet  man: 

9)  f(tt  +  2h^(o^  +  2A3«3)  =  ftt  +  2h^fi^  +  2A3173; 
insbesondere  für  A^  =  A3  =  —  1 : 

10)  ^(w  +  2«2)  =  f"  +  2^2, 
wenn  rj^  durch  die  zu  §  12  (1)  analoge  Gleichung: 

11)  Vi   +172  +  '?3  =  0 

definiert  wird.     Substituiert  man  w  =  —  «,  in  (10),  so  folgt  1 

12)  ?(Ü2  =  %' 

Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  eingeführten  Gi 
i}^,  f]^  sind  Funktionen  von  «j,  w^\  es  geht  aus  unseren  bishe 
Entwicklungen  zunächst  nur  soviel  über  sie  hervor^  daß  sie 
beide  für  ein  und  dasselbe  Wertepaar  co^,  0J3  verschwinden  kö 
da  sonst  die  dazu  gehörige  Funktion  ^u  doppeltperiodisch  wäre, 
erhalten  aber  eine  wichtige  zwischen  ihnen  bestehende  Rel 
wenn  wir  den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (I,  §  45,  Hl 
die  Funktion  ^u  und  das  Periodenparallelogramm  anwenden, 
nämlich  ^u  in  diesem  nur  einen  Pol  und  in  ihm  das  Residuum 
hat  (wie  die  Darstellung  (1)  zeigt),  so  folgt: 

13)  2ni=  l^udu+  luudu+  l^udu+  l^udu. 

a  a  +  2<Oi  a  ^2(0%  a  +  2o>] 

Nun  ist  (vgl.  die  Ableitung  des  Satzes  §  14,  V): 

a  +  2  o>s  a  a 

j^udu  =jC(w  +  2(0^)  du  =  Jlfw  +  2fj^)du 

a  —  2a)y  a  +  2o>i  a  +  2(Oi 

(nach  Gleichung  (7));   also  die  Summe  des  ersten  und  dritten 
grals  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13): 

o  +  2a>j 


=  —  J2ii^du  =  —  4(ö^?;3. 


Ebenso  ist  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Integrals  =  +  4 
man  erhält  also  den  Satz: 
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1.  Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  definiei-ten  Funktionen 
T/i?  %  f^^  ^1»  f^3  ^^n^  nicht  voneinander  unabhänffiff,  sondern  es  be^ 
steht  zunschen  ihnen  die  „ZsGEifDRESche^  Belation^^: 


m 


Das  Vorzeichen  von  i  in  dieser  Relation  ist  wesentlich  durch 
die  in  §  14,  U  getroffene  Festsetzung  betr.  die  Lage  von  ca^  zu  09^ 
bedingt;  würde  man  diese  Festsetzung  abändern,  so  würde  man  auch 
in  der  L£G£NDitBschen  Relation  das  Vorzeichen  ändern  müssen. 

Führt  man  die  Größen  (o^,  t]^  in  die  LEGENDBESche  Relation 
ein,  so  erhält  man  verschiedene  gleichbedeutende  Formeln,  die  man 
in  die  eine  Aussage  zusammenfassen  kann: 

n.  £s  ist: 

m  9 

15)  rja  (Oy  —  7]y(Oa  =  ^    odcr     =  -  -^ , 


Bt- 


je  nachdem  (a,  ß,  y)  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  3)  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  Funktion  ^  erhalten  wir  durch 
Integration  der  Gleichung  (9)  von  §  17  in  Bezug  auf  u  zwischen 
den  Grenzen  0  und  u,  nämlich: 

16)     r(M  +  r)  -  Ct?  +  upv=^  ^{-^ —  +  7—^  }  • 

'       -^  '        ^  ^  ^  \  u  +  v  —  W        V  —  w        {V  —  wy  ] 

Was  die  Homogeneltät  (§  17,  IV)  der  in  diesem  Paragraphen 
eingeführten  Größen  angeht,  so  ist  f  i/.  eine  homogene  Funktion  des 
Grades  —  1  von  m,  w^,  (ü^\  tj^  und  rj^  sind  ebensolche  Funktionen 
von  «j  und  cog  allein. 

§  20.    Die  Funktion  (ru. 

Aus  den  Eigenschaften  der  Funktion  ^u  folgt  (I,  §  65),  daß 
rie  die  logarithmische  Ableitung  einer  ganzen  transscendenten 
Punktion  au  ist     Wir  sagen: 

I.  Definieren  wir  eine  Funktion  au  durch  die  Gleichung: 

f  \  d  \os  au  (t'  u         y. 

du  au         ^ 

und  die  Nebenbedingung: 

2)  (y{o)^i, 


ti 


^  Bei  Legendke  selbst  erscheint  sie  in  etwas  anderer  Form. 

4* 
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so  können  wir  sie  für  alle  endlichen  Werte  von  u  darstellen  durch 
unendliche  Produkt: 

3)  .«=«.n'{(i-^).^<| 

In  diesem  Produkte  dürfen  ebensowenig  wie  in  den  unendli 
Reihen  der  letzten  Paragraphen  die  in  einer  Klammer  vereini 
Bestandteile  auseinandergerissen  werden. 

n.  Als  ganze  transscendente  Funktion  läßt  sich  diese  Funktio 
in  eine  in  der  ganzen  Ebene  konvergente  Reihe  entwickeln. 

Die  Koeffizienten  dieser  ßeihe  sind  ganze  Funktionen  vc 
und  ^3  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten.  Man  erhält  sie  aus  §  1 
zunächst  durch  Integration: 

4)  log(rtt  =  log«-^.^2tt*  -  -gL_^3tt«+  ... 
und  daraus: 

5)  (Tu  =  u^  -^9i^'  -  W^3«'  +  •  •  • 

Beide  Darstellungen  (3)  und  (7)  zeigen  übrigens: 
m.  au  ist  eine  ungerade  Funktion  von  u. 

Das  Verhalten  von  a  u  bei  Vermehrung  des  Arguments  um 
Periode  leiten  wir  aus  §  19,  4  durch  Integration  ab.  Bezei( 
wir  mit  C  eine  Integrationskonstante,  so  erhalten  wir  zunächst 

^(m  +  2(üj)  =  Ce'^*i^''fTu. 

Um  die  Konstante  zu  bestimmen,  setzen  wir  w  =  —  w^  un 
rücksichtigen  Satz  HI;  wir  erhalten: 

(T(0^  =    —  Ctf  "2'?i'**»ö*Cöj. 

Da  Wj  keine  Periode  ist  (vgl.  §  17),  ist  cw^  sicher  4=0; 
muß  C=  —  e2i7ia>,  sein.     Die  gesuchte  Gleichung  lautet  folgli( 

6)  a[u  +  2  6;^)=    —  e2,7x(u  +  o>,)(y2£. 

Ebenso  wird  erhalten: 

Aus  diesen  beiden  Formeln  läßt  sich  nun  das  Verhalten 
bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  beliebige  Periode  abl 
Man    erhält    zunächst,    wenn   man   in   der   Gleichung  (6)    ?/ 
M  +  2  Wj  ersetzt: 

a{u  -I-  4(öj)  =  —  e2i,»(u  +  3o,,)^(^  ^  2«j)  =  e*'?i("  +  2«j^ 
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allgemein: 

wie  man  durch  den  Schluß  von  Äj   auf  A^  +  1    bestätigt     Ebenso 
erhält  man: 

-9)  ö'(tt+2A3«3)  =  (-l)*«tf^*«'y»(~  +  *»«»>crtt. 

Setzt  man  in  Gleichung  (9)  «  +  2  ä^  cOj  ftlr  u  und  wendet  dann 
Gleichung  (8)  an,  so  erhält  man: 

Verfährt  man  aber  umgekehrt,  so  erhält  man  ftir  dieselbe  Größe 
den  Wert: 

Beide  Werte  müssen  aber  doch  übereinstimmen  (und  zwar  für 
jedes  Paar  ganzer  Zahlen  Aj,  A3);  also  folgt:  Die  DiflFerenz  der  Ex- 
ponenten,  nämlich  fiioo^  —  %g)^,  muß  jedenfalls  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  von  2ni  sein,  wenn  es  überhaupt  eine  eindeutige  Funktion 
von  u  geben  soll,  die  die  beiden  Eigenschaften  (6)  und  (7)  gleich- 
zeitig besitzt.  Mehr  können  wir  auf  diesem  Wege  allein  nicht 
schließen;  aber  da  wir  bereits  in  §  19,  Gleichung  (14)  gefunden 
haben,  daß  dieses  Vielfache  gerade  =2:^1  ist,  so  können  ¥rir  die 
gefundene  Formel  schreiben: 

10)    <T(tt  +  2AjWj+2A3ÖJ3)  =  (— l)'^^  +  '^+*«<?(2*ii7i+2Ä,i7,)(u+Ä,ah+A,«»,)ö-tt. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

I  11)  Aj    «1      +     A3    «3     =     ö),  Aj    f]^     +     A3    17g     =     fj, 

80  können  wir  auch  sagen: 
IV.  Allgemein  ist: 

12)  (t(m  +  2«)  =  :f  <?2'7(«  +  «>)(tm; 

\md  zwar  gilt  das  Zeichen  — ,  wenn  co  nur  eine  halbe,   + ,  wenn  es 
zugleich  eine  ganze  Periode  ist 
Insbesondere  ist: 

13)  a{u  +  2(0^)  =  —  e^-ytCu  +  o,,)^!^. 

Eine  Darstellung  von  (tu,  die  später  von  Wichtigkeit  wird,  er- 
halten wir  durch  Integration  aus  §  19,  Gleichung  (16),  nämlich: 

14^     ^(^  +  ^\g-KC»>  +  v»u«pr  =  Jj|[l !L-1  e  ^^"^=^  ■*"  2(;r:r^»  l  • 


54  Elliptische  Funktionen. 


Aus  dieser  Darstellung  läßt  sich  die  Gleichung  (10)  durch 
direkte  Bechnung  ableiten,  indem  man  in  ihr  o  ==  2  (o  setzt  Aller- 
dings erscheinen  dabei  ihre  beiden  Seiten  zunächst  in  unbestimmter 
Form;  aber  der  Grenzübergang  läßt  sich  ausfahren.  Es  bleiben 
nämlich  für  lim  v  =  2  o>  alle  Faktoren  des  unendlichen  Produkts  bis 
auf  einen  endlich  und  das  Produkt  selbst  gleichmäßig  konyergent; 
und  zwar  ist  sein  Grenzwert  gerade  gleich  denjenigen  Produkt, 
durch  das  in  Gleichung  (1)  auju  ausgedrückt  war.  Es  bleibt  dann 
noch  der  Grenzwert: 

lim   |ö't>.<?«f''-V.««pt».fi ^L^\gü^^w'^  2(2«-»ipl 

zu  bestimmen,  was  durch  Reihenentwicklung  geschieht  Setzen  wir 
zur  Abkürzung  t>  —  2 «  =  t?^  und  benutzen  die  Abkürzung  (t>j*)  in 
demselben  Sinne  wie  §  18,  so  haben  wir: 

^  ^        rj  ~"   ri .  (t'  (2  0))  +  I  »j*  a"  (2  w)  4-  (rj*)         v^  ' 

Setzen  wir  das  alles  ein,  so  erhalten  wir  als  den  gesuchten 
Grenzwert: 

2  a"  (2  <a) 

also  die  Gleichung: 

15)  a(u  +  2(0)   =r7'(2ft>).^^<^(2a,)'*^ 

die,  was  die  Abhängigkeit  von  u  betrifft,  mit  (12)  übereinkommt 
Vergleichung  der  Koeffizienten  giebt  die  Beziehungen: 

16)  (r'(2(ü)=  :F  tf2,,a,^ 


§  21,    Darstellung  von  <t  u  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt,    55 


§  21.   Dareteliung  von  er  u  durch  ein  einfach  unendliches  Produict. 

In  dem  unendlichen  Produkt  (1)  des  vorigen  Paragraphen  dorch- 
laofen  die  Buchstaben  A^,  h^  unabhängig  voneinander  alle  ganz- 
zahligen Werte;  man  kann  es  deshalb  als  ein  „zweifach  unendliches 
Produkt^  bezeichnen.  Faßt  man  alle  diejenigen  Faktoren,  in  welchen 
A,  einen  und  denselben  Wert  hat,  zu  einem  einzigen  Faktor  zu- 
sammen, so  hat  man  dann  noch  alle  diese  Faktoren  zu  einem  y^ein- 
fach  unendlichen  Produkf*  zu  vereinigen,  um  das  bequem  aus- 
zuführen, ftüiren  wir  zunächst  die  auch  später  noch  häufig  zu  be- 
nutzenden Bezeichnungen  ein: 

lann   können  wir  das  zweifach  anendliche  Produkt,   von  dem  wir 
nsgehen,  folgendermaßen  schreiben : 


) 


<r(2(»it,)  =  2«i»n'{(l-^)'"^*"'|. 


(tr  =  jLi  +  VT,     jM,  V  =  0,   ±  1,  ±  2  .  .  .  in  inf.) 
der  auch: 

idem  wir  setzen: 
id  flir  »4=0: 

In  jedem  dieser  Teilprodukte  können  wir  die  letzten  Faktoren 
sr  einzelnen  Glieder  f&r  sich  vereinigen,  da  die  Summen: 


id: 

+  00 


OD 


'S''- 

-?''' 

71« 

3 

1 

71» 

0*  +  y  t)« 

sin»  VT1X 

de  für  sich  unbedingt  konvergieren  (I,  §  52,  1,  17).     Die  Werte 
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der  übrig  bleibenden  Produkte  können  wir  aus  I,  §  65,  (9)  und  (10) 
entnehmen;  wir  erhalten  so: 

8)  (Pq  {v)  =  — ^ e  ®   sin  ü  ;r, 
und  flir  ir  +  O: 

9)  <3P»W=  ^i — «  »iln'i'T«^ 

'  T*^  V    /  Billy  T  71 

Wenn  wir  dann  das  Produkt  aller  dieser  Faktoren  bilden 
wollen,  so  können  wir  wieder  die  mit  i^'  multiplizierten  Glieder  in 
den  Exponenten  für  sich  vereinigen.  Denn:  zufolge  der  Voraus- 
setzung §  14,  IV,  an  der  wir  immer  festhalten,  ist 

10)  Ä  >  0, 
wenn: 

11)  T7r  =  a  +  Äi 
gesetzt  wird.     Da  dann: 

sinvT^r  =  4  (^ •"*•'""*--  ^  """*"•■  "M 
ist  (vgl.  I,  §  40,  9),  so  ist  nach  I,  §  5,  III: 

12)  |8ini/r;r|  >  |(<fl''l^—  e-l»'!^)  >  |v|Ä; 

und  da  die  Reihe  2^"^  unbedingt  konvergiert,  so  folgt,  daß  das 
Gleiche  von  der  Reihe  ^'  sin  -  ^  i/  r  ?r  gilt  Setzen  wir  also  zur  vor- 
läufigen Abkürzung: 

13)  a=  «'  +  X9--"— ' 

'  6         -^^ '  2  sin*  V  xn 

so  erhalten  wir: 

*  vi/  7j  XX     (         Sin  l'  T  71  j 

Damit  haben  wir  für  die  gesuchte  Darstellung  der  Sigmafunktion 
durch  ein  einfach  unendliches  Produkt  eine  erste  Gestalt  gefunden. 
Eine  bequemere  Gestalt  erhalten  wir,  wenn  wir  je  zwei  Faktoren 
zusammennehmen,  in  denen  v  entgegengesetzt  gleiche  Werte  hat; 
die  Exponentialfaktoren  heben  sich  dann  weg,  die  trigonometrischen 
lassen  sich  vermöge  der  Gleichung: 

sin  (1/  r  +  t?)  ;r .  sin  (i'  r  —  ü)  ;r  =  \  (cos  2  v  ;r  —  cos  2vt71) 

=  sin^  vxn  —  sin^  v  n 
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nmformen,  und  wir  erhalten: 

ic\  tc%         \         2ci).      „„,    .  -A  f,  sin*  r 71    \ 

15)  a{2io,v)^-^e'^^Bmvn-^\\--^^^ 


n 


Eine  dritte  Form  erhalten  wir,  wenn  wir  die  trigonometrischen 
Funktionen  durch  Exponentialfunktionen  ersetzen.  Führen  wir  zu 
diesem  Zwecke  die  auch  später  noch  Öfter  zu  benutzenden  Be^ 
zeieknunffen  ein: 

16)  «''«»  =  z,     e'«»  =  Ä, 

80  haben  wir  zu  setzen: 


17) 


18) 


19) 


20) 


smvn  — 


sin  vxn  = 


*  —  » -1 

2i         ' 
h^-h-y       .l-h^y 

-   =  t zz-. > 


2» 


2hy 


sin  (v  T  —  t?)  !T  = 


=  IZ ZT-. 9 


2» 


2hy 


8in(vr  +  r)!T  = r-^ -  =  iz"^ 


2t 


2hy 


Damit  geht  die  G-leichung  (14)  zunächst  über  in: 


_  ».-1 


21)        cr(2öiü)  =  ?^e«'^-"* 


n 


2i 


y  =  1 


(1  -  A2y^2)(l  _^2r^--2) 
(1  -  Ä2y)« 


Hier  kann  man  das  unendliche  Produkt  in  drei  Teilprodukte 
spalten.    Denn  aus  der  Ungleichung  (10)  folgt: 

22)  I Ä  I  <  1 ; 

man  kann  deshalb  Dir  jeden  endlichen  und  von  Null  verschiedenen 
Wert  von  z  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  angeben,  daß 
^h^^z^l  kleiner  ist  als  ein  von  v  unabhängiger  echter  Bruch  m, 
sobald  p>  N  ist  Für  aUe  solchen  v  läßt  sich  nach  I,  §  56,  VI 
der  Hauptwert  von  log(l  —  h^""  z^  in  eine  Reihe  entwickeln,  aus  der 
herrorgehty  daß  sein  absoluter  Betrag: 


|Ä2v»2 


< 


A2r^2 


1  —  m 


[ 


^    1  -  |Ä2v;t2_ 

ist    Da  nun  die  Summe  2  |  ^^''^^  \  wegen  (22)  unbedingt  konvergiert, 

SO  folgt,  daß  das  Gleiche  auch  gilt  für  die  Summe  ^  ^^S{^  —  ^^"^2) 

und  folglich  auch  für  das  Produkt  J\  (1  --h^^'z^).     Infolgedessen 
kann  man  die  Gleichung  (21)  auch  schreiben: 
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23)     a{2a}^v)  =  ^^e<^^'-  ""^  "=' 


n  ® 


2  t  27(1 -A2i')« 

Auch  aus  dieser  Gleichung  können  wir  ablesen,  was  aus  a  wird, 
wenn  wir  das  Argument  um  eine  Periode  vermehren.  Ersetzen  wir 
nämlich  u  durch  u  +  2(üj,  so  haben  wir  v  durch  r  +  1,  z  durch 
—  z  zu  ersetzen.    Damit  erhalten  wir: 

24)  (t{2cd^v+  2wi)=  -  (?«(2«  + i),^(2(öi  ü). 

Wollen  wir  aber  u  durch  m  +  2  (O3  ersetzen,  so  müssen  wir  v  +  t 
für  V  und  Az  ftir  A  schreiben.     Damit  erhalten  wir  zunächst: 

0"  ( 2  coj  r  +  2  Q)g)  = 


71  ^ 


also: 


25) 


2»  77(1  ~A2v)« 

r  =  l 


(r(2<i)ir)  Jt  —  «-1       1  —  ^-2 

_-   ^(ar- w0(2v  +  t). 


Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  den  früheren  (§  20,  6  und  7), 
so  erhalten  wir: 

26)  a  =  2f]^ü)^,       a  r  —  TT  2  =  2 1^3  cOj ; 

die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  den  Ausdruck  der  in  diesem 
Paragraphen,  Gleichung  13,  eingeführten  Größe  a  durch  die  firüher 
benutzten  Größen,  die  zweite  dann  einen  dritten  Beweis  der 
liEGENDEEschen  Relation  (§  19,  14). 

Führen  wir  in  den  Ausdruck  von  a  (Gleichung  13)  A  ein,  so 
erhalten  wir  noch: 

—  ein  einigermaßen  handlicher  Ausdruck  für  die  Größe  rj^^,  an  dem 
es  uns  bisher  noch  fehlte. 
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DRITTER  ABSCHNITT, 


;^lluiig  der  elliptischen  FunktioDen  durch  au  Tmd;>t^. 

Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  Quotienten 

von  CT -Produkten. 

ede  rationale  Funktion  einer  complexen  Veränderlichen  kann 
lotient  von  Produkten  von  Linearfaktoren  dargestellt  werden^ 
5  ausgedrückt,  von  Funktionen,  die  nur  in  je  einem  Punkte 
werden.  Wollen  wir  eine  analoge  Faktorenzerlegung  einer 
sehen  Funktion  vornehmen,  so  werden  wir  nicht  verlangen 
t,  daß  die  einzelnen  Faktoren  seihst  elliptische  Funktionen 
loUen;   denn  es  giebt  keine  elliptische  Funktion,   die  nur  in 

Punkte  des  Periodenparallelogramms  Null  würde  (§  13,  VI). 

aber  hat  die  Funktion  (t{u  —  a)  die  Eigenschaft,  daß  sie  nur 
=  a  und  in  den  dazu  kongruenten  Punkten  Null  wird;  und 
)lchen  Faktoren  läßt  sich  in  der  That  jede  elliptische  Funktion 
mensetzen.  Bilden  wir  nämlich  einen  Quotienten  von  Pro- 
Q  solcher  Funktionen: 

n(T(u-bt) 

C  einen  von  u  unabhängigen  Faktor  verstanden,  so  können 
QS  zunächst  auf  Grund  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  des  §  20 
Mühe  von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugen: 
.   Jeder  solche  Quotient  ist  eine  elliptische  Funktion   von  u,  wenn 
iden  Gleichungen  bestehen: 


m      =      7ly 


m  n 


indrerseits  haben  wir  in  §  15  und  16  gelernt,  daß  die  NuU- 
e  und  Vo\q  jeder  elliptischen  Funktion  die  Gleichungen  (2)  und  (8) 
ligen,  wenn  wir  aus  jedem  System   kongruenter  Nullpunkte, 
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bezw.  Pole  einen  geeigneten  Repräsentanten  auswählen.  Da  wir 
femer  gesehen  haben,  daß  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben 
Nullpunkten  und  denselben  Polen  sich  nur  durch  einen  von  u  un- 
abhängigen Faktor  unterscheiden  können,  so  können  wir  schließen: 

IL  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  in  der  Form  (i),  mit  den 
Bedingungen  (2)  und  (3),  als  Quotient  von  Sigmaprodukten  darsteUeiu 

Man  beachte,  daß  die  EIntvdcklungen  dieses  Paragraphen  nirgends 
voraussetzen,  daß  die  a^  oder  die  bj^  voneinander  verschieden  seien. 
Die  Sätze  I  und  11  gelten  vielmehr  auch  für  mehrfache  Nullpunkte 
und  mehrfache  Pole;  man  hat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  6.  ein  /-facher 
Nullpunkt  der  Funktion  werden  soll,  /-mal  unter  die  a^^  au&unehmen. 

§  23.    Ein  wichtiger  Spezialfall;  Additionstheoreme  der  Funktionen 

pu  und  pu. 

Wir  wenden  den  Satz  II  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  auf 
die  Funktion  pu  —  pv  sm,   indem  wir  unter  v  eine  von  u  unab- 
hängige Größe  verstehen^  von  der  wir  vorläufig  voraussetzen,  daß  sie 
nicht   gleich   einer  halben  Periode  sei.     Diese  Funktion  vrird,  als 
Funktion  von  u  betrachtet,  für  «  =  0  von  der  2.  Ordnung  unendlich 
groß,  dagegen  für  die  beiden  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
inkongruenten  Werte  u  =  v  und  m  =  —  t?  Null,  und  zwar  nur  von 
der  ersten  Ordnung,  da  dann  pv  und /?'(—»)  von  Null  verschieden 
sind.     In  allen  Punkten,  die  weder  zu  0,  noch  zu  v,  noch  zu  —  © 
kongruent   sind,    ist  sie  endlich  und  von  0  verschieden.     Die  ge- 
nannten Pole  und  Nullpunkte  sind  unter  den  unendlich  vielen  zu 
ihnen  kongruenten  schon  so  ausgewählt,  daß  die  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  genau  (nicht  etwa  bloß  bis  auf  Perioden)  be- 
steht.    Also  ist  die  zu  untersuchende  Funktion  von: 

(T  (U  —  V)  (T  {U  -{-  V) 


nur  um  einen  Faktor  verschieden,  der  von  u  unabhängig  ist  (aber 
deswegen  nicht  auch  von  v  unabhängig  zu  sein  braucht).     Um  ihn 
zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  und 
vergleichen  die  Koeffizienten  von  w^.     Wir  erhalten  so: 
I.  die  fundamentale  Formel: 

IV                                                                 a{u  -h  v),(t(u  —  v) 
1)  pu—pv= ^^ ^        ^ 


a'u  ,a^  V 


Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  mußten  wir  vorausse^ 
''^ht  gleich  einer  halben  Periode  sei;  wir  können  uns  n 
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'on  dieser  Einschränkung  wieder  frei  machen.  Denn  da  auf  beiden 
leiten  eindeutige  analytische  Funktionen  auch  von  v  stehen,  so 
aussen  (nach  I,  §  39,  III)  beide  Seiten  übereinstimmen  für  alle  die- 
Bnigen  Werte  von  v,  für  die  sie  Bedeutung  haben. 

Aus  der  somit  als  allgemein  gültig  bewiesenen  Formel  leiten 
rir  zunächst  durch  logarithmische  Differentiation  nach  u,  bezw.  v 
üe  beiden  folgenden  her: 

')  71^  =a« +  «)  +  ?(«-«)- 2?«, 

i.u8  diesen  ergiebt  sich  durch  Addition: 

n.  das  sogenannte  Additionstheorem  der  Funktion  ^u: 

i)  s(w  +  v)  =  Cu  +  l:v  +  |?l*i^l^  ; 

und  aus  diesem  durch  abermalige  Differentiation  nach  u: 
IIL  das  Additionstheorem  der  Funktion  pu  in  der  Form: 

I  r \      *      /        r  ^  du    pu  ^  pv 

Dem  letzteren  kann  man  noch  verschiedene  andere  Formen 
;eben.  Führt  man  zunächst  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die 
jleichungen  (6)  und  (15)  von  §  18,  so  erhält  man: 

n        /      .      \  .    (6  p'tt  —  iao)(pr— Ott)  +  4  p*  u  —  flf,  Ol*— ö,  — p't*p't> 

5    p (?/  +  r)  =  D M  +  ^-^ lif^fKF HJ F —     y«/^ y| ^    ^ 

i    r  \      *      f       r  2{pu  —  pvy 

ind  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

n  ü in  4-v\=  ^^P^P^-  i9%)(pu+pv)-gs  -p'up'v 

^  r\     '^     )  2(pu-pv)* 

Vertauscht  man  ferner  in  Gleichung  (6)  u  mit  v  und  verbindet 
iie  so  entstehende  Gleichung  mit  (6),  so  erhält  man: 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  +  v  und  v  durch 
-Vj  so  findet  man,  da|^^B||  ke  Seite  auch  gleich: 


pv)j 


aucl 


^'w 


^  - 
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bezw.  Pole  einen  geeigneten  Repräsentanten  auswählen.  Da  wir 
femer  gesehen  haben,  daß  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben 
Nullpunkten  und  denselben  Polen  sich  nur  durch  einen  von  u  un- 
abhängigen Faktor  unterscheiden  können,  so  können  wir  schließen: 

IL  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  in  der  Form  (i),  mit  den 
Bedingungen  (2)  und  (3),  als  Quotient  von  Sigmaprodukten  darsteUen, 

Man  beachte,  daß  die  EIntwicklungen  dieses  Paragraphen  nirgends 
voraussetzen,  daß  die  o^  oder  die  bj^  voneinander  verschieden  seien. 
Die  Sätze  I  und  11  gelten  vielmehr  auch  für  mehrfache  Nullpunkte 
und  mehrfache  Pole;  man  hat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  6.  ein  /-facher 
Nullpunkt  der  Funktion  werden  soll,  /-mal  unter  die  o^  au&unehmen. 

§  23.    Ein  wichtiger  Speziaifall;  Additionstheoreme  der  Funictionen 

pu  und  p'u. 

Wir  wenden  den  Satz  n  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  auf 
die  Funktion  pu  —  pv  an,  indem  wir  unter  v  eine  von  u  unab- 
hängige Größe  verstehen,  von  der  wir  vorläufig  voraussetzen,  daß  sie 
nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei.  Diese  Funktion  wird,  als 
Funktion  von  u  betrachtet,  für  m  =  0  von  der  2.  Ordnung  unendlich 
groß,  dagegen  für  die  beiden  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
inkongruenten  Werte  «  =  r  und  u  =  —  v  Null,  und  zwar  nur  von 
der  ersten  Ordnung,  da  dann  p'v  und /?'(—»)  von  Null  verschieden 
sind.  In  allen  Punkten,  die  weder  zu  0,  noch  zu  v,  noch  zu  —  r 
kongruent  sind,  ist  sie  endlich  und  von  0  verschieden.  Die  ge- 
nannten Pole  und  Nullpunkte  sind  unter  den  unendlich  vielen  zu 
ihnen  kongruenten  schon  so  ausgewählt,  daß  die  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  genau  (nicht  etwa  bloß  bis  auf  Perioden)  be- 
steht.    Also  ist  die  zu  untersuchende  Funktion  von: 

(t{u  —  v)  (T{U  +  v) 


nur  um  einen  Faktor  verschieden,  der  von  u  unabhängig  ist   (aber 
deswegen  nicht  auch  von  v  unabhängig  zu  sein  braucht).     Um  ihn 
zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  und 
vergleichen  die  Koeffizienten  von  m-2     ^jj.  erhalten  so: 
I.  die  fundamentale  Formel: 

1)  pu--pv  = ,-' \ ' 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  mußten  wir  voraussetzen,  daB 
''»ht  gleich  einer  halben  Periode  sei;  wir  können  uns  nachträghch 


/ 
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Ton  dieser  Einschränkung  wieder  frei  machen.  Denn  da  auf  heiden 
Seiten  eindeutige  analytische  Funktionen  auch  von  v  stehen,  so 
müssen  (nach  I,  §  39,  III)  beide  Seiten  übereinstimmen  für  alle  die- 
jenigen Werte  von  v,  für  die  sie  Bedeutung  haben. 

Aus  der  somit  als  allgemein  gültig  bewiesenen  Formel  leiten 
wir  zunächst  durch  logarithmische  Differentiation  nach  u,  bezw.  v 
die  beiden  folgenden  her: 

3)  j^^  =  C{u  +  v)-C{u-v)-2Cv. 

Aus  diesen  ergiebt  sich  durch  Addition: 

II.  das  sogenannte  Additionstheorem  der  Funktion  ^u: 

4)  ;^u  +  v)  =  Cu  +  Cv  +  ^^^; 

und  aus  diesem  durch  abermalige  Differentiation  nach  u: 
m.  das  Additionstheorem  der  Funktion  pu  in  der  Form: 

Dem  letzteren  kann  man  noch  verschiedene  andere  Formen 
geben.  Führt  man  zunächst  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die 
Gleichungen  (6)  und  (15)  von  §  18,  so  erhält  man: 

6)    p{u  +  v)  =  pu  +  ^—^ 2^i/_}j: f^ 1^ — ^^  ^*^ ^ — ^ — ^- 

und  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

„.  ,  ,  _  2ipupv-  igi)(pu  ^-pv)-g^-p'up'v 

i)  pyu^v)-  2(pu-pvf 

Vertauscht  man  femer  in  Gleichung  (6)  u  mit  v  und  verbindet 
die  so  entstehende  Gleichung  mit  (6),  so  erhält  man: 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  +  v  und  v  durch 
—  17,  so  findet  man,  daß  ihre  linke  Seite  auch  gleich: 

1  //(^  +  ^)  +  p'vY 

^\p{v  **«')/ 

ist.     Es  muß  { 

pv 
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bezw.  Pole  einen  geeigneten  Repräsentanten  auswählen.  Da  wir 
femer  gesehen  haben,  daß  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben 
Nullpunkten  und  denselben  Polen  sich  nur  durch  einen  Ton  u  un- 
abhängigen Faktor  unterscheiden  können ,  so  können  wir  schließen: 

IL  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  in  der  Form  (i),  mit  den 
Bedingungen  (2)  und  (3),  als  Quotient  von  Sigmaprodukten  darstelleiL 

Man  beachte,  daß  die  EIntvdcklungen  dieses  Paragraphen  nirgend» 
voraussetzen,  daß  die  a^  oder  die  bj^  voneinander  verschieden  seien. 
Die  Sätze  I  und  11  gelten  vielmehr  auch  für  mehrfache  Nullpunkte 
und  mehrfache  Pole ;  man  hat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  6.  ein  /-facher 
Nullpunkt  der  Funktion  werden  soll,  /-mal  unter  die  Uj^  au&unehmen. 

§  23.    Ein  wichtiger  Spezialfall;  Additionstheoreme  der  Funktionen 

pu  und  pu. 

Wir  wenden  den  Satz  11  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  auf 
die  Funktion  pu  —  pv  an,   indem  wir  unter  v  eine  von  u  unab* 
hängige  Größe  verstehen,  von  der  wir  vorläufig  voraussetzen,  daß  aie 
nicht  gleich   einer  halben  Periode  sei.     Diese  Funktion   wird,  ab 
Funktion  von  u  betrachtet,  für  t£  =  0  von  der  2.  Ordnung  unendlidi 
groß,  dagegen  für  die  beiden  unter  der  angegebenen  Voranssetznng; 
inkongruenten  Werte  u  =  v  und  m  =  —  v  Null,  und  zwar  nur  ?o»j 
der  ersten  Ordnung,  da  dann  p'v  und;?'(—  v)  von  Null  verschiedfli' 
sind.     In  allen  Punkten,  die  weder  zu  0,  noch  zu  v,  noch  zu  —  »| 
kongruent   sind,    ist  sie   endlich  und  von   0  verschieden.     Die  ge- 
nannten Pole  und  Nullpunkte  sind  unter  den  unendlich  vielen  n\ 
ihnen  kongruenten  schon  so  ausgewählt,  daß  die  Gleichung  (3)  deilt^ 
vorigen  Paragraphen  genau  (nicht  etwa  bloß  bis  auf  Perioden)  be»] 
steht.     Also  ist  die  zu  untersuchende  Funktion  von: 


(T^U 


nur  um  einen  Faktor  verschieden,  der  von  u  unabhängig  ist  (aber] 
deswegen  nicht  auch  von  v  unabhängig  zu  sein  braucht).     Um 
zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  und] 
vergleichen  die  Koeffizienten  von  w^.     Wir  erhalten  so: 
I.  die  fundamentale  Formel: 

- V                                                               (tCu  +  v).  (t(u  —  v) 
1)  pu—pv= ^ ^ ^ -' 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  mußten  wir  voraussetzen, 
V  nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei;  wir  können  uns  nacht 
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von  dieser  Einschränkung  wieder  frei  machen.  Denn  da  auf  beiden 
Seiten  eindeutige  analytische  Funktionen  auch  von  v  stehen,  so 
müssen  (nach  I,  §  39,  III)  beide  Seiten  übereinstimmen  für  alle  die- 
jenigen Werte  von  v,  für  die  sie  Bedeutung  haben. 

Aus  der  somit  als  allgemein  gültig  bewiesenen  Formel  leiten 
wir  zunächst  durch  logarithmische  Differentiation  nach  u,  bezw.  v 
die  beiden  folgenden  her: 

2)  7^^  =  ?(«  +  ")  +  ?(«-")- 2?«, 

Aus  diesen  ergiebt  sich  durch  Addition: 

n.  das  sogenannte  Additionstheorem  der  Funktion  ^u: 

4)  C{u  +  v)  =  Cu  +  ^v  +  \^^-^^^^^; 

und  aus  diesem  durch  abermalige  Differentiation  nach  u: 
HL  das  Additionstheorem  der  Funktion  pu  in  der  Form: 

'  '^  ^  '      ^  ^  du   pu  — pr 

Dem  letzteren  kann  man  noch  verschiedene  andere  Formen 
geben.  Führt  man  zunächst  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die 
Gleichungen  (6)  und  (15)  von  §  18,  so  erhält  man: 

6)    piu  +  v)  =  pu  +  ^—^ l^lllL iL^ H — ci— ^^^- — — - — ^— 

/    r\    ^    j      r     ^  2(pu-pvf 

und  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

„.  f  V  _  2(p^pt;-  |^,)(p^+pp)-^,  -p'up'v 

i)  p^u-rv)-  2(pu--pvy 

Vertauscht  man  femer  in  Gleichung  (6)  u  mit  v  und  verbindet 
die  so  entstehende  Gleichung  mit  (6),  so  erhält  man: 

8)  Pi^  +  ^)  +  P^  +  P^  -  \(^^z:j^J ' 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  +  v  und  t;  durch 
—  V,  so  findet  man,  daß  ihre  linke  Seite  auch  gleich: 

j  /p'{u  +  v)+p'vy 

ist.     Es  muß  also  auch: 

p'u  —  p'v  p'  (t*  +  «?)  +  p'f 


pu  —  pv  p{^  ■\-  V)  ^  pv 
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sein;  Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  u  zeigt,  daB 
untere  Zeichen   das   richtige   ist.     Diese  Formel   nimmt  eine  i 
metrische  Gestalt   an,   wenn   man  ein  drittes  Argument  w  so 
führt,  daß: 


9) 


u  +  V  +  w  =  0 


wird;  sie  lautet  dann: 
10) 

oder  in  Determinantenform: 


p  u  —  p  V p  u)  —  p  V 

pu  —  pv         puj  —  pv 


11) 


1  pu  p  u 
1  pv  p'  V 
1     pw    p'w 


=  0. 


Durch  Vertauschung  von  v  mit  —  v  erhält  man  Formeb 
p  (t<  —  v\  die  sich  mit  den  schon  erhaltenen  in  mannigfacher  \^ 
verbinden  lassen.     Unter  diesen  Verbindungen  sei  erwähnt: 


12)     />  (tt  +  v)  —  p  (tt  —  r)  =  — 


p  up  V 


ö« 


{pu  —  pv)*       dudv 


logipu-pv)] 


aus  ihr  entspringt  durch  doppelte  Integration  in  Bezug  auf  u 
auf  V  wieder  die  Ausgangsformel  (1). 

Das  Additionstheorem    der  Funktion  pu   erhält  man   am 
quemsten,  indem  man  Gleichung  (5)  nach  v  differentiiert;  man  fii 


13) 


/  /       ,       V  1       ö*        p  u  -  p  V 

p  iu  +  v)  =  —\  V—.     —       -^— 
'^  ^  ^  ^  dudv    pu  —  pv 


=  I  -  JPl^'l Py l  p'u 

\  (pv  —  puy         2  (pv  —  puy  J  ^ 

\  (pu  —  pvf  2(pv  —  puY  J  ^ 


Die  wesentlichste  Eigenschaft  dieser  Formeln  sprechen  wir 
drückhch  aus  in  dem  Satze: 

IV.  7?  (i/  +  v)  und  p'  [u  +  v)  drücken  sich  rational  aus  dura 
pv,  pu,  pv. 

Man  kann  sie  auch  noch  etwas  anders  fassen;  man  kann 
lieh  mit  Hilfe  der  Gleichung  von  §  18  und  der  aus  ihr  durch 
tauschung  von  u  und  v  hervorgehenden  p'u  und  p'v,  bezw.  pt 
pv  eliminieren.     Man  findet  dann: 
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V.  Zwischen  p(tt  +  v\  puy  pv  —  und  ebenso  zwischen  p'  {u  +  v), 
pUf  pv^^  besteht  für  beliebige  fVerte  von  u  und  v  eine  algebraische 
Gkiehunff,  deren  Koeffizienten  von  u  und  v  unabhängig  sind. 

Von  einer  Funktion,  die  diese  Eigenschaft  hat,  sagt  man,  sie 
besitze  ein  algebraisches  Additionstheorem.^ 

Wir  schliefien  noch  die  Darstellung  Ton  p'u  als  Quotient  von 
Sigmaprodukten  an.  Diese  Funktion  wird  nach  §  17  (3)  für  u  =  0  von 
der  dritten  Ordnung  unendlich  und  nach  §  18,111  in  den  drei  Punkten 
Wj,  (o^,  o?s  je  von  der  ersten  Ordnung  Null.  Diese  Punkte  genügen 
der  Bedingung  §  23,  3;  es  ist  also: 

'  *^  (T  (ü]   0*  O),  er  6)g  (T^  u 


§  24.    Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funictionen. 

Nach  §  13,  VI  ist  eine*  elliptische  Funktion  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt,  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  in  der  zugehörigen  Reihenentwicklung  der  Funktion 
bekannt  sind.  Wir  wissen  bereits  aus  §  14,  V,  daß  diese  Glieder 
der  einen  Einschränkung  unterliegen,  daß  die  Summe  der  Besiduen 
gleich  NuU  sein  muß;  ob  sie  noch  andern  Bedingungen  imterworfen 
sind,  blieb  damals  dahingestellt  Wir  wollen  jetzt  versuchen,  eine 
elliptische  Funktion  zu  bilden,  für  die  jene  Glieder  in  Überein- 
stimmung mit  jener  Bedingung,  im  übrigen  aber  ganz  willkürlich 
vorgeschrieben  sind. 

Wir  nehmen  den  einfachsten  Fall  voraus,  daß  die  vorgeschrie- 
benen Pole  flj  (Ä  =  1,  2  .  . .  n)  alle  einfach  sind.  Die  Residuen  in 
ihnen,  Aj^,  müssen  der  Bedingung  genügen: 

1)  A^+A^+..,+Ä^^O. 

Eine  Funktion,  die  diese  vorgeschriebenen  Pole  und  Residuen 
hat,  ist: 

2)  1/; (m)  =  ^1  C(i/  —  o^)  +  J,  ^(m  -  flg)  +  •  •  •  +  A^ c (w  —  aj. 

Die  einzelnen  Tenne  dieser  Funktion  sind  freilich  keine  ellip- 
tischen Funktionen;  vielmehr  tritt  zu  jedem  von  ihnen  nach  §  19  (9) 
eine  Konstante  2r].Aj^j  wenn  man  das  Argument  «^  um  eine  Periode 
2  (o  vermehrt.     Aber  die  Summe  dieser  Konstanten  ist  Null,  eben 


*  Man  beachte,    daß  GleichuDi»  '^^^   ^«in  algebra  istheorem 

vorstellt,  da  zwischen  pu  und  l,u  1  r>he  ( 
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wegen  der  vorausgesetzten  Belation  (1).    Also  ist  '^(tc)  in  der  Thit 
eine  elliptische  Funktion  mit  den  verlangten  Eigenschaften. 

Gehen  wir  nunmehr  zum  allgemeinsten  Fall  über;  nehmen  wir 
an^  für  jeden  Pol  Oy  sei  die  Ordnungszahl  k^  gegeben  und  das 
Aggregat  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  zugehörigen 
Reihenentwicklung  der  zu  bildenden  Funktion,  etwa  in  der  Form: 

Auch  hier  müssen  die  Besiduen  A,i  natürlich  der  Bedingung 
genügen: 

4)  A^^  +  A^^  +  ...+  Ä^,  =  0. 

Dann  können  wir  uns  zunächst  aus  ^u  und  seinen  Ableitungen 
eine  Funktion  bilden,  die  für  u  =  a,,  einen  Pol  der  vorgeschriebenen 
Art  hat  und  sonst  im  ganzen  Periodenparallelogramm  regulär  ist, 
nämlich: 


5) 


_  +  -...+(- l)*'-\^p(*'-«){«-«,). 


i 


Diese  Funktion  selbst  ist  nicht  doppeltperiodisch;  bilden  wir 
aber  die  Summe  der  so  f(ir  die  einzelnen  Pole  aufzustellenden 
Funktionen  von  v  =  1  bis  v  =  n,  so  erhalten  wir  in  der  That  eine 
elliptische  Funktion,  eben  wegen  der  Relation  (4).  Jede  andere 
elliptische  Funktion  der  verlangten  Art  kann  sich  von  der  so  ge- 
bildeten nur  durch  eine  additive  Eonstante  unterscheiden.  Somit 
haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion,  die  an  vorgeschriebenen  Stellen  in  vor* 
geschriebener  Weise  unendlich  werden  soll,  läßt  sich  in  der  Form 
darstellen: 


6) 


+  -  +  ...+ (-l)*-l-^i;^/*'-2)(„-«,); 


und  jeder    solche    Aufdruck    stellt    eine    elliptische   Funktion    der   ver- 
langten Art  dar.^ 


^  Man  kann  die  Formeln  §  23,  (2)— (5)  als  spezielle  Fälle  dieses  Satzes 
"eben. 
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Die  Formel  (6)  ist  ein  Analogon  zur  Zerlegang  einer  rationalen 
Funktion  in  Partialbrftche;  wir  werden  aus  ihr  mannigfache  Eon- 
wqaenzen  ziehen.  Zunächst  ermöglicht  sie  wie  jene  Zerlegungs- 
ibnnel  die  Integration;  man  findet: 


') 


jf{u)du  =  Cu  +  C,  +  2{^»ilogff(M  —  a,)—  ^2f{a  —  a,) 


also  den  Satz: 

n.  2^09  Integral  einer  beliebigen   elliptischen  Punktion  setzt  sich 
aus  folgenden  Bestandteilen  zusammen: 

L  einer  eUiptischen  Funktion; 

2.  einer  linearen  Funktion; 

3.  einer  Summe  von  ^-Funktionen; 

4.  einer  Summe  von  Logarithmen  von  Sigmafunktionen. 

(Wenn  man  will,  kann  man  die  Anzahl  der  ^-Funktionen  auf 
1  reduzieren,  da  die  DiflFerenz  f  («  —  a)  —  f  m  nach  §  23,  Gleichung  (4) 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist) 

Andrerseits  liefert  Formel  (6)  auch  noch  einen  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  selbst  fundamentalen  Satz.  Die  in  ihr 
vorkommenden  höheren  Ableitungen  von  p{^  —  a^)  lassen  sich  nach 
§  18,  IV  rational  durch  /?(w  —  o^)  und  p{u  —  a^)  ausdrücken,  diese 
wieder  nach  §  23,  IV  rational  durch  pu  und  p' u  (und  die  Kon- 
stanten />öv,  p' a^).  Auch  ^(m  —  fly)  drückt  sich,  wie  eben  schon 
benutzt  wurde,  rational  aus  durch  Jm,  /?m,  pu  imd  Konstante. 
Wesentlich  ist  nun,  daß  dabei  aus  der  Summe  (6)  vermöge  der 
Relation  (4)  ^u  herausfällt,  sodaß  man  den  Satz  erhält: 

in«  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  durch  die  zu  demselben 
Periodenparallelogramm  gehörenden  Funktionen  puj  pu  rational  aus^ 
drücken. 

Durch  analoge  Umformungen  wie  in  §  4,  Gleichungen  (4)  bis  (6) 
können  wir  jede  rationale  Funktion  von  p  u  und  p  u  auf  die  Form 
bringen: 

8)  f{u)  =  A'\-  Pp  u, 

in  der  J,  P  rationale  Funktionen  von  p  u  allein  bedeuten.  Ist  dann 
f{u)  =  f{—  u\  so  folgt,  daß  P  —  Q  sein  muß;  ist  aber  /(i/)=  —  /*(— w), 
so  folgt  J  =  0.  Wir  können  also  Satz  III  durch  folgenden  Zusatz 
ergänzen: 

BuRKHARDT,    Funktionen.     II.  5 


66         Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  au  und  pu. 


lY.  Jede  gerade    elliptische  Funktion   ist  eine  rationale  FunkOsm 
der   zu    demselben   Periodenparallelofframm    gehörenden    Funktion  pu, 
jede  ungerade  elliptische  Funktion  das  Produkt  einer  solchen  Funktum 
in  p' u. 

Aus  Satz  m  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen.  Hat  maa 
zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramin  gehörende  elliptische 
Funktionen,  so  kann  man  aus  ihren  Ausdrücken  durch  p u  und  pu 
und  aus  der  zwischen  pu  und  p'u  bestehenden  Gleichung  pu  und 
pu  eliminieren.    Daraus  folgt: 

V.  Zwischen  irgend  zwei  elliptischen  Funktionen  desselben  PeriodoH 
Parallelogramms  besteht  eine  algebraische  Gleichung  mit  von  u  umA- 
hängigen  Koeffizienten. 

Ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes  ergiebt  sich,  wenn  man  be* 
achtet,  daß  die  Ableitung  einer  elliptischen  Funktion  selbst  eine 
solche  Funktion  ist;  nämlich: 

VI.  Jede  elliptische  Funktion  genügt  einer  algebraischen  DifferenM- 
gleichung  erster  Ordnung  höheren  Grades,  in  der  die  unabhängige  Ver^ 
änderliche    explicite   nicht  vorkommt;    mit  andern    Worten ,   sie   ist  dk 
Umkehrungsfunktion  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion. 

Eliminiert   man    endlich   aus    den    Gleichungen,    die  f{u  +  v)» 
f{u),  f{v),   bezw.   mit  p{u  +  v)j  pu,  pv   verbinden,   und  aus  dem 
Additionstheorem  der  Funktion  p«  (§  23,  V)  die  drei  zuletzt  ge- '] 
nannten  Größen,  so  findet  man: 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  besitzt  ein  algebraisches  Äddatons" 
theorem,^ 

§  25.    Das  Additionstheorem  der  Sigmafünktion. 

Die  Funktion  (tu  besitzt  kein  algebraisches  Additionstheoreia 
in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne.  Doch  besteht  zwischen  SigmÄ- 
funktion  linear  verknüpfter  Argumente  eine  allgemeine  Relation,  die 
eine  große  Anzahl  interessanter  Spezialfälle  in  sich  schließt  und  die 
man  im  weiteren  Sinne  als  Additionstheorem  der  Sigmafünktion 
bezeichnen  kann.  Man  kann  sie  auf  verschiedene  Arten  ableiten; 
z.  B.  indem  mau  in  der  algebraischen  Identität: 

(x  -  y){z  ^t)  +  [x^z){t^y)  +  [x^  t)(y  -  z)  =  0 


1 


^  Weierstrass  hat  in  seinen  Vorlesungen  auch  die  Umkehrung  dieses 
Satzes  bewiesen:  daß  nftmlich  alle  Funktionen  einer  Variabein  mit  algebraischem 
Additionstheorem  algebraische  Funktionen  von  elliptischen  Funktionen  oder 
Ausartungen  von  solchen  (vgl.  den  IX.  Abschnitt)  sind. 


I 
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die  Sabstitutionen: 

xr^pu,    y-=^pu^y     ^=/?Wa,     t^pu^ 

Tornimmt  und  dann  die  Fnndamentalformel  §  23^  1  anwendet    Man 
erhält  so: 

+  a[u  +  u^)o{u  —  W3)<r(Mi  +  ««2)^(^1  —  «2)  =  0. 

Eüne  noch  symmetrischere  Gestalt  nimmt  diese  Formel  durch 
Eünföhrung  neuer  Variabler  an.    Setzt  man  nämlich: 


2) 


3) 


M  +  «3  =  Äjj,     M  -  Mj  =    —  C,,      W3  +  t«!  =   —  C^2>     "8  —  ''l  =  ^' 
M  +  tlj  =  Ä,,      M  -  M3  =    -  C3,     t^   +  «2  =   -  <^3>     "1  -  «2  =  «8» 

80  kann  man  jedes  der  drei  Systeme  von  je  vier  Größen  a,  3,  c,  «? 
als  ein  System  unabhängiger  Veränderlicher  ansehen  und  die  Größen 
der  beiden  andern  Systeme  durch  sie  ausdrücken.  Man  erhält  so 
die  Gleichungssysteme: 

2  a,  =  — Oj—  Ä,  —  Cj—  rfj  203=— aj+^i+Ci+^ 

2  ^3  =  Oj   +  ftj  —  Tj  —  <fj  2  3g    =    —  ÖTj  +  Äj   —  Cj   —  «?j 

2  c,  =       «1  —  *i  +  ^1  —  ^1  2  C3  =  —  Aj  —  3j  +  Cj  —  c^i 

2  c/j  =       «1  -  *i  —  Cj  +  c^  2  «?3  =  —  Oj  —  3j  —  Cj  +  fl^ , 

sowie  zwei  andere,  die  aus  ihnen  durch  cyklische  Vertauschung  der 
Indices  1,  2,  3  hervorgehen.^  Man  kann  demnach  das  „Additions- 
thearem  der  Sipmafunktion^*-  folgendermaßen  aussprechen: 

Wenn  ztoischen  drei  Systemen  von  je  vier  Großen  die  Delationen 
(3)  bestehen,  so  ist  stets: 

4)        (TCL^fT  b^ac^cd^  +  (Ta^(Tb^(Tc^Gd^  +  (Ta^ab^a  c^ad^  =  0. 

Man  beachte  noch,  daß  man  in  diesen  Formeln  nicht  nur 
die  Indices  1,  2,  3  cyklisch  vertauschen  kann,  sondern  auch  die 
Buchstaben  mit  gleichem  Index,  wenn  man  nur  gleichzeitig  auch  die 
Buchstaben  mit  andern  Indices  in  gewisser  Weise  unter  sich  ver- 


'  Deutet  man  a,  5,  e,  d  als  Tetraederkoordinaten  eines  Punktes  im  Räume, 
■o  stellen  die  Gleichungen  Oj  =  0,  .  .  rf,  =  0  3'4  Ebenen  vor,  die  drei  Tetraeder 
bilden.  Bestehen  dann  die  Gleichungen  (3),  so  sagt  man,  „die  drei  Tetraeder 
befinden  sich  in  desmischer  Lage*^ 
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tauscht  und  gewisse  Vorzeichen  ändert    Will  man  z.  B.  o^  mit  &^ 
yertauschen,  so  hat  man  die  zwölf  Argumente  zu  ersetzen  durch: 


a 


2 


^        -  ^         -  ^1 


-  ^8        -  «8 


'8 


^8. 


§  26.    Hilfssatze. 

Ist  eine  beliebige  Anzahl  untereinander  zu  tf  «s  0  inkongruenter 
Punkte  u^f  u^  .  . ,  u^  gegeben,  so  erhält  man  eine  elliptische  Funktion 
der  Variabein  u^,  die  sie  alle  zu  Nullpunkten  hat>.  wenn  man  die 
Determinante  bildet: 

I  1    P^o   P^o P^""^^«o 

1     pu^     ^'Mj  ..../?(""  ^^ttj 


1)  q>{uQ,  ttj,  Uj tij  = 


pu.    p  u. 


•     •    •    • 


f(»  - 1) 


«2 


1    pu^   p'u^....p(*'^)u^ 

Diese  Funktion  ist  im  fundamentalen  PeriodenparaUelogramm 
überall  regulär,  außer  in  u  =  0,  wo  sie  einen  Pol  der  Ordnung  n  +  1 
hat;  folglich  hat  sie  nach  §  16,  3  außer  den  zu  ihrer  Definition 
dienenden  n  Nullpunkten  noch  einen  (n  +  l)^^  in: 

-  ("l    +  Mg  +    •  •  •    +  "«)• 

Sie  läßt  sich  daher  nach  §  22,  U  folgendermaßen  durch  einen 
Quotienten  von  <r-Produkten  ausdrücken: 


2) 


C  '  - 
n 


cr(Mi  -  tt„)  (r(«,  -  Wo)  •  •  •  <^(«*«  -  «*o)  <^K  +  «*i  +  Uf  +  .  .  .  +  «,) 


n  +  1 


Ur 


Der  Faktor  c^  hängt  nicht  mehr  von  Uq  ab,  wohl  aber  noch 
von  u^,  2^2  -  *  *'  ^n'  ^™  ^^^  ^^  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits 
nach  Potenzen  von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  der  Anfangs- 
glieder.    So  finden  wir: 

3)     —  nl  (f  (Mj,  u^.  ,  ,u^=^c^(tu^(tu^,  ,  .  Gu^a{u^  +  Wj  +  •  •  •  +^^ 

Andrerseits  besteht  aber  auch,  ebenso  wie  (2),  die  Gleichung: 
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wo  c^^j  aach  Yon  «^  nicht  mehr  abhängt,  sondern  nur  mehr  Ton  u^, 
«3 . . .  t<^.    Es  folgt  also: 

Fahren  wir  so  fort,  so  können  wir  c^  schließlich  durch  c^  aus- 
irücken,  das  nur  noch  eine  Funktion  von  u^  sein  kann.  Wir  er- 
iialten: 

lind  Gleichung  (1)  von  §  23  zeigt,  daß: 

1 

gesetzt  werden  muß.     Somit  gilt  die  Gleichung: 


7) 


(—  1)"2!  3!  4!  .    .  ix!  ^^^  +  U|  +  u,  +  . . .  '¥Un)n^{ua  -  k^)^ 

(er  t«o  a  Uj  (TU,  .  .  .  er t*J"  ■*"  ^ 


das  Produkt  erstreckt  über  alle  Paare  von  Zahlen  a^  ß  aus  der 
Reihe  0,  1,  2  .  .  .  n,  für  die  a  >  /?  ist. 

Die  Ableitung  dieser  Formel  setzte  implicite  voraus,  daß  keine 
der  Summen  m^  +  Wj  +  ...  +  "„>  m^  +  «g  +  ...  +  «^  .  . .,  u^_i  +  u^ 
der  Null  kongruent  sei ;  die  Formel  selbst  gilt  aber  nach  I,  §  39,  HE, 
solange  ihre  beiden  Seiten  reguläre  Funktionen  der  Argumente  sind, 
i  h.  solange  nur  keines  der  u  selbst  =0  ist 

Einen  interessanten  speziellen  Fall  der  Gleichung  (7)  erhält 
man,  wenn  man  in  ihr 

})  Mj  =  «2  =  .  .  .  =  M^  =  t? 

jetzt  Dabei  werden  allerdings  zunächst  beide  Seiten  identisch  Null; 
iber  man  erhält  von  Null  verschiedene  Grenzwerte,  wenn  man  erst 
)eiderseits  mit  n{ua  —  Uß)  dividiert  und  dann  den  durch  (8)  ge- 
forderten Grenztibergang  vollzieht  Die  Determinante  (1)  kann 
lämlich  auch  so  geschrieben  werden,  daß  man  die  dritte  Zeile  er- 
setzt durch: 

Dividiert  man  dann  durch  {u^  —  w^)  und  setzt  hierauf  Mj  =  m^  =  t;, 
jo  wird  diese  Zeile: 

0,  p'  V,  p'  V  .  .  ./?(") r. 
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bezw.  Pole  einen  geeigneten  Repräsentanten  auswählen.  Da  wir 
femer  gesehen  haben,  daß  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben 
Nullpunkten  und  denselben  Polen  sich  nur  durch  einen  Ton  u  un- 
abhängigen Faktor  unterscheiden  können,  so  können  wir  schließen: 

IL  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  in  der  Form  (1),  mit  den 
Bedingungen  (2)  und  (3),  als  Quotient  von  Sigmaprodukten  darstellen. 

Man  beachte,  daß  die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  nirgends 
voraussetzen,  daß  die  aj^  oder  die  bj^  voneinander  verschieden  seien. 
Die  Sätze  I  und  11  gelten  vielmehr  auch  für  mehrfache  Nullpunkte 
und  mehrfache  Pole ;  man  hat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  B.  ein  Wacher 
Nullpunkt  der  Fimktion  werden  soll,  /-mal  unter  die  a^  aufzunehmen. 

§  23.    Ein  wichtiger  Spezialfall;  Additionstheoreme  der  Funictionen 

pu  und  pu. 

Wir  wenden  den  Satz  II  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  auf 
die  Funktion  pu  —  pv  an,  indem  wir  unter  v  eine  von  u  unab- 
hängige Größe  verstehen,  von  der  wir  vorläufig  voraussetzen,  daß  sie 
nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei.  Diese  Funktion  wird,  als 
Funktion  von  u  betrachtet,  für  m  =  0  von  der  2.  Ordnung  unendlich 
groß,  dagegen  für  die  beiden  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
inkongruenten  Werte  w  =  t?  und  m  =  —  t;  Null,  und  zwar  nur  von 
der  ersten  Ordnung,  da  dann  p'v  und/?'(—  v)  von  Null  verschieden 
sind.  In  allen  Punkten,  die  weder  zu  0,  noch  zu  v,  noch  zu  -«^ 
kongruent  sind,  ist  sie  endlich  und  von  0  verschieden.  Die  ge- 
nannten Pole  und  Nullpunkte  sind  unter  den  unendlich  vielen  zu 
ihnen  kongruenten  schon  so  ausgewählt,  daß  die  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  genau  (nicht  etwa  bloß  bis  auf  Perioden)  be- 
steht.    Also  ist  die  zu  untersuchende  Funktion  von: 

er  (w  —  17)  (T  («*  +  r) 


nur  um  einen  Faktor  verschieden,  der  von  u  unabhängig  ist   (abe 
deswegen  nicht  auch  von  t;  unabhängig  zu  sein  braucht).     Um  ih: 
zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  un< 
vergleichen  die  Koeffizienten  von  w^.    Wir  erhalten  so: 
I.  die  fundamentale  Formel: 

IX                                                               <t(u  +  v),(t(u  —  v) 
1)  pu—pv= ^ 


(T^u ,  a^v 


Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  mußten  wir  voraussetzen,  da 
V  nicht  gleich  einer  halben  Periode  sei;  wir  können  uns  nachträglic 
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•n  dieser  Einschränkimg  wieder  frei  machen.  Denn  da  auf  beiden 
iten  eindeutige  analytische  Funktionen  auch  von  v  stehen,  so 
ässen  (nach  I,  §  39,  lU)  beide  Seiten  übereinstimmen  ftir  alle  die- 
[ligen  Werte  von  v,  für  die  sie  Bedeutung  haben. 

Aus  der  somit  als  allgemein  gültig  bewiesenen  Formel  leiten 
ir  zunächst  durch  logarithmische  Differentiation  nach  u,  bezw.  v 
e  beiden  folgenden  her: 


p  u 


pu  —  pv 
—  p'  V 


=  ?(«  +  w)  +  ?(a-»)-2fK, 


)  ^^^^  =  f(«  +  »)-C(«-t;)-2C». 

P  U  —  p  V  =»\'/=»\  /  =• 

US  diesen  ergiebt  sich  durch  Addition: 

n.  das  sogenannte  Additionstheorem  der  Punktion  ^u: 


^{U  +  V)=:^U  +  ^V  +  ^ 


p  U^p  V  ^ 


pu  —  pv 

ud  aus  diesem  durch  abermalige  Differentiation  nach  u: 
ITT,  da^  Additionstheorem  der  Funktion  pu  in  der  Form: 

*^  ^  '      *^  *  Ott    pu  —  pv 

Dem  letzteren  kann  man  noch  verschiedene  andere  Formen 
iben.  Führt  man  zunächst  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die 
leichungen  (6)  und  (15)  von  §  18,  so  erhält  man: 

r.^.  ^  .,^  —  r»,/  j_  (gp'«  -  i9i)ip^ -  pt*)  +  4p» M  -  g^pu -  g^- p'up'v 

'^  ^  '       '^  2{pu  —  pvy 

id  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

,            ,       2{pupv'-  \g^)ipu-\-pv)'-g^  -p'up'v 
^^"  +  ''^  = 2(pu-pvf 

Vertauscht  man  femer  in  Gleichung  (6)  u  mit  v  und  verbindet 
ie  so  entstehende  Gleichung  mit  (6),  so  erhält  man: 


p{u  +  v)+pu+pv^\{^^^U^'^^" 


Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  +  v  und  v  durch 
-p,  so  findet  man,  daß  ihre  linke  Seite  auch  gleich: 

j  Ip'ju  +  p)  +  p'vV 
^\p{u-\-v)-pv)j 

t    Es  muß  also  auch: 

p'u  —  p'v _\    P'  ('^  "*■ '')  "*"  P^ 

pu  —  pv  p(u-{'V)-~pv 
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sein;  Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  u  zeigt,  da 
untere  Zeichen  das  richtige  ist.  Diese  Formel  nimmt  eine 
metrische  Gestalt  an,  wenn  man  ein  drittes  Argument  w  8( 
führt,  daß: 


9) 


u  +  V  +  w  =  0 


wird;  sie  lautet  dann: 
10) 

oder  in  Determinantenform: 


p  u  —  p  V p  w  —  p  V 

pu  —  pv    "~   pw -^  pv 


11) 


1  pu  p  u 
1  pv  p  V 
1     pw    p'w 


=  0. 


Durch  Vertauschung  von  v  mit   —  v  erhält  man  Forme 
/?  (tt  —  t?),  die  sich  mit  den  schon  erhaltenen  in  mannigfacher 
verbinden  lassen.     Unter  diesen  Verbindungen  sei  erwähnt: 


12)     p[u  +  v)^p[u^v)^-^'^-,^ 


ö« 


(pu  —  pv)*       dudv 


log(pu  —pv) 


aus  ihr  entspringt  durch  doppelte  Integration  in  Bezug  auf 
auf  V  wieder  die  Ausgangs formel  (1). 

Das  Additionstheorem    der  Funktion  pu   erhält  man  aj 
quemsten,  indem  man  Gleichung  (5)  nach  v  differentiiert;  man  1 


13) 


/»'(«  +  »)=  -i^, 


p  u  —  p  V 
dudv    pu — pv 


\  (pv  —  puf         2  (pv  —  puY  I  ^ 

|_(p>)'  P"u 1     ,^ 

l  {pu  —  pvf  2  (pv  —  püf  I  ^ 


Die  wesentlichste  Eigenschaft  dieser  Formeln  sprechen  w 
drücklich  aus  in  dem  Satze: 

IV.  p{u  +  v)  und  p  (w  +  v)  drücken  sich  rational  aus  dur 
pv,  pu,  pv. 

Man  kann  sie  auch  noch  etwas  anders  fassen;  man  kam 
lieh  mit  Hilfe  der  Gleichung  von  §  18  und  der  aus  ihr  durc 
tauschung  von  u  und  v  hervorgehenden  p'u  und  pv,  bezw.  p 
pv  eliminieren.     Man  findet  dann: 


r 
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V.  Zwischen  /?(«  +  v\  puj  pv  —  und  ebenso  zwischen  p'  {tu,  +  t?), 
/?'«,  /i'v  —  besteht  für  beliebige  iVerte  von  u  und  v  eine  algebraische 
Gleichung,  deren  Koeffizienten  von  u  und  v  unabhängig  sind. 

Von  einer  Funktion,  die  diese  Eigenschaft  hat,  sagt  man,  sie 
besitze  ein  algebraisches  Additionstheorem.^ 

Wir  schließen  noch  die  Darstellung  von  p'u  als  Quotient  von 
Sigmaprodukten  an.  Diese  Funktion  wird  nach  §  17  (3)  für  w  =  0  von 
der  dritten  Ordnung  unendlich  und  nach  §  18,111  in  den  drei  Punkten 
Wj,  üj,  CÖ3  je  von  der  ersten  Ordnung  Null.  Diese  Punkte  gentigen 
der  Bedingung  §  23,  3;  es  ist  also: 


§  24.    Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funktionen. 

Nach  §  13,  VI  ist  eine*  elliptische  Funktion  bis  auf  eine  additive 
Xonstante  bestimmt,  wenn  für  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  in  der  zugehörigen  Reihenentwicklung  der  Funktion 
bekannt  sind.  Wir  wissen  bereits  aus  §  14,  V,  daß  diese  Glieder 
der  einen  Einschränkung  unterliegen,  daß  die  Summe  der  Besiduen 
gleich  Nul]  sein  muß;  ob  sie  noch  andern  Bedingungen  unterworfen 
and,  blieb  damals  dahingestellt  Wir  wollen  jetzt  versuchen,  eine 
elliptische  Funktion  zu  bilden,  für  die  jene  Glieder  in  Uberein- 
stimmung  mit  jener  Bedingung,  im  übrigen  aber  ganz  willkürlich 
vorgeschrieben  sind. 

Wir  nehmen  den  einfachsten  Fall  voraus,  daß  die  vorgeschrie- 
benen Pole  a^^  (k  =  1,  2  .  . .  n)  alle  einfach  sind.  Die  Residuen  in 
ihnen,  Aj^,  müssen  der  Bedingung  genügen: 

1)  A^  +  A^+  ...  +A^^0. 

Eine  Funktion,  die  diese  vorgeschriebenen  Pole  und  Residuen 
bat,  ist: 

2)  rfj{u)  =  ^1  C("  -  «1)  +  ^s  ?(m  -  «2)  +  •  •  •  +  ^n ?("  -  «J- 

Die  einzelnen  Terme  dieser  Funktion  sind  freilich  keine  ellip- 
tischen Funktionen;  vielmehr  tritt  zu  jedem  von  ihnen  nach  §  19  (9) 
eine  Eonstante  2  tj .  A^^,  wenn  man  das  Argument  u  um  eine  Periode 
2ß)  vermehrt     Aber  die  Summe  dieser  Eonstanten  ist  Null,  eben 


*  Man  beachte,   daß  Gleichung  (4)   kein  algebraisches  Additionstheorem 
Vorstellt,  da  zwischen  pu  und  ^u  keine  algebraische  Gleichung  besteht 
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wegen  der  Yorausgesetzten  Relation  (1).    Also  ist  rp{u)  in  der  T 
eine  elliptische  Funktion  mit  den  verlangten  Eigenschaften. 

Gehen  wir  nunmehr  zum  allgemeinsten  Fall  über;  nehmen 
an^   für  jeden  Pol  Oy  sei  die  Ordnungszahl   k^  gegeben   und 
Aggregat  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  zugehöri 
Reihenentwicklung  der  zu  bildenden  Funktion,  etwa  in  der  Fo 


r,      »y 


QN  Ärl  .  Ay2  .  .  ^^  *i 

Auch  hier  müssen  die  Residuen  A^x  natürlich  der  Beding 
genügen: 

4)  Jjj  +  J,j  +  . . .  +  A^^  =  0. 

Dann  können  wir  uns  zunächst  aus  ^7/  und  seinen  AbleituD 
eine  Funktion  bilden,  die  für  u^  a^  einen  Pol  der  vorgeschriebe 
Art  hat  und  sonst  im  ganzen  Periodenparallelogramm  regulär 
nämlich: 


5) 


-  +  -...  +(-l)*'-l^-^p(*-2)(«_ 


Diese  Funktion  selbst  ist  nicht  doppeltperiodisch;  bilden 
aber  die  Summe  der  so  für  die  einzelnen  Pole  aufzustellen 
Funktionen  von  i/  =  1  bis  t/  =  w,  so  erhalten  wir  in  der  That  ( 
elliptische  Funktion,  eben  wegen  der  Relation  (4).  Jede  anc 
elUptische  Funktion  der  verlangten  Art  kann  sich  von  der  so 
bildeten  nur  durch  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Sc 
haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion,  die  an  vorgeschriebenen  Stellen  in 
geschriebener    Weise   unendlich    werden    soll,    läßt    sich   in    der   I 
darstellen: 


6) 


n     , 

f\u)     =      C    +      2     {      Al    b   («^      —      «V)     +      Ay2P    (W    —    ö,.)      —      i    Äy^p'    (?/- 

+  -  +  ...+(-l)*-l-^i^p(*'-2)(„- 


und  jeder    solche    Ausdruck    stellt    eine    elliptische   Funktion    der 
langten  Art  dar.^ 


^  Man  kann  die  Formelu  §  28,  (2)— (5)  als  spezielle  Fftlle  dieses  S 
ansehen. 


§  24.     FarHalhruiChxerlegung  der  eüipHschen  Funktionen, 
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Die  Formel  (6)  ist  ein  Analogon  zur  Zerlegung  einer  rationalen 
Funktion  in  Partialbrache;  wir  werden  aus  ihr  mannigfache  Eon- 
tequensen  ziehen.  Zunächst  ermöglicht  sie  wie  jene  Zerlegungs- 
formel die  Integration;  man  findet: 


') 


JA«)  </«  =  C«  +  C,  +  2 1  J,i  log  ff  («  —  a,)  —  ^2  f  (k  —  a,) 


abo  den  Satz: 

IL  Das  Integral  einer  beliebigen   elliptischen  Funktion  setzt  sich 
aug  folgenden  Bestandteilen  zusammen: 

1.  einer  elliptischen  Funktion; 

2.  einer  linearen  Funktion; 

3.  einer  Summe  von  ^-Funktionen; 

4.  einer  Summe  von  Logarithmen  von  Sigmafunktionen, 

(Wenn  man  will,  kann  man  die  Anzahl  der  ^-Funktionen  auf 
1  reduzieren,  da  die  DiflFerenz  ^{u  —  a)  —  ^u  nach  §  23,  Gleichung  (4) 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist) 

Andrerseits  liefert  Formel  (6)  auch  noch  einen  für  die  Theorie 
der  eUiptischen  Funktionen  selbst  fundamentalen  Satz.  Die  in  ihr 
Vorkommenden  höheren  Ableitungen  von  p{u  —  ay)  lassen  sich  nach 
S  18,  IV  rational  durch  p{u  —  a^)  und  p'{u  —  a^)  ausdrücken,  diese 
nieder  nach  §  28,  IV  rational  durch  pu  und  pu  (und  die  Kon- 
ttanten pa^,  P' ^y  Auch  C(w  —  fly)  drückt  sich,  wie  eben  schon 
lienutzt  wurde,  rational  aus  durch  ^u,  pu,  pu  imd  Konstante. 
Wesentlich  ist  nun,  daß  dabei  aus  der  Summe  (6)  vermöge  der 
Selation  (4)  ^t<  herausfällt,  sodaß  man  den  Satz  erhält: 

HU  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  durch  die  zu  demselben 
JPeriodenparaüelogramm  gehörenden  Funkäonen  pu,  pu  rational  aus^ 
drucken. 

Durch  analoge  Umformungen  wie  in  §  4,  Gleichungen  (4)  bis  (6) 
können  wir  jede  rationale  Funktion  von  p  u  und  p  u  auf  die  Form 
«fingen: 

8)  f{u)^A  +  Bp  u, 

in  der  A,  B  rationale  Funktionen  von  p  u  allein  bedeuten.  Ist  dann 
f(u)==f{—  u),  so  folgt,  daß  B=0  sein  muß;  ist  aber  f{u)  =  —  f{—  u), 
90  folgt  ^  =  0.  Wir  können  also  Satz  III  durch  folgenden  Zusatz 
«ganzen: 

BcTBKBABOT,   Fimkttoneii.    ü.  5 
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IV.  Jede  gerade  elliptische  Funktion  ist  eine  rationale  Funkim 
der  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörenden  Funktion  ptf 
jede  ungerade  elliptische  Funktion  das  Produkt  einer  solchen  FunkÜM 

in  p'  u. 

Aus  Satz  in  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen.  Hat  man 
zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörende  elliptische 
Funktionen,  so  kann  man  aus  ihren  Ausdrücken  durch  p  u  und  f% 
und  aus  der  zwischen  pu  und  pu  bestehenden  Gleichung  /^u  und 
pu  eliminieren.     Daraus  folgt: 

V.  Ztoischen  irgend  zwei  elliptischen  Funktionen  desselben  Periodeih 
Parallelogramms  besteht  eine  algebraische  Gleichung  mit  von  u  unalh 
hängigen  Koeffizienten, 

Ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes  ergiebt  sich,  wenn  man  be- 
achtet, daß  die  Ableitung  einer  elliptischen  Funktion  selbst  eine 
solche  Funktion  ist;  nämlich: 

VI.  Jede  elliptische  Funktion  genügt  einer  algebraischen  DifferenJ&al' 
gleichung  erster  Ordnung  höheren  Grades,  in  der  die  unabhängige  Ter" 
änderliche   explicite   nicht   vorkommt;    mit  andern   Worten  ^    sie   ist  di$ 
Umkehrungsfunktion  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion. 

Eliminiert  man  endlich  aus  den  Gleichimgen,  die  f(u+9\ 
f{u),  f{v),  bezw.  mit  p{u  +  v)j  pu,  pv  verbinden,  und  aus  dem 
Additionstheorem  der  Funktion  f>M  (§  28,  V)  die  drei  zuletzt  ge- 
nannten Größen,  so  findet  man: 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  besitzt  ein  algebraisches  Addition^ 
theorem} 

§  25.    Das  Additionstheorem  der  Sigmafbnktion. 

Die  Funktion  au  besitzt  kein  algebraisches  Additionstheorem 
in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne.  Doch  besteht  z¥ri8chen  Sigma- 
funktion  linear  verknüpfter  Argumente  eine  allgemeine  Relation,  die; 
eine  große  Anzahl  interessanter  Spezialfälle  in  sich  schließt  und  die^ 
man  im  weiteren  Sinne  als  Additionstheorem  der  Sigmafunktioa 
bezeichnen  kann.  Man  kann  sie  auf  verschiedene  Arten  ableiten; 
z.  B.  indem  man  in  der  algebraischen  Identität: 

{x  -  y)[z  ^t)  +  [x-z)[t^y)  +  [x-  t)[y  -  z)  =  0 


*  Weierstrass  hat  in  seinen  Vorlesungen  auch  die  Umkehrong  dieeei 
Satzes  bewiesen :  daß  nämlich  alle  Funktionen  einer  Variabein  mit  algebraischen 
Additionstheorem  algebraische  Funktionen  von  elliptischen  Fanktionen  ode 
Ausartungen  von  solchen  (vgl.  den  IX.  Abschnitt)  sind. 
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I       tt  +  Mg  =  Äg,     tt  -  Mj,  =   —  C,,      W3  +  ttj  =   —  C?2>     ««3  —  ^1  =  «S» 


die  Substitutionen: 

^^pu,    y^pu^s     z=pu^,    t^pu^ 

Tornimmt  und  dann  die  Fundamentalformel  §  23^  1  anwendet  Man 
erhält  so: 

+  *T  (m  +  W3)  (7  (ti  —  «3)  0-  (Mj  +  ttg)  <r  (Mj  —  ttg)  =  0. 

Eine  noch  symmetrischere  Gestalt  nimmt  diese  Formel  durch 
Einführung  neuer  Variabler  an.    Setzt  man  nämlich: 

tt  +  ttj  =  *i,    w  -  Mj  =  -  Cj,   »Tg  +  V3  =  -  ^,   «a  -  ^s  =  «i> 

2)  ' 

I      tt  +  «3  =  *8»      «  -  "s  =    -  ^3'     «1   +  «2  =    -  ^3>     ^1  —  «2  =  S> 

80  kann  man  jedes  der  drei  Systeme  von  je  vier  Größen  a,  i,  c,  d 
als  ein  System  unabhängiger  Veränderlicher  ansehen  und  die  Größen 
der  beiden  andern  Systeme  durch  sie  ausdrücken.  Man  erhält  so 
die  Gleichungssysteme: 

2  a,  =  —  Oj  —  Ä,  —  Cj  —  rfj  2  «3  =  —  Cj  +  ^j  +  Cj  +  (ij 

2  ij  =       Ol  +  *i  -  ^1  -  c^i  2  ^3  =  -  aj  +  *i  -  Cj  -  cfj 

3)  { 
2  Cjj  =       öj  —  ij  +  Cj  —  </i  2  C3  =  —  flj  —  Äj  +  Cj  —  rfj 

sowie  zwei  andere,  die  aus  ihnen  durch  cyklische  Vertauschung  der 
Indices  1^  2,  3  hervorgehen.^  Man  kann  demnach  das  „Additions- 
^earem  der  Sigmafunktion^  folgendermaßen  aussprechen: 

Wenn  zwischen  drei  Systemen   von  je  vier  Großen  die  Relationen 
(3)  bestehen^  so  ist  stets: 

4)  0" Oj  rx  ij  0"  Cj  CT ^1  +  ö" flg  0" Äj  rx  fj  ö"  <ij  +  <r  Oj  0"  ij  ö"  C3  <r  c/'3  =  0. 

Man  beachte  noch,  daß  man  in  diesen  Formeln  nicht  nur 
die  Indices  1^  2^  3  cyklisch  vertauschen  kann,  sondern  auch  die 
Buchstaben  mit  gleichem  Index^  wenn  man  nur  gleichzeitig  auch  die 
Bucbstaben  mit  andern  Indices  in  gewisser  Weise  unter  sich  ver- 


1  Deutet  man  a,  fr,  c,  d  als  Tetraederkoordinaten  eines  Punktes  im  Eaume, 
8D  stellen  die  Gleichungen  a^  =  0 ,  .  .  g^,  =  0  3  •  4  Ebenen  vor,  die  drei  Tetraeder 
bilden.  Bestehen  dann  die  Gleichungen  (3),  so  sagt  man,  „die  drei  Tetraeder 
befinden  sich  in  desmischer  Lage^S 

5* 
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tauscht  nnd  gewisse  Vorzeichen  ändert.     Will  man  z.  B.  a^  mit 
vertauschen,  so  hat  man  die  zwölf  Argumente  zn  ersetzen  durch 


ö,  Ol 

-  *8      -  «8 


-^      -^» 


^3- 


§  26.    Hilfssätze. 

Ist  eine  beliebige  Anzahl  untereinander  zu  v  ==  0  inkongrueD 
Punkte  u^,  u^  .  . ,  u^  gegeben,  so  erhält  man  eine  elliptische  Funkt 
der  Variabein  Uq,  die  sie  alle  zu  Nullpunkten  hat>.  wenn  man 
Determinante  bildet: 


1)  y  K»    «1»   «2  — 0  = 


1    P^o    V'^o 7^^" 

1    pu^    p^  u^  ,  ,  ,  ./?(" 

1    pu^    pu^ ;?<» 


-i>tt.  I 


-1) 


-1) 


u. 


tt. 


1      /'«n     P'^n--V^'"'^^^n 

Diese  Funktion  ist  im  fundamentalen  Periodenparallelograo 
tiberall  regulär,  außer  in  m  =  0,  wo  sie  einen  Pol  der  Ordnung  n  -{ 
hat;  folglich  hat  sie  nach  §  16,  3  außer  den  zu  ihrer  Definiti 
dienenden  n  Nullpunkten  noch  einen  (w  +  l)*®"*  in: 

—  («1    +  ^2  +    .  .  .    +  Wj- 

Sie  läßt  sich  daher  nach  §  22,  II  folgendermaßen  durch  eii 
Quotienten  von  *T-Produkten  ausdrücken: 


2) 


tr(Mi  -  «o)  (r(Ug  -  u^.  .  .  (t{u„  -  Mq)  (r(Wo  +  Wi  +  m,  +  .  . .  +  m«) 


,n  +  l 


Ur 


Der  Faktor  c^  hängt  nicht  mehr  von  u^  ab,  wohl  aber  nc 
von  Mj,  Wg  •  •  V  ^„5  ^D^  ilii^  zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beidersc 
nach  Potenzen  von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  der  Anfeua 
glieder.     So  finden  wir: 

3)        —  nlff  {u^,    Mg  •  •  •  W J  =  C^  (7  Mj  <7  Wg  .  .  .  *7 M^  ö"  (Mj  +  Mg  +    •  •  •   + 

Andrerseits  besteht  aber  auch,  ebenso  wie  (2),  die  Gleichu 
4)    <?(«„«,..  wJ  =  c„_,  !'J^^L^'>  ■  ■ :  '^K^«.)<r(«.+«,+  ...+u.) 
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wo  c^j  auch  Yon  u^  nicht  mehr  abhängt^  sondern  nur  mehr  von  u^, 
«, . . .  v^.    Es  folgt  also: 

Fahren  wir  so  fort^  so  können  wir  c^  schließlich  durch  c^  aus- 
drücken^ das  nur  noch  eine  Funktion  von  u^  sein  kann.  Wir  er- 
lialten: 

6)        ViK^l^^f^^-P^^l+P^'n^^i  er»«,,, ^5 

und  Gleichung  (1)  von  §  23  zeigt,  daß: 

1 

c,  = z — 

gesetzt  werden  muß.     Somit  gilt  die  Gleichung: 


7) 


(— 1)1*21  3!  4!         „f  <yK  4-Ui  -f  u,  +  . ..  +M,)/7(r(t<a  -  uß) ^ 

((T  f<o  (T  Uj  (T  tl,  .  .  .  (T  t*„)*  "•■  ^ 


das  Produkt   erstreckt  über   alle  Paare   von  Zahlen  a,  ß  aus  der 
Eeihe  0,  1,  2  . .  .  n,  für  die  a  >  /?  ist 

Die  Ableitung  dieser  Formel  setzte  implicite  voraus^  daß  keine 

der  Summen  Mj  +  li,  +  . . .  +  m^,  "2  +  "3  +  •  •  •  ■^"  ^'n  •  •  •»  "n— 1  +  "« 
der  Null  kongruent  sei;  die  Formel  selbst  gilt  aber  nach  I^  §  39,  III, 

solange  ihre  beiden  Seiten  reguläre  Funktionen  der  Argumente  sind, 

d.  h.  solange  nur  keines  der  u  selbst  =0  ist 

Einen   interessanten   speziellen   Fall   der   Gleichung  (7)   erhält 

man,  wenn  man  in  ihr 

8)  ttj  =  Mg  ==  . .  .  =  M^  =  t? 

setzt  Dabei  werden  allerdings  zunächst  beide  Seiten  identisch  Null ; 
aber  man  erhält  von  Null  verschiedene  Grenzwerte,  wenn  man  erst 
beiderseits  mit  n{Ua  —  Uß)  dividiert  und  dann  den  durch  (8)  ge- 
fiederten Grenzübergang  vollzieht  Die  Determinante  (1)  kann 
nimlich  auch  so  geschrieben  werden,  daß  man  die  dritte  Zeile  er- 
setzt durch: 

Dividiert  man  dann  durch  (Wg  —  Wj)  und  setzt  hierauf  «^  =  w^  =  », 
10  wird  diese  Zeile: 

0,  p  Vj  p"  V  .  ,  .  p^^>v. 
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Dann  kann  man  die  vierte  Zeile  ersetzen  durch: 

0,  pus  -pv-  («8  -  v)p'vj  P'^s  -/^  -■  K  -  ^)P"^  •  •  • 

und  wenn  man  mit  ^(u^  —  vy  dividiert  und  dann  auch  u^^voe 
80  wird  diese  vierte  Zeüe: 

0,   p"  V,    p"v  . .  . 
So  fortfahrend  erhält  man  schließlich  links: 


i 

.1 

pu 

p'u  . . .  .p^*-^^u 

1 

pv 

p' V  ...  .p^*~^fv 

2!  3!  . 

1 

. .  («  -  1)! 

0 
0 

p'v 
p"v 

p"v  .  .  .  ./><">» 
p"'v ;,(»  +  i)» 

rechts  dagegen,  mit  Bticksicht  aiif  §  20,  2: 

(-  l)-2!  3!  . . .  n!  M«  +  nr)a"(r  -  „) 

Wenn  man  also  noch  links  die  Determinante  etwas  vereinf» 
erh&lt  man: 


9) 


pu  —  pv  p  u  —  p  V 

f  ff 

p  V  p  V 

p"v  p"'v 


•    •    •    • 


(n-l)j£  _  «(n-l) 


V 


-  (2!  8!  ...  (71  -  l)!Vn!^^^tr'^''^^ü"^N 

und  wenn  man  hier  noch  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  entwic 
und  die  Koeffizienten  von  w  "  "  "  ^  vergleicht: 


10) 


p  V 

fv 


p  ^ 

f'v 


p 


(n  +  1) 


ü 


^(n  -  1)  j;  p(n)u  ^  ^  ^  ^(2n  -  2)  ^^ 


=  (_l)n-i^2!3!...(n-l)!)^-! 


a»»f 


§  27.   Die  Multiplikation  des  Arguments  der  elliptischen  Funictio 

In  den  in  §  23  mitgeteilten  Formen  des  Additionstheorems 
Funktion /?  2^  kann  man  nicht  ohne  weiteres  o  =  ti   setzen,   in 
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man  dadurch  nnbestimmte  Ausdrücke  der  Form  0/0  erhalten  würde. 
Man  könnte  diese  Unbestimmtheit  (analog  ¥rie  in  §  4)  dadurch  be- 
seitigen,  daß  man  erst  im  Zähler  und  Nenner  mit  demjenigen  Wert 
moltiplizierty  in  den  der  Zähler  durch  Vertauschung  von  u  mit  —  u 
übergeht,  dann  {p'uy  und  {p'vY  durch  ihre  Ausdrücke  in  pu,  bezw. 
pv  ersetzt  und  schließlich,  was  durch  diese  Umformung  möglich 
geworden  ist,  Zähler  und  Nenner  durch  (pu  —  pv)^  dividiert  Ein- 
facher ist  es,  den  ,,wahren  Wert"  der  unbestimmten  Ausdrücke  nach 
den  Kegeln  der  Differentialrechnung  zu  bestimmen ;  ^  die  dabei  auf- 
tretenden höheren  Ableitungen  von  pu  können  nach  §  18,  IV  durch 
pu  und  p'u  ersetzt  werden.     Man  findet  so: 


1)  ^(2^)^(PVi^«)'  +  2iy«P'^, 

'  '  ^      '     .     4p*u  -  g^pu  -  g^ 


also  gleich  einer  rationalen  Funktion  vierten  Grades  von  pu.  Auf 
demselben  Wege,  oder  durch  Differentiation  der  bereits  abgeleiteten 
Gleichung  (1),  erhält  man  p'{2u)  ausgedrückt  durch  das  Produkt  aus 
pu  in  eine  rationale  Funktion  6.  Grades  von  pu. 

Setzt  man  in  den  Additionstheoremen  t?  =  2 1/  und  benutzt  die 
bereits  abgeleiteten  Ausdrücke  von  p  (2  u)  und  p  (2  ti),  so  erhält  man 
analoge  Ausdrücke  für  p{Su)  und  p  {3  u).  So  könnte  man  fortfahren; 
indessen  erlangt  man  auf  diesem  Wege  keinen  Einblick  in  das  all- 
gemeine Bildungsgesetz  der  auftretenden  rationalen  Funktionen. 

Zu  einem  solchen  Einblick  gelangt  man  dagegen  durch  folgende 

Überlegungen.    Wir  betrachten  p  (n  u)  als  Funktion  von  u.     Aus  den 

Periodicitätseigenschaften  von  pu  folgt,  daß  auch  p{nu)  ungeändert 

bleibt,  wenn  man  u  um  2h^cQ^  +  2h^o)^  vermehrt;  also  haben  wir 

zunächst: 

L  p{nu)  gehörig  als  Funktion  von  u  betrachtet,  zu  den  elliptischen 
Funktionen  des  Periodenparaüelogramms  (2  ca^ ,  2  0)3). 

Femer  ist  pijiu)  ebenso  wie  pu  eine  gerade  Funktion  von  u. 
Also  folgt  aus  §  24,  IV: 

n.  p  (n  u)  ist  gleich  einer  rationalen  Funktion  von  p  u. 
Zu  einer  expliciten  Darstellung  dieser  rationalen  Funktion  ge- 
langen wir,  wenn  wir  zunächst  aus  §  23,  (1)  die  Formel  ableiten: 

o\  •, /« .,\       ^ .,  (r(nu-f  u)  (j(nu  -  u) 


'  Deren  Anwendung   unterliegt  hier   keinen  Bedenken,    da   Zähler  und 
Nenner  in  dem  zu  nntersnchenden  Punkte  regulär  sind. 
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Wir  können  dafür  schreiben: 


3) 


/  \  Vn  +  lM- Vn_i(tf) 


wenn  wir  mit  '^J{u)  die  Funktion  bezeichnen: 

au 

die  in  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen  explicite  durch  pu  vsA 
seine  Ableitungen  dargestellt  ist.  Insbesondere  erhält  man^  f&r  die 
niedrigsten  Werte  von  n: 


5) 
6) 


•^1  («)  =  1 . 

Y»,  (k)  =  -  p'u, 


7) 


Vs  («)  =  i 


p  U   p    U  ^ 


p  u  p    u 
=  i{  12;?tt(4;?»M  -  ^377M  -  g^)  -  (6;?»«  -  |^,)*} 

Für  größere  Werte  von  n  (von  n  =  5  an)  kann  man  sich  der 
ßekursionsformel: 

bedienen^  die  man  erhält,  wenn  man  aus  (2),  aus  der  entsprechenden 
Gleichung  mit  m  statt  n  und  aus: 

/       V           /      X               (T  (mu  ■{- nu)  a  (mu  —  nu) 
pimu)  —  p{nu)  = _-  -  > -• 

die  Funktionen  ;?  eliminiert. 


(T^mu  a^nu 


§  28.    Elliptische  Funktionen  II.  Art. 

Neben  den  bisher  allein  betrachteten  Funktionen  treten  häufig 
noch  andere  auf,  die  wir  im  Anschluß  an  Hebmite  folgendermaßen 
definieren: 


^  Formel  (6)  kann  auch  erhalten  werden,  indem  man  in  §  23,  1  v  =  U'^k 
setzt,  beide  Seiten  nach  Potenzen  von  h  entwickelt  und  die  Koeffizienten  von 
h  vergleicht;  oder  indem  man  aus  den  Produktdarstellungen  (§  20,  3  and  14) 
die  Identität: 


(T  2  u  =  2  a  u 


(T  (w  +  w,)   (T  (u  -\-  ojj)   (r(u  -\-  Wg) 


a  o)t 


(T€i)< 


fT  ü). 


ableitet. 


§  28.     Eüiptisohe  FunkHanm  II.  Art.  78 

L  Unter  einer  elliptischen  Funktion  II.  Art  verstehen  wir  eine  im 
ndächen  bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  j  die  zwei  voneinander  unr 
)hängigen  Funktionalgleichungen  der  Form: 

f{u  +  2m,)==fjLj{u), 

"nugty  in  denen  fjL^  und  ju,  von  u  unabhängige  Größen  bedeuten. 

Die  bisher  allein  so  genannten  elliptisclien  Funktionen  nennt 
an  dann  speziell  solche  ,,erster  Arf  ^ 

IL  Zwei  elliptische  Funktionen  II  Artj  deren  Multiplikatoren  über" 
istimmenj  nermen  wir  gleichändrig. 

Es  gilt  dann,  wie  man  sofort  sieht,  der  Satz: 

m.  Der  Quotient  zweier  gleichändrigen  elliptischen  Funktionen 
\  Art  ist  eine  elliptische  Funktion  I.  Art. 

Wir  können  Funktionen  11.  Art  leicht  bilden.     Die  Funktion: 


eß 


^  a(u  -  V) 


au 

der  V  ein  von  u  unabhängiges  Argument  bedeutet  (das  nur  keine 
Briode  sein  darf),  gehört  nämlich  in  jedem  Falle  zu  ihnen,  ¥rie 
18  den  Gleichungen  §  20,  (6),  (7)  folgt;  und  zwar  ist  für  sie: 

Sind  umgekehrt  fji^  und  fjL^  beliebig  vorgeschrieben,  so  können 
LT  Q  und  v  stets  so  bestimmen,  daß  diese  Gleichungen  bestehen, 
^ir  erhalten  nämlich  aus  ihnen  unter  Berücksichtigung  der  Le- 
SNBRESchen  Relation  §  19,  (14): 

]  vni=  «ilogjUj  —  föglogjUi; 

en  Logarithmen  können  dabei  beliebige  unter  ihren  unendlich  vielen 
Herten  (I,  §  56,  TU)  beigelegt  werden,  natürlich  aber  in  beiden 
rleichungen  dieselben. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  In  dem  speziellen 
'all,  daß  unter  den  Werten  dieser  Logarithmen  welche  sind,  die 
ch  verhalten  wie  die  Perioden,  kann  man  eben  diese  Werte  in  den 
leichungen  (4),  (5)  nehmen;  dann  erhält  man  v^O.    Man  sieht: 


*  Auch  im  folgenden  sollen  übrigens  unter  ^^elliptischen  Funktionen*^  ohne 
dteren  Zusatz  stets  solche  „erster  Art*'  verstanden  werden,  wo  nicht  das 
^nteil  ausdrücklich  gesagt  wird. 
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IV.  Hine  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  lineare  ganze  \ 
Funktion  (>  u  +  (>i   von  u  ist,  kann  für  jedes  PeriodenparaUelogramm 
angesehen  werden  als  eine  spezielle  elliptische  Funktion  IL  Art  mä  dst 
Multiplikatoren : 

Aus  ni.  folgt  dann: 

y.  Jede  spezielle  eUiptische  Funktion  IL  Ärt^  deren  MultipUkatom 
die  Werte  (6)  haben,  ist  das  Produkt  aus  e^  **  in  eine  eUxptische  FunhtiaiL 
L  Art 

Es  giebt  also  in  diesem  speziellen  Falle  zwar  solche  elliptische 
Funktionen  11.  Art,  die  zugleich  ganze  transscendente  Funktionen 
sind,  aber  keine,  die  nur  einen  einfachen  Pol  im  Periodenparallelo- 
gramm hätten. 

Sind  aber  unter  den  Werten  der  Logarithmen  der  ju  keine 
solchen,  die  sich  verhalten  wie  die  Perioden,  so  erhält  man,  welche 
von  diesen  Werten  man  auch  nehmen  mag,  aus  der  Gleichung  (S) 
stets  einen  von  Null  verschiedenen  und  auch  nicht  zu  Null  hor 
gruenten  Wert  ftir  v.  In  diesem  allgemeinen  Falle  reduziert  sidi 
also  die  Funktion  (2)  nicht  auf  eine  Exponentialfunktion ,  sondeA 
behält  einen  Pol  bei  u  =  0  und  einen  Nullpunkt  bei  u  =  t7.  Wir 
erhalten  also  den  Satz: 

VI.  Zu  jedem  beliebig  vorgegebenen  Multiplikatorensystem  gidt 
es  zugehörige  elliptische  Funktionen  IL  Art;  eine  derselben  hat  A 
Form  (2),  wenn  man  in  ihr  v  und  q  aus  den  Gleichungen  (4)  bestimmt; 
jede  andere  ist  das  Produkt  dieser  Funktion  in  eine  elliptische  Funktk^ 
L  Art 

Stellt  man  diese  letztere  nach  Anleitung  von  §  22  als  eineo 
Quotienten  von  Sigmaprodukten  dar,  so  gewinnt  man  folgende 
Eesultate: 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  IL  Art  läßt  sich  darstellen  als  Pro* 
dukt  aus  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  lineare  FunkA^ 
von  u  ist,  in  einen  Quotienttm  von  Sigmaprodukten,  der  gleichviel  Fii' 
toren  im  Zähler  wie  im  Nenner  hat 

Vni.  Die  elliptischen  Funktionen  IL  Art  haben  mit  denjenif$ 
L  Art  die  Eigenschaft  gemein,  daß  sie  im  PeriodenparallelogTat0 
ebenso  oft  Null,  wie  unendlich  werden;  sie  unterscheiden  sich  aber  tfß 
ihnen  dadurch,  daß  die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  NuUpuM: 
und  der  der  Pole  nicht  el  0,  sondern  =  ü  ist. 

Man  beachte  auch,  daß  es  im  allgemeinen  Falle  zwar  elliptische 
Funktionen  11.  Art  giebt,  die  im  Periodenparallelogramm  nur  eines 
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«]i£ftche]iPolhaben,aberkemeso]cheny  die  zugleich  ganze transscendente 
Sanktionen  wären.  Denn  eine  solche  würde,  durch  die  Funktion  (2) 
difidiert,  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  mit  nur  einem  einfachen 
Pole  liefern;  und  eine  solche  kann  es  nach  §  14^  VI  nicht  geben. 
Eün  Unterfall  der  elliptischen  Funktionen  11.  Art  verdient 
spezielle  Berücksichtigung:  daß  nämlich  die  Multiplikatoren  den  ab- 
soluten Betrag  1  haben,  ihre  Logarithmen  also  (neben  anderen  auch) 
rein  imaginäre  Werte  haben.  Nimmt  man  dann  diese  Werte  in  (4) 
und  (5),  so  erhält  man: 

7)  g^2v^fj^  +  2v^7j^, 

8)  t?  =  2i/j(üi  +  2V3W3, 

unter  v^,  v^  reelle  Zahlen  verstanden.    Die  Multiplikatoren  sind  dann: 

Man  setzt  in  diesem  Falle  wohl  die  Funktion  (2),  unter  Hinzu- 
fbgung  eines  konstanten  Faktors, 

10)  =JL-A'^-. 

*  au 

indem  man  definiert: 

Insbesondere  bedient  man  sich  dieser  Bezeichnung  f&r  den  Fall, 
daß  v^  und  v^  rationale  Zahlen  mit  gemeinsamen  Nenner  sind.  (Man 
läßt  dann  wohl  auch  diesen  gemeinsamen  Nenner  in  der  Bezeichnung 
weg.)     Die  Multiplikatoren  sind  in  diesem  Falle  Mnkeitsumrzeln. 

§  29.    Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funictionen  II.  Art 

Wenn  wir  neben  die  im  vorigen  Paragraphen  gelehrte  Faktoren- 
zerlegung der  elliptischen  Funktionen  11.  Art  eine  Zerlegung  in 
Partialbrüche  stellen  wollen,  so  müssen  wir  den  „speziellen*'  und  den 
,^gemeinen*'  Fall  unterscheiden.  Im  speziellen  Fall  erhalten  wir 
auf  Grund  von  §  28,  V  die  gesuchten  Formeln  einfach  dadurch, 
daß  wir  in  den  entsprechenden  Formeln  von  §  24  alle  Glieder  mit 
e^^  multiplizieren.  Dagegen  im  allgemeinen  Falle  haben  wir  eine 
elliptische  Funktion  11.  Art  mit  nur  einem  einfachen  Pole;  wir 
können  sie  der  Partialbruchzerlegung  zu  Grunde  legen.  Dazu  nor- 
mieren wir  sie  zweckmäßigerweise  so,  daß  ihr  Residuum  =  1  wird; 
wir  bilden  die  ,,Elementarfunktion  IL  Art*: 

1)  (f(u:  v)  =  —  ee"* — ^^ -- 
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Ist  dann  irgend  eine  elliptische  Funktion  11.  Art  mit  dens« 
Multiplikatoren,  0tt,  vorgelegt,  die  im  PeriodenparaUelogramii 
einfachen  Pole:  b^,  i,  . . .  b^,  bezw.  mit  den  Besiduen  B^j  R^. , 
hat,  so  gilt  die  Gleichung: 

2)  ^{u)  =  ^R^(p{u-^b^\  v). 

Wenden  wir  diese  Formel  z.  B.  auf  die  Funktion: 

(r(t«  +  Wi)  o-(«  —  M,) 

an,  für  die   v  =  itj  —  m,,     Äj  =  —  t£j,     Aj  =  t£j, 

1  er  (f*i  4-  «,)  '       a  'ff  (f*i  +  tti) 

ist,  so  erhalten  wir  wieder  die  Gleichung  (1)  von  §  25. 

Will  man  auch  elliptische  Funktionen  U.  Art  mit  mehrfie 
Polen  in  Partialbrüche  zerlegen,  so  muß  man  neben  der  Fun 
(p{u\  v)  ihre  Ableitungen  einführen,  ebenso  wie  das  in  §  2^ 
den  Ableitungen  der  Funktion  C,u  geschehen  ist      ^ 
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Elliptische  Funktionen  zweiter  Stnfe. 

§  30.    Sigmafunktionen  mit  Index. 

W  ir  haben  bis  jetzt  nur  solche  elliptische  Funktionen  belne 
die  von  den  beiden  Fundamentalperioden  in  ganz  gleicher  H 
abhängen,  sodaß  keine  derselben  vor  der  andern  bevorsngt 
Auch  haben  wir  nur  Beziehungen  zwischen  solchen  eUi|ytii 
Funktionen  aufgestellt,  die  zu  demselben  Periodenparalldogfll 
gehören.  Nach  den  beiden  so  bezeichneten  Richtungen  hin  ■■ 
wir  nun  unsere  Untersuchungen  ausdehnen.  Die  dabei  foAi 
bietenden  prinzipiellen  Fragen  wollen  wir  aber  erst  im  XIL  Abrfj 
angreifen;   hier  wollen  wir  uns  zunächst  auf  einem  gewiflsenM 
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empirischen  Wege  zu  einer  Gruppe  von  Funktionen  fiihren  lassen, 
die  man  mit  einem  später  noch  genauer  zu  erläuternden  Terminus 
'   als  elliptische  Funktionen  zweiter  Stufe  bezeichnet. 

Wir  untersuchen  zunächst  diejenigen  unter  den  bereits  in  §  28 
eingeftOirten  Funktionen  ai^  «(ti)  näher,  deren  Indices  ganzzahlige 
Yielfiache  von  ^  sind.  Es  giebt  deren  drei  yerschiedene ;  dividiert 
man  sie  durch  ihre  Nullwerte,  d.  h.  durch  diejenigen  Werte,  die  sie 
ftr  u  =  0  annehmen,  so  erhält  man  die  von  Wbiebstrass  mit 
aa(u)(a  =  1,  2,  3)  bezeichneten  Funktionen,  nämlich: 

2)     ^2«=' 


e~ 

Vi 

"(Tlt*  + 

W,) 

a  fü^ 

e" 

Vt 

%(«  + 

Wj) 

(TCO, 

e~ 

m 

%(ti  + 

w,) 

ff  _./„_./,  (0)  aiat  <T«, 


r«.  ./.(«) 


(T  (ü,  (T  6), 


(Die  Identität  der  beiden  je  für  dieselbe  Sigmafunktion  ge- 
gebenen Werte  folgt  aus  §  20,  (6),  (7),  (13).) 

Wie  aus  dieser  ihrer  Definition  hervorgeht,  sind  diese  Funk- 
tionen ebenso  wie  gu  ganze  transscendente  Funktionen  des  Arguments 
u,  und  zwar  gerade  Funktionen  desselben,  da  au  eine  ungerade 
Punktion  ist     Für  t£  =  0  ist: 

4)  ^jO)  =  (7,(0)  =  (73(0)  =1. 

Multipliziert  man  j^  die  beiden  verschiedenen  Formen  derselben 
Sigmafunktion  miteinander  und  berücksichtigt  Gleichung  (I)  von 
§  23,  so  findet  man: 

5)         -^=-— ^^ !^^  =  ;>«-«.    («=1,2,  3). 

Diese    Formel    zeigt,    daß    die    Gesamtheit    der    Werte    von 


)(pii  —  Ca  nicht  eine  zweiwertige  analytische  Funktion  von  u  vor- 
stellt, sondern  in  zwei  eindeutige  analytische  Funktionen  zerfällt, 
von  denen  die  eine  =^  Gou\au^  die  andere  =  —  aau\GU  ist  (Vgl. 
I,  §  70.) 

Andrerseits  erhalten  wir  aus  Gleichung  (14)  von  §  23  mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  (11)  von  §  19: 

6)  v'u=  _2^^^^^^»^. 
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Man  kann  diese  Formel  auch  ableiten,  indem  man  die  drei  ölei- 
chungen  (5)  mit  der  Gleichung  (6)  des  §  18  verbindet  und  das  dabei  :i 
unbestimmt  bleibende  Vorzeichen  durch  Vei^leichung  der  Glieder  -1 
mit  w^  in  den  Entwicklungen  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  «  ] 
bestimmt  * 

Von  weiteren  Eigenschaften  dieser  ,,Neben8igma%  wie  man  sie  M 
wohl  nennt,  ist  vor  allem  wichtig  ihr  Verhalten  gegenüber  Fermeknmj  I 
des  Arguments  um  eine  ganze  Periode,  Man  erhält,  indem  man  zuerst  I 
die  zweite^  dann  die  erste  Form  der  Definition  benutzt: 

8)  )         ^«("  +  2  «J  = ^ L 

I  =    -  e^M'"^'^a)fTaU.{cC  =   1,  2,  3). 

Für  cc  ^  ß  erhält  man  dagegen  zunächst: 

e -''«(« +  -*"/«)  er  (t«  +  2fii^  +  aia) 


(Ta{u  +2(Oß)  = 


oder  mit  Rücksicht  auf  §  20,  Gleichung  (12): 


ffw^ 


> 


=  e-'-la^ß-^-  Vß^a  +  2  Vß{^  +  <Oß)  fj^^^ 

und  wenn  man  noch  §  19,  (15)  benutzt: 

9)  rF^{u  +  2a)ß)  =  e'^Vßiu  +  a,ß)^^j^^ 

Vermehren  wir  die    Argumente  nur    um  halbe  Perioden,    so  ver-  ] 
tauschen  sich   die  vier  Sigmafunktionen    (mit  und   ohne    Index)    tuUlsr  j 
sich^    bis    auf  zutretende  Exponentialfaktoren,     Man    erhält   zunächst 
aus  der  zweiten  Definitionsform  von  (TaU: 

10)  o-„(m  +  ««)  = — , 

a 

femer  aus  der  ersten: 


H) 


^a  (W  4-  (Oß)  = 


mo^ 


_g-'7a(«  +  '*'/?)-^«*crWy  (Tyl* 


rrw^ 


(T  Cüy 


r 
r 

(  
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Eine    übersichtlichere    Gestalt    nehmen   diese    „Verwandlungs- 

fasmeta^  an,  wenn  man  statt  der  Funktionen  <TaU  die  Funktionen 

<ri    ^(«)  selbst  benutzt     Bezeichnet  man  sie   zur  Abkürzung  mit 
y  T 
T^Uy  setzt  also: 

12)    Ta{u)  =  <?-M-  +  V.««)(7(t«  +  Ö2„)=   -  <?M'*  +  V.«a)(T(tt  -   J^CÖ«), 

SO  erhält  man: 

13)  a{u  +  G>a)  =  eM""  +  V.  o»«)  Ta(M), 

14)  Ta{u  +  a)a)=   -  <?«?«(«  +  '/.««)  (7  t£, 

15)  Tß{u  +  (öa)  =  ±  «<?''«(«  +  '/•^«)  TyM; 

dabei  gilt  in  der  letzten  Formel  das  untere  oder  das  obere  Zeichen, 
je  nachdem  {a,  ß,  y)  eine  gerade  oder  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  8)  ist. 

EndUch  bemerken  wir  noch: 

Die  Sigmafunktianen  mit  Index  sind  homogene  Funktionen  der  drei 
Variabein  u,  6?^,  ca^  von  der  Dimension  0. 

§  31.    Darstellung  der  Sigmafünktionen  mit  Index 
durch  unendliche  Produkte. 

Aus  der  in  §  20,  (14)  gegebenen  Darstellung  von  a{u  +  v) 
durch  ein  unendliches  Produkt  erhalten  wir  ohne  weiteres  Dar- 
stellungen der  Nebensigma  durch  solche  Produkte,  wenn  wir  in  ihr 
V  bezw.  ==  Q>i,  Ol,,  fi>3  setzen.  Dieselben  schreiben  sich  am  ein- 
fachsten, wenn  man  das  Zeichen  Wa  zur  Bezeichnung  irgend  einer 
der  Größen 

benutzt,  oder,  was  dasselbe  ist: 

tTj   für  (2Äi  +  l)(»j  +  2Ä3«3, 

IT,  für  (2Ä,  +  \)oy^  +(2Ä3  +  l)ft>3, 

«73  für  2 Äj  (Oj  +  (2 A3  +  l)rx?3 

schreibt;  man  erhält  dann: 

\\  Wa) 


1)  (7aM=:<?-Vte„u«JJ 


»a 
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Ans  diesen  ^^zweifach^'  unendlichen  Produkten  kann  man  ebensoi 
wie  es  in  §  21  ^  au  geschehen  ist,  durch  Zusammenfassen  der 
Faktoren  ,,einfach''  unendliche  Produkte  erhalten.  Rascher  gelangt 
man  zu  demselben  Ziele,  wenn  man  in  den  einfach  unendlichen 
Produkten  des  §  21  u  durch  u  +  cja  ersetzt  Dabei  macht  sich 
jedoch  der  Umstand  geltend,  daß  beim  Übergang  zu  jenen  einfach 
unendlichen  Produkten  die  beiden  an  und  fbr  sich  gleichberechtigten 
Perioden  2(o^  und  2<o^  ganz  verschieden  behandelt  worden  sind; 
infolgedessen  müssen  wir  hier  die  Rechnung  für  jedes  der  drei 
Nebensigma  gesondert  durchführen. 

Um  zu  (T^u  überzugehen,  haben  wir  u  durch  u  +  (o^,  also  o 
durch  V  +  \j  z  durch  i  z,  2  rj^  (o^  t?*  durch  2fi^(o^v*  +  fj^u+\fi^  ©j 
zu  ersetzen;  femer  haben  wir: 

zu  berechnen.    Damit  erhalten  wir: 

.i^d  +  Ä^M^d  +  Ä^'*-^ 

^  i7(i  +  Ä^")« 


4)  =  ^2i;,«it;«cosr;r  [T 


1  +  2h^''  C082vn  +  A**^ 

(l  +  Ä^O* 


Um  0-3(1^)  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  u  +  (o^,  v  durch 
t?  +  ^T,  z  (^urch  äV»2:,  217^  «j  t?^  durch  2?/^ «^  r*  +  2iyj  Wg w  +  ^17,  öI3*ö>j  "^ 
oder  unter  Benutzung  der  LEOENDRESchen  Relation  durch: 

2  7j^Q)^v^  +  Tj^u  +  vni  +  \7j^(o^  +  ^rni 

und  berechnen: 

r=l 

oder  wenn  wir  den  isoliert  stehenden  Faktor  in  das  erste  Produkt 
im  Zähler  mit  hinein  ziehen: 
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nut^^ 


Wir  erhalten  dann: 


(r,(2cöjt7)=  tf2'h«,«^z(z-l-.Ä2) 


QO 

u 

y  =  l 


QO 

n 


m  -  h"'*'x*)  m  -  h'"-'  x--") 


CO 


v  =  l 


oder  wenn  wir  anch  im  Zähler  die  entsprechende  Umformung  vor- 
nehmen: 


6)  fT3(2(Oj  17)  =  €?2i?>a,, 


OD 

n 


QO 

n 


J7(l-A2''-'*')n(l-A2'-i«-2) 


7) 


=  ^2 17, 0*1 1;» 


y=. 


(1-ä2.-1)2 


um  endlich  a^z^  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  u  +  <o^,  v 
durch    t?  —  ^  —  ^ t,   z  durch   ^  ih"  Vt z,    2 7/^  w^  r^  durch   2 1}^  o)j  t?* 
+  2  r>j  ft^gt;  +^iyj  cöj*cöj"^  oder  unter  Benutzung  der  LEGENDRESchen 
Üelatioii  dnrch: 

und   berechnen: 


8) 


2  t 


<Z) 


OD 

n 


V  =  l 


Damit  erhalten  wir: 


/7(i+ä'^-^x*).^(i+ä'^^^*-') 


a  (2iOit7)  =  e2«7i»i'*.z-^(z  — Äz-i).- 


=  1 


'=1 


QO 


77(1    +Ä 
v=l 


2v-  1\2 


)= 


oder  nach  entsprechender  Umformung: 


<rj(2ö>j»)  =  tf2i7taHi^ 


QO 


oo 

u 

v  =  l 


Ä(l  +  A^'-y 


10) 


M  (l+A^'-i)* 


BuKKBABDT,  FimkUonen.    II. 
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In    den  Zwischenrechnungen   dieses  Paragraphen   kommen 
Größen   y7  und  AV*,  AV«  vor;  aus  der  Rechnung  selbst  geht  he 


ni 


daß  der  ersteren  der  unzweideutig  bestimmte  Wert  e  *  beizul 
ist  und  daß  unter  den  letzteren  die  eindeutigen  Funktionen 
Periodenverhältnisses  e^l*^"^,  e'l*^"*  zu  verstehen  sind. 

§  32.    Die  Werte  der  Sigmafunktionen  fDr  die  Halbperiodi 

Jedes  der  drei  Nebensigma  wird  gleich  Null,  wenn  man 
Argument  gleich  der  gleichnamigen  Halbperiode  setzt: 

1)  (TafOa  =  0. 

Setzt  man  aber  das  Argument  gleich  einer  der  beiden  ai 
Halbperiodeü,  so  erhält  man  sechs  Werte,  die  sich  durch  die  \ 
der  ursprünglichen  Sigmafunktion  für  die  Halbperioden  folge 
maßen  ausdrücken: 

2)  (TaOi)ß=    -e-'ia^ß  ^. 

Dabei  kann  {a,  ß,  y)  irgend  eine  Permutation  der  Indices  (1, 
bezeichnen.  Vertauscht  man  hier  a  mit  ß  und  verbindet  di( 
stehende  Formel  mit  der  ursprünglichen,  so  findet  man  mit  '. 
sieht  auf  §  19,  (15): 

3)  ^-^  :  -^"  =e'-na^ß+Vß<Oa  =  +  r 

und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  (a, 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  von  (1,  2,  3)  ist. 
Femer  folgt  aus  (2): 

4)  (TaOJydßWy  =  e'^y'^r 

und 

Diese  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halbperiodei 
eindeutige  Funktionen  der  Perioden.  Sie  lassen  sich  als  solch« 
stellen  mit  Hilfe  der  unendlichen  Produkte: 


6) 
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^k-.-n. 


üe: 


ibi 


:iu 


:3  .-" 


Diese  Produkte  konvergieren  unbedingt  und  gleichmäßig,  so- 
lange I  A  I  <  1^  d.  h.  solange  der  imaginäre  Bestandteil  von  r  positiv 
ist.  und  stellen  folglich  im  Innern  der  so  definierten  Bereiche 
reguläre  Funktionen  von  h,  bezw.  von  r  vor. 

Multipliziert  man  gliedweise  aus,  so  erhält  man: 

Man   sieht,   daß  beide  Produkte  zusammen   gerade  die  sämtlichen 
Faktoren  von  H^  geben;  es  ist  also  H^  =  HqII^  H^i^z  und  folglich: 

7)  H,II,Ii,  =  l. 

Mit  dieser  Bezeichnung  gehen  die  Formeln  (2),  (5)  und  (8)  des 
vorigen  Paragraphen  über  in: 

71   ^         ir » ' 


8) 


(TCJ^   = 


am 


2 


0 

ff.» 

0 


(7(03  = 


71         I  ^  Ho* 


Ferner  findet  man: 

fbr    t£  r=r  (Oj     wird    V  =  \,    Z  =   t,    tf2;;,cOxV«  -_   ^Vf?!«,^ 


also: 

») 


(7,  (»1  =  tf  V«  "«  «>  -^  ,      ^3  (»1   =  «V.  «71  «>.  ^«^   ; 


far  tt  =  ö>,  wird  t?  =  —  |  —  ^,  z  =  — iA"Vt,  ^2,,«,»«  ==  y^AVifV.*«!, 
also: 

lo)    ^iG>,  =  -  ity7A-v.^v.^c«.  ^s^ ,  ^^^^  ^  2yiAv*(.v.^.-.  ^; ; 


f&r  w  =  (0.  wird  t?  =    ~,  z  =  AVt,  e^nxo^it^  =  AV4eV.'?.a>., 


also 


Man   überzeugt  sich,   daß  diese  Ausdrücke  der  Gleichung  (2) 
Oenüge  leisten,  wenn  man  berücksichtigt,  daß: 


ist. 


<i* 
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Durch   Vermittlung    dieser  Produkte    gelangt   man   nun 
dazU;  die  Differenzen  der  Wurzeln  ««  als  Funktionen  der  Per 
explicite  durch  einigermaßen  handliche  Ausdrücke  darzustellen, 
der  Gleichung  (5)  von  §  30  erhält  man  nämlich: 


_    ^/g^g 


(TW 


12)  -\/e,  -eß  = 

also  speziell  (unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (7)): 


13) 


V«i  -^i  = 


y«i  -  «8  = 


(Tg  Cü, 


(TjWi 


y«»  -  *s  = 


y^^^«2  = 


(7(0} 

(T,  CU< 

(TOI, 

CTsW, 

(T  (Ü2 

(Tj  Wg 

(TW, 

CT^Wg 

i  --  H  ^  H  ^ 
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w, 


h'l'E,'H,\ 


a  (ü. 


- 1  "-  Ä.»  Ä*, 

(Üt  u  1 


Durch    diese    Gleichungen    sind    bestimmte    Werte     der 
stehenden  Quadratwurzeln   als  eindeutige  Funktionen   der  Pei 
dargestellt  (vgl.  I,  §  70);  wir  setzen  fest: 

I.  Im  folgenden  sollen  unter  den  Zeichen  y^^  —  eß  stets   die 
die    Gleichungen   (9)    definierten    eindeutigen    Funktionen    der    Pe 
verstanden  werden,^ 

Zwischen  ihnen  bestehen  (vgl.  3)  die  Relationen: 


'2 


•1  =    '  V^i  - 


14) 


y^3  -^1  =  -^v^i 


'2  > 


'3  » 


y  y^3-^2=  '*V^2-^3- 

Die  Formeln  (13)  selbst  zeigen  übrigens,  daß  auch  noch  g 
Kombinationen  der  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der 
als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden  darstellen  lassen;  ni 
einerseits  die  Produkte: 


^  Diese  Definition  stimmt  mit  der  von  Tannery  und  Molk  überei 
gegen  nicht  durchweg  mit  der  von  Weierstrass  und  Schwarz;  vgl.  di 
note  p.  34. 
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iVfJa^a 


a  ü) 

o 


'>ß)-a 


(TW, 


15)  V('a  -  «/?)(«-  -  e,)  = 

(wegen  (4)),  andrerseits  die  Quotienten: 

Man  erkennt  nämlich,  daß  man  in  den  Gleichungen  (15)  das 
Vorzeichen  willkürlich  so  wie  geschehen  festsetzen  kann;  in  den 
Gleichungen  (16)  muß  es  dann  aber  so  wie  geschehen  gewählt 
werden,  wenn  man  nicht  mit  der  bereits  in  (12)  gegebenen  Definition 
der  Quadratwurzeln  in  Widerspruch  kommen  will. 

Für  zwei  von  den  Quotienten  (16)  pflegt  man  besondere  Zeichen 
zu  benutzen,  nämlich: 


und 

Das  Produkt: 
19)  e  -  (*,  -  e,Y  {e,  -  e,)' (e,  -  e,)»  =  A (^,'  -  27  ff,*) 

heißt  die  Diskriminante  des  zu  dem  vorgelegten  Periodenparallelo- 
gramm  gehörenden  Körpers  elliptischer  Funktionen.  Von  ihr  ist 
noch  die  12.  Wurzel  eine  eindeutige  Funktion  der  Perioden: 


13 


Auch  den  vierten  Wurzeln  selbst  kann  man  eindeutig  definierte 
Werte  beilegen,  aber  nur  mit  Hilfe  einer  willkürlichen  Festsetzung. 
Bezeichnet  man  mit: 


''^  l/^ 


irgend  einen  Wert  dieser  Wurzelgröße  —  gleichviel  welchen,  aber 

in  allen  Formeln  denselben  — ;    femer  mit  y7  die  bestimmte  achte 
Einheitswurzel: 


22)  ii^ 


jtt 
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so  kann  man  festsetzen ,   daß  nnter  den  Zeichen  j/^«  —  eß  die  fol- 
genden Werte  zu  verstehen  sein  sollen:^ 


23) 


V'^"^  =    -  -^   k   -  «3  =  »VV^^O  ^S'- 


Diese  Festsetzung  steht  mit  den  früheren  nicht  in  Widerspruch; 
die  Produkte  und  Quotienten  der  so  definierten  vierten  Wurzebi 
geben  genau  die  in  (15)  und  (16)  schon  festgelegten  Werte.  —  Mao 
kann  dann  auch  einen  Wert  der  24.  Wurzel  aus  der  Diskriminante 
festlegen  durch: 

und  unter  yG  die  dritte  Potenz  dieses  Wertes,  also: 
verstehen. 

§  33.    Die  Sigmaquotienten  und  die  Funktionen  Jacobi's. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  von  §  30  zeigen,  daß  die  vier 
Sigmafunktionen  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periodi' 
sich  mit  Faktoren  multiplizieren,  die  sich  höchstens  im  Yorzeichei 
unterscheiden.     Daraus  folgt: 

I.   Die    Sigmaquotienten  y    d,   h,    die    Quotienten  je    zweier    SifftM- 
funktionen,  ändern  sich  höchstens  im  7^ orzeichen,  wenn  man  ihr  ÄrgwfMii\ 
um  je  eine  Periode  vermehrt. 

Im  einzelnen  ist: 

(J„{u  -^  2  (o\         a„H 
I  \  q  V      ' oy  a 

'  (j{u  -h  2  b}\  ü  u 

HoiU  ■{■    2U}\  OfiU 

2)  4^="^«  ^"^^''^' 

*  Die  beiden  Vorzeichen  der  ersten  Zeile  kann  man  willkürlich  wihlei; 
man  erhält  aber  nur  dann  in  allen  drei  Zeilen  in  der  zweiten  Kolonne  dt»* 
selbe  Zeichen,  wenn  man  „  —  "  wählt 
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dagegen: 

3)  4^:^=--;«  (-+/?) 


4) 


5) 


6) 


<Tß{u  4-  2(üß)  ^  üß[u  +  2Wy)  ^         üßU 
cTy  (tt  +  2  w^)  ""  cTy  (w  +  2  G)y)   ""  "~    a^u 

Ans  den  beiden  letzteren  Gleichungen  folgt: 

a{u  -{■  ^  (t)ß\  au 

a^{u  +  4w^)  ""  cry(M  +  4  w^)  ~"  cr^  t*  * 


Zusammen  mit  (I)  und  (2)  sagen  diese  Gleichungen  aus: 

n.  GaUJau  und  CßUJayU  sind  doppeltperiodische  Ftmktianen  von 
u  mit  den  Perioden  2(Oa  und  4a)ß. 

In  dem  durch  diese  Perioden  bestimmten  Periodenparallelo- 
gramm  hat  jede  dieser  beiden  Funktionen  zwei  und  nur  zwei  ein- 
fache Pole:  nämlich  OaUJau  bei  m  =  0  und  u  =  2tt)^,  CßUJGyU  bei 
tt  =  ©y  und  M  =  cöy  +  2  (Oß,  Hätte  nun  eine  dieser  Funktionen  noch 
eine  Periode,  die  von  2a)a  und  4ö>^  unabhängig  wäre,  so  müßte 
diese  Periode,  zu  dem  einen  Pol  addiert,  den  andern  ergeben.  Aber 
2©^  ist  nach  (4)  und  (5)  keine  Periode  dieser  Funktionen.  Also 
folgt,  als  Vervollständigung  des  Satzes  11: 

ni.  Alle  Perioden  jeder  dieser  Funktionen  lassen  sich  aus  den 
ongegebenen  homogen  und  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zu-- 
tammensetzen. 

Mit  diesen  c-Funktionen  stehen  diejenigen  Funktionen  im  engsten 
Zusammenhang,  die  Jacobi  seinerzeit  gewählt  hat,  um  alle  übrigen 
elliptischen  Funktionen  durch  sie  auszudrücken.  Diese  Funktionen 
Jacobis  sind  homogene  Funktionen  nullten  Grades  der  drei  Argumente 
M,  «j,  ö>3,  die  in  der  WEiERSTBAssschen  Theorie  auftreten ;  sie  hängen 
also  nur  von  den  Verhältnissen  dieser  drei  Argumente  ab.  Doch 
muß  man,  um  zu  Jacobis  Bezeichnung  überzugehen,  zunächst  nicht 
etwa  die  schon  wiederholt  benutzte  Größe  v  =  u/2  co^  als  unabhängige 
Variable  einführen,  sondern: 


Wobei  der  Quadratwurzel  die  in  §  32,  13  definierte  Bedeutung  bei- 
zulegen  ist     Diese   Größe    ist   nämlich    ebenfalls    eine    homogene 
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Funktion  nuUter" Ordnung  von  u,  cöj,  «O3,  da  die  ««  '^on  der  Ordnung 
(—  2)  sind.  Jacobis  Funktionen  drücken  sich  dann  folgendermafiea 
durch  die  Sigmaquotienten  aus:^ 

öj    sn  w  ==  ye^  —  e^ :  c  n  ti?  =  — ^—  ;  an  tr  =  — ^  . 

Will  man  umgekehrt  von  den  jACOBischen  Bezeichnungen  za 

den  WEiEBSTRASSschen  übergehen,  so  kann  man  für  j/^j  —  e^   einen 
ganz  willkürlichen  Wert  vorschreiben. 


§  34.    Relationen  zwischen  den  Sigmaquotienten,  bezw.  den  Funli- 
tionen  Jacobi's;  DilTerentiaigieicbungen,  denen  sie  genOgen. 

Algebraische  Relationen,  die  zwischen  den  Sigmafunktionen 
identisch  bestehen,  erhält  man,  wenn  man  aus  den  Gleichungen 
§  30,  (5)  pu  eliminiert     Man  findet  so  zunächst: 

a  ,  ff  . 

(TU  <ru  '^^ 

oder: 

1)  (tJu  —  (Tß^U  +  («o  —  ^ß)  'T^  W  =  0. 

Aus  den  drei  Gleichungen,  die  aus  dieser  durch  Vertanschmig 
der  Indices  hervorgehen,  erhält  man  femer: 

Von  den  so  erhaltenen  vier  homogenen  linearen  Relationen 
sind  gerade  zwei  voneinander  unabhängig,  sodaß  man  den  Sali 
erhält: 

I.  Durch  zwei  beliebige  der  vier  Sigmaquadrate  lassen  sich  A 
beiden  andern  linear  und  homogen  ausdrücken. 

Für  die  Funktionen  Jacobis  lauten  diese  Relationen: 

3)  cn^  lu  =  1  — .  sn^  w\  dn^  u?  =  1  —  k^sn^w; 

das  Zeichen  k  hat  dabei  die  durch  die  erste  Gleichung  (17)  von  §32 
erklärte  Bedeutung. 

Als  elliptische  Funktionen  müssen  die  Sigmaquotienten  znfolp 
§  24,  VI  algebraischen  DifibreutialgleichuDgen  erster  Ordnung  genügen, 


*  Jacobi  nannte  seine  Funktionen  bezw.  sinus,  cosinus,  delta  amplitadimi 
und  bezeichnete  sie  mit  sin  am,  cos  am,  J  am;  die  im  Text  benutzte  Abkfimnf 
dieser  Bezeichnung  rührt  von  öudermann  her. 


§  34.     BelaHonen  zwischen  den  SigmfiquoHenten. 
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in  denen  die  unabhängige  Variable  explicite  nicht  Yorkommt  um 
dieselben  aufzustellen,  gehen  wir  ans  von  der  Gleichung  (5)  von  §  30. 
Wir  erhalten  aus  ihr  zunächst  durch  Differentiation: 


^a«* 


d      ^a«* 


(TU       du    au 


=  />«! 


also  wegen  §  30  (4): 
4) 


d      ^a«* 


(TaU     au 

P  Y 


du    au 


au     au 


Hieraus  folgt  weiter: 


5) 


au    _  ^ß^    t'y«* 


du   a^u 


a„u    a„u 


endlich  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (4)  und  (5): 


6) 


a^u 


/^-  - 


au 


aaU 


'ß 


du    au 


au    du    au 


+ 


^ß^     d      au 


au    du    au 


.24 


a„u         a^'ua^u 
au  aua^^u 


=  -  (^^  -  e^) 


au     ^a^ 


(TyU    a^u 


(die  letzte  Umformung  mit  Rücksicht  auf  (1)). 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen  jedesmal  die  rechts  auf- 
tretenden Sigmaquotienten  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
dnrch  die  links  vorkommenden,  so  lindet  man: 

n.  Die  vier  Funktionen: 


|7) 


au 


aßU 


ffyW 


a  u 


f 


^a«*       ]/6^^^  ^«*       Ver-ta    ^ß^      l/(cA-««)(ey-ea)      ^^ 


sind    partikuläre    Integrale    einer   und    derselben    Differentialgleichung 
(erster  Ordnung^  zweiten  Orades): 


8) 


(i^r = (1  -  (^^  -  *'«)^')  (1  -  (^^  - '-)^')- 


Wollen  wir  aus  diesem  Satz  den  entsprechenden  für  die  Funk- 
p  tionen  Jacobis  ableiten,  so  müssen  wir  beachten,  daß  in  diesen  die 
unabhängige  Veränderliche  anders  gewählt  ist  (§  33,  7).    Damit  er- 
halten wir  aus  (5): 

ind  aus  (6): 


cnwdnw=i  1/(1  —  sn^  w)  (1  —  ä*  sn^  w) 


.. ] 
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==— ~~— — ^— — — ^=— — =^=     I 

10)  —^ —  =  —  An  ti7  an  tr, 

11)  — ; —  =  —  K^  sn  w  dn  w. 

Auch  die  Sigmafunktionen,  bezw.  die  Funktionen  Jacobis,  sind 
also,  ebenso  wie  'pu  (§  18,  II)  ümkehrungen  gewisser  elliptischer 
Integrale  L  Gattung;  so  ist  z.  B.  die  Gleichung  *n  «?  =  o:  gleich- 
bedeutend mit: 

12)  w^h ^^ =.. 

0 

Auch  hier  ist  aber  zu  beachten:  der  j,Modul"  k  ist  durch  die 
Gleichung  §  32,  17  als  Funktion  des  Perioden  Verhältnisses  definiert; 
es  geht  aus  unseren  bisherigen  Untersuchungen  noch  nichts  darüber 
hervor,  ob  wir  das  Perioden  Verhältnis  stets  so  wählen  können,  daß 
k  einen  vorgegebenen  Wert  erhält 


§  35.    Additionstbeoreme  der  Sigmafunktionen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  bezw.  (4)  von  §  25  erhält  man  eine 
große  Menge  weiterer  Belationen  zwischen  allen  vier  Sigmafunktionen, 
wenn  man  die  Argumente  um  halbe  Perioden  vermehrt  Von  diesen 
unterscheiden  sich  aber  immer  eine  Anzahl  nur  durch  die  Be- 
zeichnung; um  zu  sehen,  welche  wirklich  voneinander  verschiedene 
man  bekommt,  hat  man  zu  beachten,  daß  die  vier  Größen  u  alle 
unter  sich  gleichberechtigt  sind,  daß  die  Gleichung  sich  nicht  ändert, 
wenn  man  irgend  zwei  von  ihnen  vertauscht  Infolgedessen  hat 
man  folgende  Möglichkeiten  zu  unterscheiden: 

1.  Vermehrung  aller  vier  Größen  u  um  dieselbe  Halbperiode 
ändert  die  a,  ä,  c,  d  nur  um  ganze  Perioden,  giebt  also  nichts  Neues. 

2.  Vermehrung  nur  einer  der  Größen  u  um  eine  halbe  Periode 
—  etwa  von  u  um  (o^  —  führt  die  zwölf  Argumente  über  in: 

flg  ^3  +  «a  ^3  —  «„         ^3 . 

Setzt  man  diese  Werte  ein  und  führt  die  Sigmafunktionen  mit 
Indices  ein,  so  findet  man,  daß  die  Exponentialfaktoren  sich  weg- 
heben; man  behält  die  Gleichung  übrig: 

1)       aa^  f^a^i  ^a<^i  ^^1  "f*  ^^2  ^«^2  ^a^2  ^^2  "^  ^^Z  ^a^3  ^a^3  ^^s  ^^  ^* 
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3.  Vermehrung  zweier  der  Größen  u,  etwa  von  u  und  u^   um 
dieselbe  Halbperiode  tOa  f&brt  die  zwölf  Argumente  über  in: 

Man  erhält: 

(«^  —  <?a)(^y   —  «a)  ^«i  ^^1  ''"Ci  ^^1 

+  ^««2  ^a^2  ^«^2  ^«^2  ^  '^«S  ^<*^S  ^«^8  ^«^3  =  ^• 


2) 


4.  Vermehrung  von  zweien  der  u  um  zwei  verschiedene  Halb- 
perioden —  etwa  von  u  um  0)^  und  u^  um  coß  giebt: 

Oj  3j  —  Wy       c^  +  cjy  +  2  (üß    d^ 

«3  +  (öyj  ^8  +  ö>a  C3  —  ÖJ„  c/3  —  COß 

und  damit: 

g  I    {ea  —  eß)(Ta^(Tyb^CyC^(Td^ 

l       +  Ö-ZJ«,  ö"a^2  ^«^2  ^/^^   ~  ^/J^3  ^«*3  ^<»^3  ^/J^3  =  ^• 

5.  Vermehrung  von  dreien  der  vier  u  um  dieselbe  Halbperiode 
<»«  kann  dadurch  erreicht  werden,  daß  man  erst  das  vierte  u  um 
-  (Oa  vermehrt,  dann  alle  vier  u  gleichzeitig  um  je  (»«•  Diese  letz- 
tere Operation  ändert  die  a^  .  .  .  c/3  nur  um  ganze  Perioden,  hat  also 
auf  die  Formel  keinen  Einfluß. 

6.  Ebenso  kann  Vermehrung  von  u  und  1^  um  je  (Oa,  von  u^ 
um  —  cö^  dadurch  erreicht  werden,  daß  man  erst  u^  um  «y,  u^  um 
-ö«  vermehrt,  dann  alle  Größen  gleichzeitig  um  —  «a-  Auch 
iamit  erhalten  wir  also  keine  neue  Formel. 

7.  Dagegen  erhalten  wir  noch  eine  neue  Formel,  wenn  wir  drei 
der  vier  u  jedes  um  eine  andere  Halbperiode  vermehren.  So  fuhrt 
2-  B.  Vermehrung  von  u^  um  o)«,  von  u^  um  coß,  von  u^  um  coy  die 
zvölf  Argumente  über  in: 

«2  -f-  (Oy  —  öi«  ^2  +  ^'^ß  ^2  +  ^/?  ^2  ""  ^/? 

«3  +  tt?«  —  0)^  *3  +  «y  ^3  +  ö?y  ^3  —  Wy, 

liefert  also  die  Formel: 


EüipHsche  Funktionen  zweiter  Stufe. 


I     W  -  <r)  '^-«1  '^-^i  '^='^1  '^-.''i  +  {'r  -  «<■)  '^(»"i  "/»^j  "/«^  «'J»'^ 

l     +  («o,—  «(i)  ffr*^  "■/*>  '^r'^i  '^f'^  =  *^- 

8.  Dia  Größen  a^  . .  .  d^  Tennehren  sich  anch  dann  nin  Halb- 
Perioden,  wenn  man  die  vier  Größen  u  am  eine  and  dieselbe  Yiertel- 
periode  Termehrt  Dabei  erbält  man  aus  (1)  eine  nene  Formel; 
vermehrt  man  nämlich  alle  u  noch  einmal  am  je  \o>ß,  bo  gehen  die 
zwölf  Alimente  Über  in: 


o, 

S,  -  0,,         c,  -  Ol.         d^-  B, 

"l 

S, -<»,       c, -■».       •!,-«>, 

"j 

*j  -  »r       «1  -  ».       '^  -  •»> 

man  findet  alBO: 

5)    /•a^<r,b^<!,c^<r,d^ 

+  "ü,  «J,*,  «.t,  ''J<i|  +  "",  ",!>, 

Wenn  man  in  den  Formeln  (1)  bis  (5)  eine  oder  zwei  der  vier 
Größen  a  gleich  Null  setzt,  erhält  man  spezielle  Formeln.  Von 
diesen  mögen  hier  nur  einige  der  zweitgenannten  Kategorie  un- 
gehörige aafgefUhrt  werden.  Man  erbält  z.  B.  aus  (1)  für  w  =  Uj={), 
wenn  man  u  fUr  u,,  v  Air  u,  schreibt: 

6}  a{u  +  oj^C«  —  v)  =  a*uaa^v  —  a*v  ff/w; 

aas  (2)  filr  k,  =  k,  =  0: 

7)  ^„("  +  ")''=(«  -  ")  =  ^.*n,y^^v-  {e„  -  c^)K  -  e,)n*u^H- 
aus  (5)  für  u  =  0,    u,  =  0: 

8)  CT^(t(  +  »)ff(u  —  o)  =  nutißU  a^vtTa«  —  t7fUtr„uaviTfiV; 

endlich  wenn  man  aus  (8)  durch  BuchstabenTOrtanscliung  {§  25  k.  £1] , 
ableitet: 

(c„  -  «^)T,a,  f7Ä,  ff^Cj  «rfi  -  afo,  o-„Ä,  ff^jt^  ff„^ 
und  dann  Uj  =  w^  =  0  setzt: 

9)  ^a«  +  '')'^,»{«  -  l')  =  '^.''  -T;»«  -^a«  -T^"  -  («-  - 

Die  Formeln  (6)  und  (7)  lassen  sich  i 
Formeln  (1)  und  (2)  von  §  34  noch  in  ve 
stalten  bringen. 
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§  36.    Additionstheoreme  der  Sigmaquotienten 
und  der  Funlctionen  JACoers. 

Ans  den  letzten  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich 
durch  geeignete  Divisionen  Additionstheoreme  für  die  Sigmaquotienten 
ableiten.     So  folgt  z.  B.  aus  (6)  und  (8): 


(T*U 

a^v 

cr(u  +  V) 

<tJu 

ffjv 

• 

(T^{u  +  v)         <ru 

a^r 

av 

GßU 

a^u  ' 

a^u 

^a^ 

^a'^ 

a^u 

femer  erhält  man,  wenn  man   in  (9)  a  durch  y  ersetzt,  und  die  so 
umgeformte  Gleichung  mit  der  ursprünglichen  verbindet: 


c^u    GßU     a^v     ^ßtf   __        _  au      av 


e..  —  e, 


2) 


(TyCtl          +         V) 

^a«* 

a^u 

a^v 

a^v       w 

PI 

^««* 

a^v 

a^{u  +  v) 

GßV 

-K 

-eA  ""^ 

a  u 

Y 

(TV 

o^v 

CL 

a^v 

Führt  man  die  Funktionen  Jacobis  ein,  so  erhält  man  aus  (1): 

^  sn(u  4-  ü)  =  -1 -. > 

^  '        snucnvdnv  —  snvcnudnu 

aus  (2): 

i\  /      .      ^         cnudnuenv  dn  V  —  snu  snv 

4)  cn{u  +  ü)  = 


cn  ucn  V  —  snudnusnv  dnv 


und: 


e\  »    /      .      \        cnndnucnv  dn  c  —  snusnv 

5  dn{u  +  t?)  =  -^ -. 

^  '        dnud?f  V  —  snucnusnv  dnv 

Da  zwischen  den  Sigmaquotienten,  bezw.  den  Funktionen 
Jacobis  algebraische  Gleichungen  (§  34)  bestehen,  vermöge  deren 
nian  diese  verschiedenen  Funktionen  durch  je  eine  unter  ihnen  aus- 
drücken kann,  so  stellen  die  Gleichungen  dieses  Paragraphen 
(algebraische  Additionstheoreme  in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne  vor 
(wie  denn  aus  §  24,  VII  und  §  33,  II  hervorgeht,  daß  solche  Theoreme 
existieren  müssen).  Sie  teilen  übrigens  mit  dem  Additionstheorem 
der  Funktion  pu  die  Eigenschaft,  daß  ihre  rechten  Seiten  für  be- 
stimmte Werte  des  Arguments  in  der  unbestimmten  Form  0/0  oder 
oo/oo  erscheinen.  Durch  algebraische  Umformung  kann  man  diese 
Unbestimmtheit  an  der  Stelle,  an  der  sie  zunächst  auftritt,  beseitigen ; 
aber  dann  tritt  sie  dafür  an  einer  andern  Stelle  auf     So  erscheint 


1 


94  JAOOBisehe  FkmkHonen, 


z.  B.  die  rechte  Seite  von  (3)  f&r  v  =  v  in  der  Form  0/0;  multipliziert 
man  im  Zähler  und  Nenner  mit: 

snucnvdnv  +  snvcnudnu, 

formt  den  entstehenden  Nenner: 

sn^ucn^vdn^v  —  sn^vcn^udn^u 

durch  Benutzung  der  Gleichungen  §  34  (3)  um  in: 

sn^u  —  sn^v  +  k^{sn^u8n^v  —  sn^vsn^u) 

und  dividiert  mit  sn^u  —  sn^v  im  Zähler  und  Nenner^  so  erhält  man: 

6)  sn{u  +  v)  = 7i — i i 

Diese  Form  wird  für  m  =  t;  nicht  mehr  unhestimmt,   sondern 
liefert  direkt: 

dagegen  wird  sie  unbestimmt,  wenn  man  dem  u  einen  solchen  Wert 
beilegt,  daß  die  (miteinander  verträglichen)  Gleichungen  bestehen: 

1  i    dnv  j  ,  cnv 

snu  =  ,         ,        cnu  =  T ,        anu  =  t 

ksnv  k    snv  snv 


FÜNFTER   ABSCHNITT. 
jAcoBi'sche  Funktionen. 

§  37.    Elliptische  Funktionen  lil.  Art 

In  den  rr-Funktionen  mit  und  ohne  Index  sind  uns  Funktionen 
geläufig,  welche  die  Eigenschaft  haben,  bei  Vermehrung  des  Arguments 
um  eine  Periode  ungeändert  zu  bleiben  bis  auf  einen  zutretenden 
Exponentialfaktor,  dessen  Exponent  eine  lineare  Funktion  des 
Arguments  ist.  Wir  stellen  nunmehr  die  Frage  nach  den  all- 
gemeinsten eindeutigen  analytischen  Funktionen  dieser  Art,  die  in 
jedem  endlichen  Bereich  bis  auf  Pole  regulär  sind.  Bringen  wir 
die  zutretenden  Exponentialfaktoren  gleich  auf  eine  für  die  weiterbin 
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lorchzufulirendeii  Bechnnngen  bequeme  Foim,  so  können  wir  die 
Ä^nfgabe  folgendermaßen  formulieren: 

Alle  im  Endlichen  bis  auf  Pole  regulären  Funktionen  zu  finden^ 
die  den  beiden  Funktionalgleichungen  genügen: 

1)  (I>{u  +  2(0i)=  ^-27ria,(u  +  a,,)-;Ti6,(f>(i4), 

2)  (f>(t<  +  2ö>3)=C-2«»«,(u  +  a„)-^<6,0(j^)^ 

In  diesen  Gleichungen  sollen  die  .^Perioden  L  Arf*'  2cöj,  2(üg, 
die  yyPerioden  IL  Arf^  —  2nia^,  —  2  ;r  i  öj  und  die  „Parameter^^ 
h^,  &3  von  u  unabhängige  Größen  bedeuten. 

Bevor  wir  die  Frage  beantworten,  ob  es  Funktionen  der  ver- 
langten Art  für  beliebige  Werte  dieser  Größen  giebt,  wollen  wir 
erst  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  einige  andere  ableiten,  die  dann 
für  alle  Funktionen  gelten  müssen,  für  die  die  ersteren  gelten. 

Wir  erhalten  zunächst,  indem  wir  in(l)  u  durch  m  —  2<0j  ersetzen: 

und  ebenso: 

Ersetzen  wir  ferner  in  (1)  u  durch  u  +  2co^,  so  erhalten  wir: 

_-  ^-47r»ai(u  +  2a>i)-2Ä»6j  (p  (u) 

und  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens: 

5)  0{U+  2^1  «1)=  ^-2fcxnia,(u+  k,a,,)-k,ni6,  (f>(^)^ 

wie  man  durch  den  Schluß  von  k^  auf  k^  +  l  beweist  Aus  Glei- 
chung (3)  folgt  übrigens,  daß  (5)  auch  für  negative  (ganze)  Zahlen  k^ 
gilt    Ebenso  erhält  man: 

Setzen  wir  femer  in  (5)  m  +  2  A3  o)^  für  u  und  benutzen  dann 
(6),  80  erhalten  wir: 

i(p{u  +  2k,(ü,+2k^cü,) 

Setzen  wir  aber  umgekehrt  in  (6)  w  +  2  k^  cq^  für  u  und  be- 
Dutzeu  dann  (5),  so  erhalten  wir: 

/  0{u  +  2k,co,  +  2k,co^) 
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Soll  0  eine  eindeutige  Fnnktion  Ton  u  sein,  so  mfiasen  die 
beiden  Ausdrucke  (7)  und  (8)  übereinstimmen.  Das  ist  aber  nur 
dann  der  Fall^  wenn  die  Differenz  der  beiden  Exponenten,  also  die 
Differenz  zwischen: 

—  Ak^k^nia^G)^       und        —  4^^  A^srta,iOj 

f&r  alle  ganzzahligen  ^^  und  k^  ein  ganzzahliges  Vielfaches  Yon  ini 
ist,   also   wenn  2  (o^  o),  —  a,  w^  eine  ganze  Zahl  ist     Es  gilt  also   ' 
der  Satz: 

I.  Eine  eindeutige  Funktion,  die  den  Funktionalgleiehiungen  (1) 
und  (2)  genügt,  kann  jedenfalls  nur  dann  existieren,  wenn: 

9)  —  2  flj  ö>3  +  2  o,  «j  =  n 

eine  ganze  Zahl  ist 

Wir  definieren  nun: 

H  Unter  einer  elliptischen  Funktion  IIL  Art  verstehen  wir  eine 
Funktion^  die  den  Funktionalgleichungen  (1)  und  (2)  genügt  und  in  der 
ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regulär  ist, 

in.  Zwei  elliptische  Funktionen  IIL  Art,  deren  Perioden  L  tmd 
IL  Art  und  Parameter  übereinstimmen,  heißen  gleichändrig . 

Für  solche  Funktionen  können  wir  über  die  durch  die  Glei- 
chung (9)  eingeführte  ganze  Zahl  noch  weiteres  aussagen.  Um  dabei 
nicht  Vorzeichenunterscheidungen  eintreten  lassen  zu  müssen,  nehmen 
wir  die  Festsetzung  II  von  §  14  wieder  auf  Leiten  wir  dann  aus 
den  Definitionsgleichungen  (1),  (2)  durch  Differentiation  die  beiden 
folgenden  ab: 

^  0(w  +  2w,)  (P{u)  ^' 

80  können  wir  auf  diese  Funktion  0'(?/):0(w)  dieselben  Schlüsse 
anwenden,  wie  in  §  19  auf  die  Funktion  ^'?/:  wir  müssen  nur  ^\\ 
und  7^3  durch   —nia^  und   —nia^  ersetzen.     Wir  finden  dann: 

IV.  Die  durch  die  Gleichung  (9)  definierte  ganze  Zahl  n  hat  f  ^^ 
eine  elliptische  Funktion  IIL  Art  folgende  Bedeutung:  sie  ist  gle^^^^ 
der  Anzahl  der  Nidlpunktey  vermindert  um  die  Anzahl  der  Pole,  ^^ 
die  Funktion  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm  besitzt.  J^^ 
nennen  sie  die  Ordnungszahl  der  Funktion. 

Endlich  seien  hier  noch  folgende  Sätze  erwähnt,  die  sich  lT^' 
mittelbar  aus  den  Definitionsgleichungen  ergeben: 
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Y.  Das  Produkt  zweier  elliptischen  Punktionen  ///.  Art  mit  den-' 
Iben  Perioden  L  Art  ist  wieder  eine  solche  Punktion;  ihre  Parameter 
^  ihre  Perioden  IL  Art,  also  auch  ihre  Ordnungszahl  ergeben 
ch  aus  den  entsprechenden  Bestimmungsstücken  der  Paktoren  durch 
ddxHon, 

VI.  Der  Quotient  zweier  gleichändrigen  elliptischen  Punktionen 
n,  Art  ist  eine  elliptisclie  Punktion  L  Art. 

VIL  Ist  0(t<)  eine  elliptische  Punktum  IIL  Art  des  Arguments  u 
rit  den  Perioden  L  Art  2m^j  -2 «3,  den  Perioden  U.  Art  '-2nia^, 
'2nia^  und  den  Parametern  b^,  b^;  ist  femer  v  eine  von  u  un^ 
bhängige  Größe,  so  ist  0{u  +  v),  als  Punktion  von  u  betrachtet,  eine 
^)tische  Punktion  IIL  Art  mit  denselben  Perioden  I.  und  IL  Art, 
her  den  Parametern  b^  +  2a^v,  Äj,  +  2  «3  ». 

§  38.    Pole,  Nullpunkte  und  Charaktere  der  elllptlechen 

Funktionen  III.  Art. 

Wir  erhalten  weitere  Auskunft  über  die  Lage  der  Pole  und 
iiillpunkte  einer  eUiptischen  Funktion  UI.  Art,  wenn  wir  den 
§  46,  XI  ausgesprochenen  und  in  §  16  dieses  Heftes  ftb:  die 
Biptischen  Funktionen  I.  Art  benutzten  Satz  heranziehen.  Wie 
ort  zerlegen  wir  das  um  ein  Periodenparallelogramm  zu  nehmende 
ntegral: 


/■ 


0(U) 


a  vier  Einzelbestandteile,  die  über  je  eine  seiner  Seiten  zu  er- 
trecken sind.  Den  dritten  formen  wir  unter  Berücksichtigung  von 
S  37,  Gleichung  11   um  in: 

a 

/(«  +  2«,)(-|^-2«.-a,)rf«; 
die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 
= J  {4 nia^mj^  +  2n ia^ u-2(o^ -^  |  du 

=  [4ä  t  «3  a?3  II  +  w  t  Oj  tt*  —  2  W3  log  tf>  (tt)] 

a 

^S^riOjCOj  coj  +  nia^(Aa(o^  +  4(öj*) 

+  2 ft>3  [2  jr t Oj (a  +  ©i)  +  ;r ib^  +  2v^nt] 
=  Ui\2a[a^w^  +  ayW^+  2{a^  +  2a^)(o^  (O3  +  2a^(D^^  +  (o^b^  +  2i^,a?3}. 
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Ebenso  wird  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Bestandteils: 

—  2  jr  1(20(030)1  +  a^(o^)  +  2{2a^  +  a^)(o^o}^ 
+  2  Ol  (O3*  +  (»1  *3  -  2i/i  (»1 } ; 

der  Wert  des  Integrals  wird  also: 

=  2ni[2a^  (Oj*  +  2 («3  —  o^) <»i  (»3  —  2 o^  o)j* 
+  «3*1  -0)1*3  +  21^10)1  +  21^30)3} 
oder  mit  Rücksicht  auf  §  37,  (9): 

=^2n  i{ n(o)i  +  0)3)  +  0)3  ^1  —  ö)i  *3  +  2  Vi  o)i  +  2 1^3  0)3 }. 

v^  und  V3  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  die  durch  die  Vieldeuti^eit 
des  Logarithmus  hereingekommen  sind  und  deren  Wert  uns  hier 
nicht  weiter  interessiert.  Wir  sprechen  das  Resultat  yielmehr 
folgendermaßen  aus: 

I.  Die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  Nullpunkte  und  der 
Summe  der  Pole,  die  eine  elliptische  Funktion  HL  Art  n*^  Ordnung  « 
einem  Periodenparcdlelogramm  hat,  ist  modulis  Perioden  kongruent  zu: 

n(o)i  +0)3)+*iO)3  -*3  0)i. 

Dieser  Satz  giebt  Veranlassung ,  die  beiden  complexen  Größen 
&i ,  £3  auszudrücken  durch  eine  complexe  Größe  fjk  und  zwei  weseniSek 
reelle  Zahlen  g^^  g^  Nach  §  12,  V  ist  es  nämlich  auf  eine,  und 
nur  auf  eine  Weise  möglich,  zwei  reelle  Zahlen  g^,  g^  so  zu  be- 
stimmen, daß  die  complexe  Größe: 

1)  c  =  *i  0)3  -  ^3  (o^  =^g^(o^-  gt  a?i 

wird;  definiert  man  dann  fi  durch: 


2)  iu  =  h^ll^  -  ^»"^» 


Ci)|  C()g 


so  wird: 

3)  Ö^=flG)^+g^,         *3  =  i^ö>8 +i^3- 

n.  Die  beiden  durch  diese  Gleichungen  eingeführten  reellen  Zahlet 
9ii  ff 3  nennen  wir  einzeln  die  Charaktere,  zusammengenommen  ^ 
Charakteristik  der  elliptischen  Funktion  III.  Art, 

Die  Definitionsformeln  (§37,  1,  2)  bleiben  ungeändert,  weiio 
man  die  Parameter,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Charaktere  um  gerade 
Zahlen  vermehrt  oder  vermindert  Man  kann  das  so  ausdrücken) 
daß  man  sagt:  die  Charaktere  kommen  überhaupt  nur  modulo  2  in 
Betracht.  Indessen  ist  wohl  zu  beachten,  daß  in  späteren  Formeln 
(§  43)  die  Charaktere  selbst,  nicht  etwa  nur  ihre  modulo  2 
nommenen  Reste  auftreten. 
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§  39.    Elliptische  Funictionen  iii.  Art  nullter  Ordnung. 
Verwandte  elliptieche  Funictionen  ili.  Art. 

Wir  betrachten  nun  speziell  elliptische  Funktionen  IQ.  Art  von 
ler  Ordnung  0.  Aus  der  Gleichung  (9)  des  §  37  folgt,  daß  für 
line  solche  Funktion  die  Perioden  11.  Art  zu  denjenigen  I.  Art  pro- 
)oriional  sein  müssen,  mit  andern  Worten,  daß  sich  eine  Größe  X 
10  bestimmen  lassen  muß,  daß: 

l)  ai=Äö>i,       a,=Äß)3 

ist  Zu  diesen  Funktionen  gehört,  wenn  A  4=  0  ist,  insbesondere  die 
Exponentialfunktion : 

die  als  elliptische  Funktion  lU.  Art  mit  den  Parametern  0,  0  be- 
trachtet werden  kann.    Satz  VI  von  §  37  liefert  dann  das  Resultat: 

L  Jede  elliptische  Funktion  IIL  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich  dem 
froduht  einer  Exponentialfunktion  der  Form  2  in  eine  elliptische 
Funktion  IL  Art 

Wir  erhalten  noch  eine  weitergehende  Reduktion,  wenn  wir 
such  noch  ein  Glied  mit  der  ersten  Potenz  von  u  im  Exponenten 
iHnzuf&gen.  Die  Funktion  e""^/*^  kann  angesehen  werden  als  eine 
elliptische  Funktion  HI.  Art  der  Ordnung  0^  mit  den  (beliebigen) 
Perioden  I.  Art  (2(öj,  Zcoj),  den  Perioden  11.  Art  (0,  0)  und  den 
Parametern  {fio^,  f^^s)-  Verstehen  wir  unter  ^  die  durch  die 
Doppelgleichung  (2)  des  yorigen  Paragraphen  definierte  Größe  und 
wenden  Satz  V  von  §  37  an,  so  finden  wir  die  beiden  folgenden  Sätze: 

IL  Jede  elliptische  Funktion  IIL  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich 
dem  Produkt  eines  Exponentialfaktors  der  Form: 

3)  ^-«i(«/tiiu«  +  ^ii) 

m  eine  elliptische  Funktion  IL  Art,  deren  Multiplikaioren  den  absoluten 
Betrag  1  haben. 

TTT-  Überhaupt  kann  man  durch  MuÜipUkaiion  mit  einem  Ex* 
fofüentialfaktor  der  Form  (3)  jede  elliptische  Funktion  IIL  Art  in  eine 
ondere  verwandeln ,  die  dieselben  Perioden  L  Art  und  dieselben  Cha' 
raktere,  aber  beliebig  vorgeschriebene  Perioden  IL  Art  und  Parameter 
hatf  die  nur  den  Relationen  §  37  (9)  und  §  38  (2)  genügen  müssen. 

Solche  elliptische  Funktionen  III.  Art,  die  dieselben  Perioden 
L  Art  und  dieselben  Charaktere  haben,  nennt  man  wohl  verwandt; 
man  kann  dann  Satz  lU  so  aussprechen: 

7* 


11:3Zi2 
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IV.  Verwandte  elliptische  Funktionen  IH,  Art  können  durch  MuU' 
plikation  mit  einem  Jßxponentialfaktor  der  Farm  (3)  in  ffleichändrige 
übergeführt  werden, 

§  40.    JAC0Br8che  Funktionen; 
der  negative  Teil  des  HERMiTE'eclien  Satzes. 

I.  Elliptische  Funktionen  IIL  Ärty  die  zugleich  ganze  transscendenk 
Funktionen  des  Arguments  u  sind,  nennt  man  JAOOhische  Funktionen; 
insofern  mit  einigem  Recht,  als  bereits  . Jacobi  verschiedene  der- 
artige Funktionen  betrachtet  hat^ 

Für  solche  Funktionen  ergeben  sich  ans  den  vorhergehenden 
allgemeinen  Entwicklungen  speziell  die  folgenden  Sätze: 

n.    Die    Ordnungszahl    einer    JAOOBischen   Funktion    kann    nidä 
negativ  sein. 
(aus  §  37,  IV> 

in.  Jede  JACOBische  Funktion  nullter  Ordnung  ist  gleich  einer 
Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  ganze  Funktion  II.  Oraies 
des  Arguments  ist. 

Denn  eine  elliptische  Funktion  IL  Art,  die  keinen  Pol  hat, 
gehört  notwendig  dem  singulären  Fall  dieser  Funktionen  an  und 
ist  gleich  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  ganse 
Funktion  ersten  Grades  von  u  ist  (§  28,  V) ;  hieraus  und  aus  §  39,  IV 
ergiebt  sich  der  ausgesprochene  Satz. 

Femer  erhalten  wir  einen  wichtigen  Satz  über  JACOBische 
Funktionen  aus  dem  Satz  I  von  §  38.  Aus  demselben  folgt  näm- 
lich, daß  die  Summen  der  Nullpunkte  zweier  gleichändrigen  Jacobi- 
sehen  Funktionen  kongruent  sind.  Haben  also  zwei  gleichändrige 
JACOBische  Funktionen  n*«'  Ordnung  n  —  1  inkongruente  Nullpunkte 
gemein,  so  haben  sie  auch  den  letzten  gemein.  Dann  ist  aber  ihr 
Quotient  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  ohne  Pole,  also  nach  §  13, 1 
eine  Eonstante.     Es  gilt  also  der  Satz:  * 

IV.  Zwei  gleichändrige  JACOBische  Funktionen  n^  Ordnung,  die  i» 
Periodenparallelogramm  n  —  1  Nullpunkte  gemein  haben,  haben  auA 
den  letzten  gemein  und  sind  bis  auf  einen  von  u  unabhängigen  Faktor 
identisch. 

Wir  nehmen  nun  (zunächst  ohne  Beweis)  an,  es  gebe  m  gleich- 
ändrige JACOBische  Funktionen  m^  Ordnung  T^,  T^  . .  .  T^,  zwischen 


'  Andere  Namen  aind  „fonctions  interm^diaires";  „y- Funktionen";  ,,qiiafl' 
periodische  Punktionen". 
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denen  keine  homogene  lineare  Belation  mit  von  u  unabhängigen 
Koeffizienten  identisch^  d.  h.  für  alle  Werte  von  u,  besteht  Für  die 
Koeffizienten  des  Aggregats: 

• 

lassen  sich  dann  Werte  angeben,  die  nicht  alle  gleich  Nnll  und  so 
beschaffen  sind,  daß  dieses  Aggregat  in  m  —  1  beliebig  vorgeschrie- 
benen Punkten  Null  wird.  Denn  diese  Forderung  giebt  m  —  1 
lineare  homogene  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  m  unbekannten  c; 
solche  können  aber  immer  durch  Werte  der  unbekannten  erftült 
▼erden,  die  nicht  alle  =  0  sind.  Das  mit  diesen  Werten  der  c 
gebildete  Aggregat  ist  dann  sicher  nicht  identisch  Null,  da  nach 
Voraussetzung  überhaupt  keine  lineare  homogene  Verbindung  der  I 
mit  konstanten  Koeffizienten  identisch  Null  ist  Bestimmen  wir  die  c 
insbesondere  so',  daß  das  Aggregat  in  tu  —  1  von  den  Nullpunkten 
einer  (m  +  1)^*^  mit  den  gegebenen  gleichändrigen  jACOBischen 
Punktion  T^^^  Null  wird,  so  folgt  aus  IV,  daß  es  sich  von  T^^i 
nnr  um  einen  von  u  unabhängigen  Faktor  unterscheiden  kann. 
Damit  haben  wir  den  negativen  Teil  des  f&r  die  Theorie  der  Jacobi- 
scben  Funktionen  fundamentalen  HEBMiTEschen  Satzes  gewonnen: 

V.  Es  giebt  nicht  mehr  als  m  linear  unabhängige  gleichändrige 
JiooBUche  Funktionen  m^  Ordnung;  mit  andern  Worten^  zwischen 
«+ 1  gleichändrigen  JAcoBischen  Fupriktionen  m^  Ordnung  T^y  jPj  . . .  T^^^ 
Utteht  stets  eine  lineare  homogene  Identität  mit  von  u  unabhängigen 
Koeffizienten,  die  nicht  alle  gleichzeitig  0  sind: 

Der  Satz  ist  unabhängig  von  der  bei  seinem  Beweise  gemachten 
Voraussetzung,  daß  T^,  T^  , . .  T^  linear  unabhängig  seien.  Denn 
würde  schon  zwischen  diesen  eine  lineare  Belation  bestehen,  so  würde 
man  diese  auch  als  Belation  der  Form  (2)  mit  c^ .  ^  =  0  auffassen 
können.  Auch  beachte  man,  daß  der  Satz  auch  gut,  wenn  T.,, 
mehrfache  Nullpunkte  hat;  denn  die  Forderung,  daß  das  Aggregat  (1) 
einen  bestimmten  Punkt  zum  A-fachen  Nullpunkt  haben  soll,  drückt 
sich  ebenfalls  durch  k  lineare  Gleichungen  zwischen  den  c  aus. 

Aus  diesem  Satz  und  aus  §  39,  IV  ergiebt  sich  noch  der 
folgende: 

VL  Zwischen  m  +  1  verwandten  JAOOBischen  Funktionen  m^^  Ord^ 
ww^  T^y  ^8  •  •  •  ^«  +  1  ^^*^^ht  stets  eine  lineare  homogene  Identität: 

hren  Koeffizienten  JAOOBische  Funktionen  nuüter  Ordnung  sind. 
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§  41.    Reduzierte  JACOBi'eche  Funktionen.    Thetafünictionen. 

Ans  der  Gesamtheit  aller  untereinander  verwandten  Systeme 
gleichändriger  jACOBischer  Funktionen  heben  wir  nun  ein  solches 
System  als  besonders  einfach  heraus  durch  die  Definition: 

I.  EtTie  JjooBische  Funkäan  heißt  reduziert,  wenn  ihre  erste  Periode 
zweiter  Art  Null  ist  und  ihre  Parameter  gleich  ihren  Charakteren  sind, 
wenn  also  ihre  Defimtionsgleichungen  folgendermaßen  lauten: 


1)  r(tt  +  2  0)^  =  tf-  Hini  y(j^)^ 


2)  r(tf  +  2ai3)  =  «-«.«*«      ^  ^"""^"^Tifi). 


In  diesen  Gleichungen  kommen  die  drei  Yariabeln  u,  oi^,  (o^ 
nur  in  den  beiden  Verbindungen  (vgl  §  21,  1): 

vor;  wenn  es  überhaupt  möglich  ist,  sie  zu  beMedigeUi  muß  es  auch 
möglich  sein,  sie  durch  Funktionen  zu  beledigen,  die  die  drei 
Yariabeln  nur  in  diesen  beiden  Verbindungen  enthalten.  Solche 
Funktionen  nennt  man  Thetafunktionen ;  deren  Definition  lautet 
demnach: 

n.  Vnter  einer  Thetafunktion  n^  Ordnung  versteht  man  eine  ganze 
transscendente  Funktion  von  v,  die  den  Gleichungen  genügt: 

4)  0{v+  l)  =  <?-ffx^»0(i;), 

Jede  reduzierte  jACOBische  Funktion  kann  dann  angesehen 
werden  als  Produkt  einer  Thetafunktion  mit  einem  von  u  unab- 
hängigen Faktor. 

Wir  rekapitulieren  noch  einmal  die  Schritte,  die  erforderlich 
sind,  um  eine  beliebige  JACOBische  Funktion  durch  eine  solche 
Thetafunktion  auszudrücken. 

Zuerst  ist  aus  den  Gleichungen: 


n 


6)  «1   =i(»l,  03  =  — y    +k(ü 


'3 


der  Faktor  k  zu  berechnen  (§  39,  HE).     Dann  ist  J,  o)^  —  ^g  «^  auf 
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die  Form  ff^  oo^  —  ff^  cöj  zu  brmgen,  in  der  ff^,  g^  reelle  Zahlen  be- 
deuten nnd: 

zn  setzen  (§  38,  11).  Sind  ^  Ih  9ii  9^  ^^  bestimmt,  so  findet  man: 
dabei  bedeutet  (7  einen  von  u  unabhängigen  Faktor. 

§  42.    Die  fundamentale  Thetafünktion. 

Wir  wollen  uns  nun  zunächst  mit  Thetafunktionen  erster  Ord- 
nung der  Charakteristik  (0,  0)  beschäftigen,  also  mit  ganzen  trans- 
scendenten  Funktionen  von  v,  die  den  Gleichungen: 

1)  »{v  +  \)^»[v), 

2)  »{V  +  t)  =  <?-«<(2*  +  r)  ,^(„) 

genügen.  Nach  §  40,  Y  können  sich  alle  solchen  Funktionen  (sofern 
es  deren  überhaupt  giebt)  nur  durch  von  v  unabhängige  Faktoren 
unterscheiden,  über  diese  Faktoren  wollen  wir  weiterhin  noch  Ver- 
fügung treffen;  zunächst  müssen  wir  uns  durch  wirkliche  Aufstellung 
eines  analytischen  Ausdrucks  von  der  Existenz  einer  Funktion  mit 
den  verlangten  Eigenschaften  überzeugen.  Aus  der  Gleichung  (1) 
und  aus  I,  §  49  folgt  zunächst,  daß  sich  jede  solche  Funktion  durch 
eine  gleichmäßig  konvergente  FoüBiEBsche  Beihe  der  Form: 

8)  .^(t;)  =  2^^^'*""' 

m  BS  —  OD 

darstellen  lassen  muß.  Dieße  Entwicklung  soll  nun  auch  die  Glei- 
chung (2)  befriedigen,  es  soll  also: 

»=3  —  00  »=  —  QO 

sein.  In  der  Summe  rechts  kann  man  den  Summationsbuchstaben 
m  durch  m  +  \  ersetzen;  sie  lautet  dann: 

W  Ä  —  00 

Nun  ist  aber  (vgl.  I,  §  47,  II)  eine  Entwicklung  einer  ganzen 
Funktion  in  eine  Reihe  der  Form  (3),  wenn  überhaupt,  nur  auf  eine 
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Weise  möglich;  man  kann  also  durch  Vergleichnng  der  Koeffizienten 
gleichhoher  Potenzen  von  tf2«<»  ^qu  Schluß  ziehen: 

Soll  die  Beihe  (3)  die  Gleichung  (2)  befriedigen,  so  müssen  ihre 
Koeffizienten  der  Bekursionsformel  genügen: 

4)  Ä     ^,    =ö(2«  +  l)r*r<^    , 

/  «•  +  !  m 

Diese  Bekursionsformel  gestattet,  alle  diese  Koeffizienten  fol- 
gendermaßen durch  den  ersten  auszudrücken: 

5)  ^^  =  <?-•-«*  ^o; 

die  Beihe  (3)  erhält  damit  die  Form: 

6)  ^2<?^"**  +  ^"'*^''*. 

Wir  haben  vor  allem  zu  untersuchen^  ob  sie  konyergiert  Zu 
diesem  Zweck  bilden  wir  (für  m  >  0)  den  Quotienten  des  (m  +  1]P* 
Gliedes  durch  das  m^;  wir  erhalten: 

Man  sieht,  daß  er  mit  wachsendem  m  unendlich  groß  wird,  wenn 
die  zweite  Koordinate  von  r  negativ  ist,  dagegen  unendlich  klein, 
wenn  sie  positiv  ist;  und  zwar  gleichmäßig  für  alle  endlichen  Werte 
von  V  und  alle  dieser  Bedingung  genügenden  Werte  von  r.  Ebenso 
wird  gezeigt,  daß  unter  derselben  Bedingung  auch  der  zu  negativen 
Werten  von  m  gehörende  Teil  der  Beihe  konvergiert  Wir  haben 
aber  seit  §  14, 11  an  der  Voraussetzung  festgehalten,  daß  die  zweite 
Koordinate  von  r  positiv  sei,  können  also  jetzt  sagen: 

I.  Die  Reihe  (6)  konvergiert  gleichmäßig  in  jedem  in  ßetracht 
kommenden  Gebiet  der  Variabein  v  und  r,  d,  h,  in  jedem  Gebiet,  das 
nur  endliche  Werte  von  v  und  nur  Werte  von  r  mit  positiver  zweiter 
Koordinate  enthält 

Indem  man  die  ausgeführten  Schritte  rückwärts  verfolgt,  über- 
zeugt man  sich,  daß  die  durch  diese  Beihe  definierte  ganze  trans- 
scendente  Fimktion  von  v  auch  wirklich  aUe  verlangten  Eigenschaften 
besitzt  Wir  vervollständigen  die  Definition  noch  dadurch,  daß  wir 
den  Koeffizienten  Ä^,  der  bis  jetzt  noch  eine  willkürliche  E^mktion 
von  r  sein  konnte,  von  r  unabhängig  und  zwar  =  1  annehmen. 
Wir  definieren  also: 

n.   Als  fundamentale   Thetafunktion  bezeichnen  wir  die  durch  die 
Beihe: 

8)  »V-(t;)  =  &{v\t)  =  2e(«*r  +  2m.)^.- 

dargestellte  ganze  transscendente  Funktion  von  v. 


. 
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Zieht  man  je  zwei  Olieder  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
isammen  nnd  f&hrt  trigonometrische  Funktionen  ein  (I,  §  40,  6), 
>  erhält  man  die  Darstellung: 

1  &{v)=^  1  +  2^e'^^^"^cos2mvn; 

mutzt  man  bereits  die  in  §  21,  (16)  eingeführte  Bezeichnung^  so 
mn  man  auch  schreiben: 

>)  !?•(!;)=  2  *""^*"- 

Diesen  expliciten  analytischen  Darstellungen  der  Thetafunktion 
tnehmen  wir  noch  die  beiden  folgenden  Sätze: 

m.  Die  fundamentale  Thetafunktion  ist  eine  gerade  Funktion  von  v, 
h.  es  ist: 

)  *(-t?|T)  =  t?-(ü|T). 

IV.  Sie  genSigt  der  partiellen  Differentialgleichung: 


dv*  d 


Jedes  einzelne  Glied  der  Reihe  genügt  nämlich  dieser  Gleichung; 
id  da  die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert,  so  dürfen  die  Differen- 
ätionen  nach  I,  §  50^  IL  gliedweise  vollzogen  werden. 


§  43.    Thetaftinktionen  höherer  Ordnung.    Positiver  Teil 

dee  HERMiTE'schen  Satzes. 

Die  wirkliche  Existenz  von  Thetafunktionen  höherer  Ordnung 
am  ganz  analog  durch  Aufstellung  von  Reihenentwicklungen  solcher 
imktionen  dargethan  werden,  wie  es  in  §  42  für  die  Theta^ 
oktionen  erster  Ordnung  geschehen  ist  Auch  hier  dürfen  wir 
18  zunächst  auf  die  Funktionen  der  Charakteristik  (0,  0)  beschränken, 
wir  nach  §  37,  VII  von  diesen  zu  Funktionen  einer  beliebigen 
larakteristik  durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Eonstante 
mmen  können.    Wie   in  §  42  schließen  wir  aus  der  Gleichung: 

©(ü+l)  =  ©(«), 

B  jede  solche  Funktion  sich  durch  eine  gleichmäßig  konvergente 
UHEBBsche  Reihe  der  Form: 

+  00 
••■1  —  00 
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darstellen  lassen  muß.  Soll  diese  Entwicklung  auch  die  Oleichimg 
3)  e(r  +  T)  =  tf-"''*(2»  +  T)0(t,) 

befriedigen,  so  muß 

«=  —  00  «S3  —  00  j 

oder  wenn  man  rechts  den  Summationsbnchstaben  m,  durch  m+n\ 
ersetzt: 

ms  —  QO 

sein.    Die  Koeffizienten  müssen  also  durch  die  Bekursionsformel: 

verbunden  sein.  Diese  Bekursionsformel  läßt  noch  n  von  den  Koef- 
fizienten A  unbestimmt;  wir  können  z.  B.  A^,  Ä^,  A^  ,  . ,  A^_^  wüt 
kürlich   annehmen.     Setzen   wir  z.  B.   alle   diese   Koeffizienten  bii 

aa 

auf  A^  gleich  Null,  J^  =  A  "  ,  so  werden  von  den  Koeffizienten  £ 
nur  diejenigen  von  Null  verschieden  sein,  deren  Index  modulo  • 
zu  a  kongruent  ist;  und  zwar  wird: 

sodaß  man  eine  Beihe  der  Form  erhält: 


5) 


qPa(ü|T)=2j^  Z 

k=-  oo 


"^  +00 


k=  -  QO 


Man  sieht,  daß  diese  Beihe  sich  folgendermaßen  durch  die  funda- 
mentale Thetafimktion  ausdrückt: 

6)  ^a\p\v^  ^  ^  ^  u-ynv  +  ax\nx). 

Damit  ist  auch  zugleich  die  Konvergenzfrage  entschieden;  denn  dn 
zweite  Koordinate  von  n  r  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  von  t.  Wir 
haben  also  in  der  That  n  verschiedene  ganze  transscendente  Fnnfc-: 
tionen  gefunden,  die  den  Bedingungen  Genüge  leisten;  zugleich  gdil 
aus  der  Entwicklung  hervor,  daß  jede  andere  Funktion  dieser  ifls 
sich  aus  den  angegebenen  linear  und  homogen  mit  von  u  nnab* 
hängigen  Koeffizienten  zusammensetzen  läßt    Damit  ist  der  negfttnti 
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ÜMl  des  HEBMiTBSchen  Satzes  (§  40,  V)  von  neuem  abgeleitet; 
dar&ber  hinaus  aber  sehen  wir  jetzt  noch:  Jede  der  n  Beihen  (5) 
enthalt  andere  Potenzen  von  z,  es  kann  also  zwischen  ihnen  keine 
lineare  Belation  mit  von  v  unabhängigen  Koeffizienten  bestehen. 
Wir  können  also  jetzt  auch  den  positiven  Teil  des  HEBMiTESchen 
Satzes  aussprechen: 

L  Es  giebt  voirkUch  n  voneinander  linear  unabhängige  Theta» 
fukUUmen  n^  Ordnung; 

oder  allgemeiner: 

n.  Zu  beliebig  vorgegebenen  Werten  der  Perioden  L  und  IL  Art 
und  der  Parcaneter,  die  den  Bedingungen  §  14  (2)  und  §  37  (9)  ge^ 
nigen,  giebt  es  stets  wirhUch  n  voneinander  linear  unabhängige  JAOOBische 
Funktionen  der  positiven  Ordnungszahl  n. 

i  44.    Thetafkinktionen  mit  von  Nuil  verschiedener  Charalcterietilc. 

Durch  die  in  §  42  eingeführte  fundamentale  Thetafonktion 
Jassen  sich  alle  Thetafunktionen,  weiterhin  überhaupt  alle  elliptischen 
Funktionen   IIL  Art  ausdrücken.     Zunächst  ist  nach   §   37,    VJi 

&\v-'  ^'^~^'  j  als  Funktion  von  t;  betrachtet  eine  jACOBische  i^inktion 

mit  den  Perioden  L  Art  1,  t,  den  Perioden  IL  Art  0,  —  2?rt  und 
den  Parametern  0,  —  ^i^  +  ^3!  es  ist  also  für  sie  i  =  0  (§  41,  6) 
und  wenn,  wie  wir  annehmen  dürfen  und  wollen,  g^  und  g^  reell 
nnd^  so  ist  für  sie  ^  =  ^^^  und  die  Zahlen  g^,  g^  bilden  ihre 
Charakteristik  (§  41,  7).  Aus  §  41,  8  folgt  also: 
I.  Die  Funktion: 

1)  f{v  I  t)  =  Co-  «•i^i"  *  (t;  -  ^^^^) 

ist  eine  Thetafunktian  erster  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (g^,  g^\ 
und  jede  solche  Funktion  stellt  sich  in  dieser  Form  dar, 

unter    allen    diesen    Funktionen    wollen    wir    eine   bestimmte 

herausgreifen,  nämlich  diejenige,  bei  der  die  Abhängigkeit  der  Kon- 

L  itanten  C  von  r  so  festgelegt  ist,  daß  die  Funktion  der  partiellen 

iJDifferentialgleichung  (12)  von  §  42  gleichfalls  genügt    um  die  dazu 

1  erforderliche  Bechnung  durchzuführen,  bezeichnen  wir  mit  [^  j  den 

rtiellen  Differentialquotienten  von  i9*  nach  r,  gebildet  ohne  Bück- 
iht  auf  eine  etwa  vorhandene  Abhängigkeit  des  Arguments  von  r, 

od  schreiben  &  SSüt  &(v  —  ^*^~^') ;    wir  haben  dann: 

I 
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|f  =  c.-..  {-«.>.* +11-) 


Soll  also  die  erwähnte  Gleichung  erfüllt  sein,  so  muß  C  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung: 

genügen,  mit  andern  Worten,  es  kann  sich  von 

nur  durch  einen  auch  von  r  unabhängigen  Faktor  unterscheiden. 
Dieser  Faktor,  der  eventuell  noch  von  der  Charakteristik  abhängen 
kann,  wird  von  verschiedenen  Schriftstellern  verschieden  gewählt;  wir 
wollen  ihn  mit  Hebmite  für  alle  Charakteristiken  gleich  1  annehmen. 

n.  Demgemäß  definieren  wir  die  Thetafunktion  erster  Ordnung  ndt 
der  Charakteristik  (g^,  g^  vollständig  durch  folgende  Gleichung: 

2)  &g,g,{v)^e''''9^i^''U9.r)ß^i^^?xl^y 

Setzt    man    in   ihr    für   die   fundamentale  Thetafunktion   ihre 
Reihenentwicklung,  so  erhält  man: 


3) 


•I  =  —  oo 


+  oo 


•1=  —  00 


Ersetzt   man   in   einer  solchen  Thetafunktion  das  Argument  v 
durch  V  —  ^(^1  T  —  Y^  so  erhält  man: 


=  e 


—  n 


Andrerseits    ist    aber    die    Thetafunktion    mit    der    Charakteristik 
{9i  +YiJ    ffs  +  rs)' 


f 
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5) 


I'^Ä  +  yi,  Ä  +  nW 

Yer^eichaiig  von  (4)  und  (5)  giebt: 
HL  die  dügemeine  Verwandhmgsformel: 


+  r»)\ 


6)         ^^*(t^-^^^^)=^'''^''^'-*'*''^''-*^'^ 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  ergeben  sich  eine  Beifae  von 
speziellen.  Zunächst  erhält  man  flir  ^'j  =  —  ^^ ,  y^^  —  Yz  ^® 
Formel: 


7) 


*».*(»  + ^^^)  =  «- "'"f"  •"''♦«"- •'"J  *o  0  ("). 


die    als   Umkehnmg  von  (2)  angesehen  werden  kann;    femer  ftlr 
y    ^  2     V  ^  0: 

1-8)  ***(«- r)  =  *'"(2-^>ö-,.  +  2.^(r) 

I  und  für  ^j  =  0,    y,  =  2: 


*».*(«+  1)  =«-""•**.,.  + 2  ("). 


£2b  ist  aber  zufolge  der  Definition  der  Tbetafunktionen: 

und: 

also  folgt  aus  (8)  und  (9): 

10)  ^^  +  2.  ,.W  =  ^*-'i9-,,,.H 

(Zu  diesen  Formeln  vergleiche  man  die  Schlußbemerkung  von  §  38.) 
Endlich  sei  noch  eine  Formel  erwähnt,  deren  Richtigkeit  man 
'direkt  aus  der  Definitionsformel  abliest,  wenn  man  berücksichtigt, 
[daß  die  fundamentale  Thetafunktion  eine  gerade  Funktion  ihres 
^Arguments  ist  (§  42,  IH);  nämlich: 

12)  ^-^.  -^(-«)  =  *y.y.W- 


§  45.    Hauptcharakteristiken. 

I.  jUt  ^aupieharakteristiken^^   bezeichnet  man   diejenigen^   deren 
[JBemenie  beide  den  Wert  0  oder  1  haben. 
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Zufolge   der   Gleichungen  §  44  (10),  (11)  giebt  es    deren 
wesentlich  verschiedene,  nämlich  außer  der  fundamentalen  (0,  0)  i 
die  drei  (0,  1),  (1,  0),  (1,  1).    Die  zugehörigen  Thetafnnktionen  s 


1) 


2) 


3) 


=  V^«<["»'»+2m(©  +  Vt)] 

«5=  —  QO 

+  00 

m  =  l 

*i.  0  («?  I  ^)  =  ^  "''*  ^"^  Vit)  ^(t,  -  i^  I  t) 

ms  —  00 

=  2  2Ä("»  +  '/.)*co8(2m  +  l)vn; 
*i.i  («^  I  ^)  =  ^-^•(*'-  V*'),9'(t;  +  ^  -.  ^T  I  t) 

m=  —  oo 

=  2i2(- 1)"A(- +  •/.)•  8m(2»ii+  l)vn. 

«s  —  OO 


Da  man  mit  diesen  Funktionen  sehr  viel  zu  rechnen  hat 
eine  kürzere  Bezeichnung  als  die  durch  Doppelindices  wünsch 
wert;  man  setzt  nach  Weiebstbass: 

und  bezeichnet  dann  wohl  auch  die  fundamentale  Thetafunktion  < 
^,.Jt;)mit  &,{vy 

Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht^  sind  &q  (ü)  und  &^  (©)  eb< 
wie  &^{v)  gerade  Funktionen  ihres  Arguments;  ö-^iv)  dagegen  ist 
ungerade  Funktion. 

Ihrer  häufigen  Verwendung  wegen  lohnt  es  sich,  die  Fori 
für  die  Vermehrung  des  Arguments  um  halbe  oder  ganze  Perio 
die  sich  aus  §  44  ergeben,  ftir  diese  Funktionen  explicite  zusami 


^  Man  kann  den  hier  bei  ^i  auftretenden  Faktor  i  in  die  allgem< 
Formeln  mit  hereinziehen,  wenn  man  in  §  44  (2)  den  auch  von  t  onabhlni 
Faktor,  statt  ihn  mit  HsRHirE  =  1  zu  setzen,  mit  H.  Wbbkb  =  cV«»<ä«i- 
Dann  werden  aber  die  allgemeinen  Formeln  jenes  Paragraphen  weniger  ein 


r: 
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jfUteUen;  man  hat  dabei  auch  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  des- 
0«lben  zu  beachten.    Man  hat  zunächst: 


[^ol" 

+  1)  = 

»0  ("). 

&oi^  +  r)=-e-'"<?'  +  ^)&^{v). 

w 

*,(«+!)  = 

-  t^x  (»), 

V9-J  (r  +  t)  =  -  «-«<ö><'  +  »)ö-i(»), 

&,{v  +  l)  = 

-  *,  H 

^,  (ü  +  t)  =         «  -  »«2.  +  r)  ^^  (p)^ 

l  *,(»  +  !)  = 

^,H 

^3(t,  +  T)=       «-»'(2- +  »)*,(»); 

ferner: 

' 

*,(» 

+  i)  =    *,  ("). 

6) 

*,(« 
*,(» 

+  i)  =    *,  w. 

i 

»,{^ 

+  i)=    ^«w- 

0 


8) 


i  46.    Übergang  von  den  Sigma-  zu  den  Thetaflinktionen. 

Za  den  jACOBischen  Funktionen  gehören  gemäß  ihrer  Definition 
auch  die  Sigmaftmktionen.  Das  Hauptsigma  speziell  (§  20,  6.  7)  ist 
eine  jACOBische  Funktion  erster  Ordnung,  mit  den  Perioden  I.  Art 
2<B|,  2q>,,  den  Perioden  II.  Art  2ti^,  2^^  und  den  Parametern 
1,  1.  Es  ist  also  eine  mit  «9-,  verwandte  Funktion  und  muß  folg- 
lich mit  &i  durch  eine  Formel  verbunden  sein,  die  einen  Spezial- 
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tau  der  aUgemeinen  Formel  §  41,  (8)  vorstelli.  Bestimmt  man  l 
und  (A  in  der  dort  angegebenen  Weise ,  so  findet  man  Dir  diesea 
Spezialfall: 


also: 


*'«  ijt 


1)  (Tti  =  £7^2«!     &^{v)^Ce^'l^^^&^{v). 

Die  Eonstante  C  läßt  sich  bestimmen,  indem  man  beiderseits 
nach  u  differentiiert  und  dann  u  «  0  setzt;  man  erhält  so: 

2)  ^^^ ST^Ö) 

Ebenso  sind  die  Nebensigma  verwandt  zu  den  Thetafnnktionen 
mit  den  drei  von  (1,  1)  verschiedenen  Hauptcharakteristiken.  Man 
erhält  die  entsprechenden  Formeln  auf  ganz  demselben  Wege  (nur 
daß  es  zur  Bestimmung  des  konstanten  Faktors  keiner  Differentiation 
bedarf),  nämlich:^ 


3)  ö-,  tl  =  <?2f,,a,xt»« 


^i(O) 


An  diesen  Formeln  (2)  bis  (5)  ist  noch  unbefriedigend,  daß  in 
ihnen  die  „ThetanuUtoerte^^,  d.  h.  die  Werte  der  Thetafnnktionen  und 
ihrer  Differentialquotienten   für   den  Wert   0   des  Arguments,  vor- 
kommen, die  man  nicht  als  bekannt  wird  ansehen  wollen,  wenn  msn 
von  den  Sigma   aus  die  Theta  einführen  will.     Es  entsteht  daher 
die  Frage,  nach  welchem  Gesetze  diese  Größen  von  den  e^,  e,,  e^ 
abhängen.     Man    kann   diese   Frage  auf  zwei   ganz    verscÜedeneci' 
Wegen   beantworten:    entweder   durch  direkte  Umformung  der  ua— 
endlichen  Produkte  der  §§21   und  31   in  die  unendlichen  SeiheKB. 
der  §§  42  und  45 ;  oder  durch  Umformung  der  partiellen  DifferentiaL^ — 
gleichung  §  42,  (12),  durch  die  der  von  u  unabhängige  Faktor  h 
den  Thetafunktionen   bestimmt  war.     Den   ersten  Weg  wollen 
im  nächsten  Paragraphen  einschlagen^  den  zweiten  können  wir  ei^ 
später  (§  59)  betreten. 


^  Die  Indices  der  Thetafdnktionen  sind  modulo  4  genommen  je  um  ein— 
<^it  größer  als  die  der  ihnen  entsprechenden  Sigmafdnktionen. 
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§  47.   Darstellung  der  Thetaftinktionen  durch  unendliche  Produkte. 

Da  die  Fonneln  §  30,  (10),  (11)  und  §  45,  (6)  bis  (8)  den  Über- 
gang von  jeder  Sigma-,  bezw.  Thetafunktion  zu  jeder  andern  durch 
Addition  halber  Perioden  gestatten,  so  genügt  es,  wenn  wir  die  Um- 
formung des  unendlichen  Produkts  in  die  unendliche  Reihe  für  eine 
der  vier  Sigmafunktionen  durchführen.  Am  bequemsten  ist  es,  dazu 
die  Funktion  a^u  zu  wählen,  die  der  fundamentalen  Thetafunktion 
zugeordnet  ist  Statt  des  unendlichen  Produkts  betrachten  wir  zu- 
nächst das  endliche: 

Dieses  Produkt  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn  man  z  mit  ^  z 
vertauscht;  seine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  z^  mit  positiven 
und  negativen  Exponenten  hat  also  die  Form: 

Von  den  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  ist,  wie  man  direkt 
sieht,  der  letzte: 

3)  ^^•^  =  A.A».Ä'^...A2«-i  =  A«"»; 

f&r  die  übrigen  leiten  wir  eine  Bekursionsformel  ab.  Die  einzelnen 
Faktoren  von  f^  [z)  vertauschen  sich  nämlich  zum  größten  Teil  unter- 
emander,  wenn  man  z  durch  hz  ersetzt;  es  fallen  nur  1  +  äz*  und 
1  ^^2m-i;j.-2  yfQg  mj^j  i  -t-A^^  +  ^z*,  sowie  1  +A-^2r-2  tommen 

neu  hinzu,  sodaß  man  die  Gleichung  erhält: 

oder: 

4)  (ä2«+Az»)/-„{A^)  =  (1+ä2«  +  1z'')/;(z). 

Entwickelt  man  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen 
*^On  z  und  vergleicht  die  Koeffizienten  von  z^*,  so  erhält  man  die 
?^suchte  Rekursionsformel: 

*^er: 
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f;\  j  w     — \  ILl A 


6) 


Sie  liefert  der  Seihe  nach: 

^     ji^) l-h^"^  Jim)       __   rr«_i^tl   -  h^"^ 

u.  8.  w.;  endlich: 

»  (i-a2)(i_a*)...(i-a2-) 

Diese  Formeln  zeigen,  daß  man  eine  etwas  einfachere  Entwi 
long  für  die  Funktion: 

7)  9«w=n(i -*'")•/•„  w 

V  =    1 

erhält;  setzt  man  nämlich: 

8)  ^^  W  =  K"^)  +  2Ä**a^~>(z2*  +  ^-2k)^ 

80  wird: 

9)  a^">=Ä-*M'~)n(l  -Ä2')  =  fl(l-A2').n(l-A2-), 

y  =  1  »-  =  18»  — k+1  Vs=«+k+l 

10)  «„(•»)  =  n  (1  -  A^')- 

y  =  «  + 1 
Für  den  absoluten  Betrag  dieser  Koeffizienten  a^"^  können  wir  lei 
eine  obere  Grenze  angeben;  denn  da  das  unendliche  Produkt 

(§  32,  6)  unbedingt  konvergiert,  jedes  der  Produkte  a^"^  aber 

einen  Teil   der  Faktoren   dieses   unendlichen   Produkts  enthält, 
folgt,  daß  für  alle  Werte  der  Indices  ä,  mi 

11)  af  j<a  =  fl(l  +|Ä|a') 


V 


=  1 


ist.     Man  erkennt  auch,    daß  man  für  jeden   gegebenen  Wert 
Index  k  und  jede  gegebene  Größe  bM  so  bestimmen  kann,  daß 

12)  !  a«-)  -  1 1  <  « 
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sobald  m  >  M  ist     Andererseits  haben  wir  aber  in  §  42  ge- 
1,  daß  die  unendliche  Beihe: 

k  =  1 

dingt  konvergiert,  infolgedessen  kann  man,  wenn  irgend  eine 
ive  Größe  e  gegeben  ist,  K  so  bestimmen,  daß: 

Wegen  (11)  wird  dann  auch: 

irUch  hat  diese  Ungleichung  nur  für  m'^  K  eine  Bedeutung.) 
dem  so  K  festgelegt  ist,  können  wir  M  so  wählen,  daß  die  ün- 
lung  (12)  für  m  >  ilf  und  für  alle  k^K besteht.  Also  können 
M  auch  so  groß  wählen,  daß  die  Ungleichung: 

K 

''S 


(0^"'-l)A*»(z2»+z-2*)|  <« 


*  =  0 

Ue  m  >  Jlf  stattfindet.    Dann  folgt  aus  (13a),  (14)  und  (15),  daß: 

m*)-^«WI<«{2  +  a) 

sobald  77}>jlf.  ist;  und  zwar  geht  aus  der  Ableitung  selbst 
r,  daß  man  es  so  einrichten  kann,  daß  diese  Ungleichung  in 
i  einem  Bereiche  der  Variabein  h  und  z  besteht,  der  ganz  im 
n  des  Konvergenzbereichs  der  Reihe  (1 3)  liegt  Diese  Ungleichung 
sagt  also  aus,  daß  die  Funktion  q)^{z)  mit  wachsendem  m  in 
i  solchen  Bereiche  gleichmäßig  gegen  die  Funktion  F{z)  kon- 
3rt  Hält  man  andererseits  die  Gleichung  (7)  mit  der  Glei- 
l  (1)  zusammen,  so  sieht  man,  daß  q)^{z)  nichts  anderes  ist, 
as  Produkt  der  ersten  m  Faktoren  des  unendlichen  Produkts: 

^{(1  ~Ä2'')(1  +A2v-.l^2)(l   _,.^2v-l^-2)|. 
V  =  1 

dgt  also,  daß  dieses  Produkt  unbedingt  und  gleichmäßig  kon- 
irt  (wie  wir  übrigens  schon  aus  §  31  wissen)  und  daß  sein 
identisch  ist  mit  dem  der  unendlichen  Beihe  F[z),  Durch  das 
ikt  haben  wir  in  §  31  die  Funktion  o-gW,  durch  die  Reihe  in 
die  Fimktion  ^3(1?)  dargestellt;  das  Resultat  der  Untersuchungen 
(  Paragraphen  ist  also  die  Gleichung: 

8* 


116  jAooBoche  FSmkHonm. 


17)  i9-,(»)  =  e-z-».".«-' fl[(l  -  A»')fl'(l  +  A2'-i)»ö',« 

»  SS  1  V  ssl 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  32,  (23): 

Durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Halbperioden  lassen  sich 
aus  dieser  Gleichung  drei  andere  ableiten,  die  die  drei  andern  Theta 
mit  den  drei  andern  Sigma  in  Beziehung  setzen;  nämlich: 


19)  ,^j«)==|/?K!^^,-2,.»..V,«. 


20)  »,  {v)  =  l/^^'  —rr'  <f  -  2  •». ».  ••  0-,  tt, 

21)  i9'Jt?)  =  l/^y^e-2,7,a„ti^„. 

(Am  einfachsten  erhält  man  diese  Gleichungen  aus  (17),  wenn  man 
zunächst  die  in  §  30  mit  T  bezeichneten  Funktionen  statt  der  a 
einführt.) 

Was  die  Werte  der  in  diesen  Formeln  auftretenden  Wurzel- 
größen betrifft,  so  kann  für  y2wj/;r  ein  beliebiger  Wert  gewählt 
werden;  unter  den  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sind 
dann  diejenigen  Werte  zu  verstehen,  die  sich  für  diesen  Wert  von 
y2ft?j/;r  aus  den  Gleichungen  (23)  von  §  32  ergeben. 


§  48.   Thetarelationen. 

Zwischen  den  Thetafunktionen  mit  Hauptcharakteristiken  be- 
stehen Relationen,  die  wir  mit  Hilfe  ihrer  Ausdrücke  durch  die 
Sigmafunktionen  aus  den  zwischen  diesen  bestehenden  erhalten 
könnten.  Wir  können  sie  aber  auch  aus  der  Theorie  der  Theta- 
funktionen selbst  ableiten,  und  zwar  aus  dem  HEKMiTESchen  Satz 
(§  40).  Denn  das  Produkt  aus  einer  Thetafunktion  m^^  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  (y^,  g^)  und  einer  Thetafunktion  n^^  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  (Äj,  Äg)  ist  eine  Thetafunktion  (m  +  n)*^**  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  (^^  +  /t^,  ^g  +  Ag).  Da  man  nun,  ab- 
gesehen von  den  niedersten  Fällen,  mehr  als  m  +  n  solche  Produkte 
mit  derselben  Charakteristik  bilden  kann,  so  lehrt  der  HERBiiTEsche 
Satz   die   Existenz  linearer  Relationen  zwischen  ihnen  kennen.     Die 
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KoefSzienten  dieser  Relationen  lassen  sich  dann  a  posteriori  dadurch 
bestimmen,  daß  man  in  der  zunächst  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
angesetzten  Belation  der  Variabein  nacheinander  eine  genügende 
Anzahl  geeigneter  spezieller  Werte  beilegt  und  die  Koeffizienten 
ans  den  so  entstehenden,  in  Bezug  auf  sie  linearen  Gleichungen 
berechnet 

Für  den  Fall  m  +  n  =  1  erhalten  wir  noch  keine  solchen  Rela- 
tionen; denn  es  giebt  zu  jeder  Charakteristik  nur  eine  Thetafunktion 
erster  Ordnung.  Auch  der  Fall  m  +  n  =  2  liefert  noch  keine  Rela- 
tionen, wenn  die  Charakteristik  {ff^  +  \,  ffi  +  h^)  vpn  (0,  0)  ver- 
schieden ist  Denn  jede  von  (0,  0)  verschiedene  Charakteristik  läßt 
sich  nur  auf  zwei  Arten  als  Summe  zweier  Hauptcharakteristiken 
darstellen  (z.  B.  (0,  1)  =  (0,  0)  +  (0,  1)  =  (1,  0)  +  (l,  1)  (mod.  2)); 
und  die  zugehörigen  Produkte  stehen,  wie  man  aus  ihren  Nullpunkten 
sieht^  zu  einander  nicht  in  konstantem  Verhältnis.  Dagegen  läßt 
sich  (0,  0)  auf  vier  verschiedene  Arten  als  Summe  zweier  Haupt- 
charakteristiken darstellen: 

(0,  0)  =  (0,  0)  +  (0,  0)-(0,  l)  +  (0,  1) 

IE  (1,  0)  +  (1,  0)  -  (1,  1)  +  (1,  1)    (mod.  2). 

Daraus  folgt,  daß  die  Quadrate  der  vier  Thetafunktionen  als  Theta- 
fiinktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (0,  0)  angesehen 
L-  werden  können;  es  können  also  höchstens  zwei  von  ihnen  linear 
[  unabhängig  sein.  Man  sieht  aber  sofort,  daß  irgend  zwei  von  ihnen 
wirklich  linear  unabhängig  sind.  Denn  würde  zwischen  zwei  Theta- 
qnadraten  eine  homogene  lineare  Relation  mit  von  v  unabhängigen 
Koeffizienten  bestehen,  so  würde  daraus  eine  ebensolche  Relation 
zwischen  den  betreffenden  Thetafunktionen  selbst  folgen.  Eine  solche 
bon  aber  nicht  existieren,  da  sie  verschiedene  Charakteristiken 
haben,  also  verschiedenen  Funktionalgleichungen  genügen.  Durch 
xwei  beliebige  der  vier  Thetaquadrate  müssen  sich  also  die  beiden 
andern  linear  und  homogen  ausdrücken  lassen,  mit  andern  Worten, 
es  müssen  zwei  Relationen  dei"  folgenden  Form  bestehen: 

Setzt  man  in  diesen  Relationen  v  =  0  und  schreibt,  wie  es 
dblich  ist,  tf-a  ffir  ^«(0),  so  findet  man: 


«'2     —  ^1  ^0    > 


''3     —  *'3  ^0    » 
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setzt  man  aber  v  ^  \t  und  berücksichtigt  die  Gleichungen  §  45,  T, 
so  findet  man: 

Die  Relationen  lauten  also: 

1)  AlF:  &,^  &,*{v)  -  &,^  &,^(v)  +  &,*  &,*{v)  =  0, 

2)  £^  &,'  r9,^{v)  -  ^3^  i^,«H  +  t^,«  I?,« (r)  =  0. 

Für  die  Bedeutung  dieser  Formeln  ist  es  wesentlich,  daß  ihre 
Koeffizienten  nicht  Null  sein  können.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

I.  Für  keinen  der  Bedinffung  IV  von  §  14  genügenden  Wert  von  r 
kann  einer  der  drei  ThetanuUwerte  den  Wert  Null  annehmen. 

Denn  wäre  einer  dieser  Werte  gleich  Null,  so  würde  die  zu- 
gehörige Thetafunktion  für  t?  =  0  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
werden;  denn  sie  ist  nach  §  44  (12)  eine  gerade  Funktion,  also 
^'(0)  =  0,    Das  stünde  aber  mit  Satz  IV  von  §  37  im  Widersprach. 

Übrigens  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (2),  wenn  wir  in  ihr 
r  =  ^  setzen  und  die  Gleichungen  (6)  von  §  45  benutzen,  eine 
Eelation  zwischen  den  ThetanuUwerten,  nämlich: 

3)  &,*  =  &,*  +  &,*. 

Die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  durchgeführten  Uberlegungea 
liefern  außer  den  Relationen  (1)  und  (2)  noch  eine  große  Menge 
weiterer;  man  kann  sich  aber  auf  folgendem  Wege  überzeugen,  daß 
alle  diese  Relationen  bereits  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Zur  Ab- 
kürzung werde: 


4)             ,%  {v)  =  X, 

'^1  ('^)  =  y, 

''>B  (")  - 

gesetzt;  ferner: 

J  ==  a, 

es  wird  dann  identisch  (d.  h.  auch  wenn  man  x,  y,  r,  w  als  voneinander 
unabhängig  veränderliche  Größen,  betrachtet): 

« 

Infolgedessen  kann  man  jede  homogene  rationale  ganze  Funktioi^ 
der  vier  Variabein  ar,  y,  z,  ?/?  durch  identische  Umformung  auf  di^ 
Form  bringen: 

5)  F    .M,A  +  M,  B  +  t\+  'U  +  «/;  +  «'^/■«, 
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in  der  M^  und  M^  homogene  Funktionen  aller  vier  Variabein,  f^, 
fv  /s»  /i  ^^^^  solche  Funktionen  von  x  und  y  allein  bedeuten. 
Wenn  nun  eine  solche  Funktion  die  Eigenschaft  hat,  Null  zu  werden, 
sobald  man  für  die  x,  y,  z,  w  die  Werte  (4)  setzt,  so  muß  auch  die 
Summe  der  Tier  letzten  Glieder  in  (5)  für  sich  Null  werden.  Das 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  sie  identisch  Null  ist.  Denn  jedes  Glied 
dieser  Summe  hat  eine  andere  Charakteristik,  müßte  also  für  sich 
Null  sein;  und  das  ist  nicht  möglich,  da  zwischen  ?9'Q{t;)'und  0-^{v) 
aUein  keine  homogene  Relation  besteht.     Also  folgt: 

n.  Jede  homogene  Funktion  von  vier  Fariabeln,  die  Null  toirdy 
\cenn  man  diese  vier  Fariabeln  durch  die  vier  Thetafunktionen  mit 
Hauptcharakteristiken  ersetzt,  läßt  sich  durch  identische  Umformung  in 
die  Gestalt  M^  A  +  M^  B  setzen; 

und  daraus: 

m.  Jede  homogene  Relation  zwischen  den  vier  Thetafunktionen  ist 
me  Folge  der  Relationen  (1)  und  (2). 

Andere  als  homogene  Relationen  können  zwischen  den  Theta- 
funktionen nicht  bestehen.  Denn  homogene  ganze  Funktionen  der 
Thetafunktionen  von  verschiedenen  Dimensionen  sind  Thetafunktionen 
von  verschiedener  Ordnung,  können  sich  also  nicht  gegeneinander 
wegheben. 

§  49.    Additionstheoreme  der  Tlietafunictionen. 

Aus  den  in  §  35  behandelten  Additionstheoremen  der  Sigma- 
fonktionen  ergeben  sich  unter  Benutzung  der  Formeln  (17)  bis  (21) 
Ton  §  47  entsprechende  Theoreme  für  die  Thetafunktionen.  Aus 
der  Theorie  dieser  letzteren  selbst  erhält  man  dieselben  Theoreme 
durch  folgende  Überlegungen: 

I.  Die  Produkte  i\gt{u  +  v)  d-g^g^{u  —  v)  sind  als  Funktionen 
Ton  u  betrachtet,  Thetafunktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak.- 
teristik  (0,  0);  sie  lassen  sich  also  linear  durch  irgend  zwei  Theta- 
quadrate  ausdrücken.  Die  Koeffizienten  dieser  Ausdrücke  sind 
Funktionen  von  v\  man  bestimmt  sie^  indem  man  für  u  nacheinander 
zwei  geeignete  Halbperioden  setzt    Setzt  man  z.  B.  in  der  Relation: 

,^3  {u  +  v)  ^3  {u  ^v)=A  {v)  &,\u)  +  B{v)  i9,^(u) 

«=0,  80  wird  i5^i(w)  =  0  und  man  erhält  A;  setzt  man  u  =  —,,—  f 
80  wird  &^{u)  =  0  und  man  erhält  B.     So  findet  man: 

1)  &,*»,{u  +  V)  t%{u  -v)  =  ,9,\u)  ,'>3*(v)  -  &,'{u)  &,\vy 


120  jAcoBtschs  Funktionen. 


n.  Die  Produkte  ^g^gS^  +  v)&^^{^u —  v)  sind  als  Funktionen 
von  u  betrachtet,  Thetaftmktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik (^1  +  A^ )  ^3  +  A3).  Jedes  solche  Produkt  läßt  sich  also  durdi 
zwei  Produkte  zweier  Thetafunktionen  von  u  allein  ausdrücken,  mit 
Koeffizienten,  die  noch  von  v  abhängen,  z.  B.: 

Setzt  man  hier  m  =  0  oder  =  — ^,  so  findet  man  Ä\  setzt  man 
t£  =s  ^  oder  <<  ==  2^9  so  findet  man  B,    Das  Resultat  ist: 

1  -  *1  M  ^^3  M  '^0  W  *,  W- 

§  50.    Die  DilTerentialgleichungen  der  Thetaquotienien. 

Daß  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunktionen  algebraischen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  genügen* 
in  denen  die  unabhängige  Variable  explicite  nicht  vorkommt,  folgt 
aus  der  entsprechenden  Eigenschaft  der  Sigmaquotienten  (§  34). 
Aus  der  Theorie  der  Thetafunktionen  selbst  gewinnt  man  diese  Glei- 
chungen  durch  folgende  Überlegungen: 

Der  Differentialquotient  einer  JACOBischen  Funktion  nach  dem 
Argument  ist  selbst  keine  jACOBische  Funktion,  sondern  verhält 
sich  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  so,  wie  es  in 
§  37  (10),  (11)  angegeben  ist.  Jene  Gleichungen  selbst  zeigen  aber, 
daß  die  Determinante: 

y,{«)2i»-r3(tt)yi'(«) 

eine  JACOBische  Funktion  ist,  wenn  T^  und  T^  irgend  zwei  jACOBische 
Funktionen  mit  denselben  Perioden  L  und  II.  Art  sind.  Insbesondere 
ist  die  Determinante: 

(in  der  die  Accente  Differentiationen  nach  v  bedeuten)  eine  Thete- 
funktion  zweiter  Ordnung  der  Charakteristik  ^1  +  ^3 ,  Äj  +  A,).  Als 
solche  läßt  sie  sich  (vgl.  §  49,  II)  linear  und  homogen  durch  zwei 
Produkte  je  zweier  Thetafunktionen  ausdrücken;  und  da  sie  ent- 
weder eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion  von  v  ist,  ^ 
kann  von  diesen  beiden  Produkten  nur  das  eine  auftreten.  So  er- 
hält man  z.  B.: 
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oder: 

Der  hier  auftretende  von  v  unabhängige  Faktor  läßt  sich  ver- 
einüachen^  wenn  man  die  in  §  47  aus  der  Theorie  der  Sigmafunk- 
tionen  abgeleiteten  Ausdrücke  der  ThetanuUwerte  benutzt  Unab- 
hängig von  dieser  Theorie  läßt  sich  eine  solche  Vereinfachung  durch 
folgende  Überlegungen  erzielen: 

Differentüeren  wir  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  noch 
zweimal  nach  v,  so  erhalten  wir: 

=  -^t^'W^'''^")  +  2,^,'(»)^3'{.)  +  ^,"(.;)^,(r)]; 
und  wenn  wir  hierin  v  =  0  setzen: 

^1        __   _^0 1      ^«  ,      ^8_. 

&l  ^0  ^S  ^1 

Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  vermöge  §  42,  (12)  zwei 
Differentiationen  nach  v  durch  eine  solche  nach  t,  so  geht  sie  über  in: 

dlog&,'       dlog(^oAM 

^^2    —  .  -   .■■.-■-  • 

dx  dt 

Es  muß  also: 
4)  &^'  =  CO-qO^^  i>3 

»in,  wo  C  eine  auch  von  r  unabhängige  Konstante  bedeutet.  Durch 
Vergleichung  der  Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  nach 
Potenzen  von  h  findet  man: 

5)  C  =  TT. 

§51.    PaiüalbruGhzerlegung  der  elliptischen  Funktionen  lil.  Art 

von  positiver  Ordnungszahl. 

Nachdem  wir  nunmehr  die  Theorie  der  jABOBischen  Funktionen 
<Q  einem  gewissen  Abschluß  gebracht  haben,  kehren  wir  wieder  zur 
gemeinen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  IIL  Art  zurück 
lindem  wir  zunächst  den  Satz  beweisen: 

L  Jede  elliptische  Funktion  IIL  Art  läßt  sich  als  Quotient  zweier 
^4ooBisehen  Funktionen  darstellen. 
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Denn:  wir  können  immer  eine  jACOBische  Funktion  n^^  Ordnung 
mit  denselben  Perioden  I.  und  U.  Art  wie  die  vorgelegte  Funktion 
bilden y  die  in  allen  Polen  der  vorgelegten  Funktion  Null  wird; 
nämlich,  wenn  t{u)  eine  jACOBische  Funktion  1.  Ordnung  mit  diesen 
Perioden  und  der  Charakteristik  (1,  1)  bedeutet  und  ^i>  ^g«««^» 
die  Pole  sind,  das  Produkt: 

1)  t{u-b^)t{u-b^)...t(u-bj.  ■  .. 

f 

Das  Produkt  aus  dieser  Funktion  in  die  gegebene  ist  dann  nach  -''* 

§  37,  V  ebenfalls  eine  elliptische  Funktion  III.  Art,  und  zwar,  da  -p. 

sie  keine  Pole  mehr  hat,  eine  jACOBische  Funktion,  w.  z.  b.  w.  '- 

Wenn  wir  auch  die  im  Zähler  stehende  jACOBische  Funktion  .^ 

in  der  Form  (1)  darstellen,  erhalten  wir  eine  Darstellung  der  ellip-  ^ 
tischen    Funktionen    lH.    Art    als   Quotienten   von   Produkten   von 
jACOBischen  Funktionen  I.  Ordnung,  von  der  die  in  §  22,  II  und 
§  28,  Vn  gelehrten  Darstellungen  der  elliptischen  Funktionen  I.  und 

II.  Art  spezielle  Fälle  sind.  ,  ä^ 

Andererseits  gelangen  wir  auch  zu  einer  Partialbruchzerlegung  ii: 

der  elliptischen  Funktionen  III.  Art  durch  eine  Verallgemeinerung  4 

der  Untersuchung  von  §  43.     Bezeichnen  wir  die  Funktion  z^amit  v 

X{2\  80  sagt  die  Gleichung  (5)  jenes  Paragraphen  aus:  die  Funktion:  \ 

2)  0^{z)='^h'p'z^-Px[h'-z)  ; 

p=  -   30  ; 


hat  die  Eigenschaft,  daß: 


3) 


p  =z  —  CO 

ja  =  —  00 


ist  Wie  man  sieht,  ist  diese  Eigenschaft  einer  Summe  der  Form  ir) 
von  der  speziellen  Natur  der  Funktion  /  ganz  unabhängig;  c3e^ 
Beweis  setzt  von  ihr  nichts  weiter  voraus,  als  daß  sie  eindeutig  i^-  ^^ 
so  beschaflfen  ist,  daß  die  Reihe  konvergiert.  Das  letztere  ist  sicBn^r 
dann  der  Fall,  wenn  man  sowohl  für  limz  =  0,  als  für  limr  =  CO 
je  eine  Zahl  M  und  einen  Exponenten  r  so  bestimmen  kann,  d^^ß- 

4)  lim  ^^  =  M 

ist.     Denn  dann  ist: 
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lim   lS!^"-^  =  hr, 

iT  Quotient  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder  der  Eeihe  kon- 
jrgiert  also,  wenn  n  positiv  ist,  gegen  Null;  und  für  lim;?  =  —  oo 
It  entsprechendes. 

Insbesondere  ist  diese  Bedingung  erfüllt  für  jede  rationale 
unktion.  Verstehen  wir  unter  x  {^)  eine  solche  Funktion,  die  zu- 
eich eine  gerade  Funktion  von  z  ist,  also  eine  rationale  Funktion 
m  z*,  /  (z)  =  Xi  (^*)>  80  stellt  die  Eeihe  (2)  eine  mit  der  fundamen- 
Jen  Thetafunktion  gleichändrige  Funktion  von  v  dar,  die  überall 
is  auf  Pole  regulär  ist;  jeder  Pol  der  rationalen  Funktion  Xi  giebt 
imüch  zu  einem  Pol  dieser  Funktion  in  jedem  Periodenparallelo- 
ramm  Veranlassung.  Wir  werden  also  insbesondere  eine  Funktion 
ieser  Art  erhalten,  die  in  jedem  Periodenparallelogramm  nur  einen 
Qd  zwar  einfachen  Pol  hat,  wenn  wir  für  ;^(z)  eine  gebrochene 
unktion  ersten  Grades  nehmen.  So  werden  wir  dazu  geführt,  als 
lementarfunktion  IIL  Art  die  folgende  zu  benutzen: 

TT  t 


Wj  p=  —  oo 

(lern  wir  nämlich,  ebenso  wie: 


U7fi  w  Hl 


e  '-"^i  —  z,      auch  ^  2a>i  __  ^ 

tzen.    Diese  Funktion,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  genügt  den 
anktionalgleichungen  §  43,  (1),  (3);  sie  hat  die  Punkte: 

M  =  ?r  +  2  Äj  Wj  +  2  Äg  «3 

i  einfachen  Polen.     In   den  Punkten  w  =  ir  +  2Äj  w^,  z*  =  J^  ist 
ir  Residuum,  wenn  man  sie  als  Funktion  von  z^  betrachtet: 


m  ^2 


Wi 


f^ 


a  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes: 


TTt 


,2  __   ,"2  __    "1  5-2 


W, 


f  2  (m  ^w)+... 


it,  90  folgt,  daß  sie,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  in  einem 
)lchen  Punkt  das  Residuum  1  hat.  In  den  Punkten  u  =  w  +  2k^  (o^ 
-2^3(03,    z2  =  Ä2*»f*  hat  sie  als  Funktion  von  z^  das  Residuum: 
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also  als  Funktion  von  u  betrachtet,  das  Besiduum: 

Da  diese  Eesiduen  jedenfalls  endlich  und  von  Null  verschiedei] 
sind,  so  kann  man  durch  Differentiation  von  F{u,  to)  nach  den 
zweiten  Argument,  das  in  den  Funktionalgleichungen  sonst  nicht  Yor- 
kommt,  Funktionen  erhalten,  die  denselben  Funktionalgleichungei 
genügen  und  die  im  Periodenparallelogramm  auch  nur  an  je  einei 
Stelle,  an  dieser  aber  bezw.  von  der  zweiten,  dritten  ....  Ordnung 
unendlich  groß  werden.     Z.  B.  ist  die  erste  dieser  Funktionen: 

8)  UL^I!i]f+(Piy  '^h-p'z^^p-^r-^ 

Nun  gilt  der  Satz: 

n.  Aus  diesen  Funktionen  und  den  Funktionen  tpjp)  ^on  §  ^^  ^' 
sich  jede  reduzierte  elliptische  Funktion  HL  Art  von  u  mit  positicei 
Ordnungszahl  und  der  Charakteristik  (0^  0)  linear  und  homogen  mii 
von  u  unabhängigen  Koeffizienten  zusammensetzen. 

Denn  man  kann  aus  diesen  F{ij)  und  ihren  Ableitungen  immer 
eine  Funktion  bilden,  die  an  denselben  Punkten  des  fundamentalen 
Periodenparallelogramms  und  in  derselben  Weise  unendlich  groß 
wird,  wie  die  vorgelegte;  die  Differenz  zwischen  beiden  Funktionen 
ist  dann  eine  Thetafunktion  n^^  Ordnung  der  Charakteristik  (0,  0), 
also  nach  §  43  eine  lineare  Verbindung  der  ^j«. 

Setzt  man  für  die  F  und  die  qp  die  sie  darstellenden  Reihen 
und  faßt  entsprechende  Glieder  dieser  Reihen  zu  je  einem  zusammen, 
so  erhält  man  jede  reduzierte  elliptische  Funktion  III.  Art  der  Charak- 
teristik (0,  0)  dargestellt  durch  eine  Reihe  der  Form  (2),  in  der  /  eine 
rationale  Funktion  von  z  ist. 

§  52.    Eigenschaften  der  Elementarfunktion  III.  Art  als  Funiction 
ihres  zweiten  Arguments;   Partialbruchzerlegung  der  elliptischen 
Funktionen  III.  Art  von  negativer  Ordnungszahl. 

Die  Funktion  F(u,  w)  ist  bei  gegebenem  u  nach  I,  §  50, 1  eine 
eindeutige  analytische  Funktion  ihres  zweiten  Arguments  mj,  die  ftr 
alle  endlichen  Werte  von  w  sich  regulär  verhält  mit  Ausnahme  der- 
jenigen, für  welche  ^  gleich  einem  der  Werte  von  h^p  z*  wird,  i  h- 
mit  Ausnahme  der  Werte: 

1)       u?  =  w  +  2  Äj  Wj  +  2  Äg  ö>3  (Äj,  Äg  =  0,   ±1,   ±  2  . . .). 


f 
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In  diesen  Punkten  hat  sie  Pole  erster  Ordnung;  die  zugehörigen 
fiesidnen  sind,  wenn  man  sie  als  Funktion  von  ^'  betrachtet: 


nt 


(üi 


^nkt*  22nktfinkt^ 


1   wa 

also  wenn  man  sie  als  Funktion  von  w  betrachtet  (da  -j—  =  —  t*  ist) 

Vermehrt  man  w  um  2(o^,  so  bleibt  ^^  ungeändert,  man 
hat  also: 

3)  F{u,  M7  +  2  (i>i)  =  F{u,  w). 

Vermehrt  man  aber  to  um  2cög,  so  geht  f^  in  A*f*  über;  man 
erhält  also  zunächst: 

F[u,  «  +  2  0,3)  =  ^^^J"''""  ^2,X*-? 

oder  wenn  man  den  Summationsbuchstaben  p  durch  p  +  l  ersetzt: 

in     +50  Ä2ni>  +  «     2nvj 

= y  k^'J^z^^'P- - —^ 

Wip^oD  ä2p^,  __^ 

Man  erhält  also: 
/'(«,  «7  +  2«3)  -  h^^-^{F(u,  w) 

in      +00  L2np    2n       v2n 

l  p=  —  00 

oder  mit  Berücksichtigung  von  §  43  (5): 

Die  einzelne  Funktion  F{u,  w)  ist  also,  als  Funktion  ihres  zweiten 
Elements  betrachtet,  keine  elliptische  Funktion  in.  Art;  aber  eine 
Summe  solcher  Funktionen  kann  eine  elliptische  Funktion  III.  Art 
sein.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

I.  Die  Summe: 

k 

^  eine  elliptische  Funktion  IIL  Art  von  w,  mit  der  negativen  Ordnungs^ 
^ahl  —  n,  wenn  die  Koeffizienten  A^  den  n  Relationen  genügen: 
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6)  ?  ^»  •^«  (yjr)  = '^  («  =  0,1,2...«-!). 

In  diesen  Relationen  sind  die  Aj^  die  Residuen  der  Funktion  in  den 
Polen  Uj^, 

Man  überzeugt  sich  nun,  daß  in  jeder  reduzierten  elliptischen 
Funktion  III.  Art  mit  negativer  Ordnungszahl  und  der  Charak- 
teristik (0,  0)  die  Residuen  solchen  Relationen  genügen  müss^. 
Ist  nämlich  </>(t/)  eine  solche  Funktion  von  der  Ordnungszahl  —  x, 
fpa{ul2oi)^)  eine  der  Funktionen  des  §  43,  so  ist  das  Produkt  0(f^ 
eine  elliptische  Funktion  I.  Art,  für  die  eine  der  Gleichungen  (6) 
den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (§  14)  ausdrückt. 

Andererseits  muß  eine  elliptische  Ii\inktion  III.  Art  von  nega- 
tiver Ordnungszahl,  die  keine  Pole  hat,  notwendig  identisch  Null  sein. 

Aus  diesen  beiden  Thatsachen  folgt: 

n.  Jede  reduzierte  elliptische  Funktion  HL  Art  von  neffotioer 
Ordnungszahl  und  der  Charakteristik  (0,  0)  läßt  sich  in  der  Form  (5) 
darstellen. 

Auf  Grund  der  Sätze  §  37,  VII  und  §  39,  IV  lassen  sich  die 
Sätze  dieses  und  des  vorhergehenden  Paragraphen  auf  beUebige 
elliptische  Funktionen  III.  Art  übertragen. 


SECHSTER  ABSCHNITT. 
Das  ümkehrproblem. 

§  53.   Allgemeine  Grundlagen  für  die  Lösung  des  Umkehrproblems. 

JMunmehr  können  wir  die  am  Schlüsse  des  ersten  Abschnitts 
fallen  gelassene  Fragestellung  wieder  aufnehmen.  Wir  denken  uns 
eine  zweiblättrige  RtEMANNsche  Fläche  mit  vier  willkürUch  an- 
genommenen Verzweigungspunkten  vorgelegt  und  fragen,  ob  es  stets 
möglich  ist,  die  auf  dieser  Fläche  eindeutigen  algebraischen  Funk- 
tionen von  z,  insbesondere  z  selbst  und  y/'(r),  als  elliptische  Funk- 
tionen (I.  Art)  des  Wertes  darzustellen,  den  das  zu  der  Fläche  ge- 
hörende Integral  1.  Grades  im  Punkte  z  annimmt. 
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Wir  denken  uns  wieder  die  vorgelegte  Fläche  durch  geeignete 
Sückkehrschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt; 
d&nn  müssen  wir  vor  allem  untersuchen,  ob  die  Periodicitätsmoduln 
des  Integrals: 

1)  u  =  r-l*_-. 

an  diesen  Querschnitten  nicht  etwa  ein  reelles  Verhältnis  zu  einander 
haben.  Dazu  bedienen  wir  uns  des  I,  §  35,  YII  bewiesenen  Hilfs- 
satzes.    Setzen  wir  nämlich: 

2)  u  =  V  +  iw, 

wo  also  V  und  w  reelle  Größen  bedeuten  sollen,  so  können  wir  den 
Wert  des  Integrals  fvdw,  genommen  um  die  gesamte  Begrenzung 
der  durch  die  Bückkehrschnitte  einfach  zusammenhängend  gemachten 
BiEMANNschen  Fläche,  folgendermaßen  durch  die  reellen  und  rein 
imaginären  Bestandteile  der  Periodicitätsmoduln  von  u  ausdrücken. 

Wir  haben  in  §  4  bereits  festgesetzt,  der  positive  Sinn  der 
Querschnitte  A,  B  solle  so  gewählt  werden,  daß  Ä  den  B  von  links 
nach  rechts  überschreitet  Sind  dann  a^  +  a^i  und  b^  +  b^ i  die 
IPeriodicitätsmoduln  von  m  =  t;  +  tri  an  diesen  Querschnitten,  so 
finden  wir,  analog  wie  in  §  6: 

jvdw=s  lvdw+  Ivdw--  jvdw^  Ivdw, 
^x  ^k  ^e  ^e 


=  J  (»A  —  ^q) dw  +  jipx  —  Vq)  dw, 


B 


=  Ol  j  dw  +  ^1  I  dw  =  Oj  ^2  —  Äj  Og . 

Ä  B 


Aus  I,  §  35,  Vil  folgt  also,  da  u  nicht  auf  der  ganzen  Fläche 
konstant  ist: 

3)  ^  ^2  "~  ^1  ^2  ^  ^• 

Dadurch  ist  nicht  nur  der  Satz  bewiesen: 

I.  Die  beiden  Periodicitätsmoduln  eines  elliptischen  Integrals  L  Gat- 
tung stehen  niemals  in  einem  reellen   Verhältnis  zu  einander  — 
sondern  es  ist  darüber  hinaus  auch  noch  gezeigt: 

n.  Wenn  wir  den  positiven  Sinn  der  Querschnitte  Ä,  B  so  wie  in 
§  6,  VI  geschehen,  festlegen  und  dann  die  Periodicitätsmoduln  an  diesen 
Querschnitten  mit  2  (o^  und  2  «g  bezeichnen,  so  erfüllen  diese  Perioden 
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gerade  die  §  14,  IV  eingeführte  und  seitdem  stets  festgehaltene  Voraxuh 
Setzung,  daß  der  imaginäre  Teil  des  Periodenverhältnisses  (Dj/a)^ 
positiv  sei. 

Wir  können  also  in  der  That  mit  den  so  bestimmten  Werten 
als  Perioden  nach  den  Methoden  der  Abschnitte  11  bis  V  elliptische 
Funktionen  von  u  bilden.  Von  einer  solchen  Funktion  q>{u)  kaoi 
dann  gezeigt  werden,  daß  sie,  als  Funktion  von  z  betrachtet,  an 
der  EiEMAi^Nschen  Fläche  von  s  =  j//^  (z)  eindeutig  und  bis  auf  Poli 
regulär,  also  nach  §  4,  V  eine  rationale  Funktion  von  z  und  s  ist 
Denn  einerseits  ist  u  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  der  Fläclu 
regulär  (§  7,  I),  andererseits  ist  q)(u)  nach  Definition  (§  13, 11)  eiiu 
bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  von  u;  also  ist  es  auch  auf  deo 
Fläche  bis  auf  Pole  regulär  (vgl  I,  §  33,  VII).  Daraus  allein  würd( 
nun  noch  nicht  folgen,  daß  es  auch  auf  der  Fläche  eindeutig  ist 
aber  man  überzeugt  sich  davon  durch  folgenden  Schluß:  Beschreibt 
z  irgend  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  Fläche,  der  die  Schnitt« 
Ä  und  B   bezw.  Äj  mal   und  Ag  mal   von   links   nach   rechts  über- 


schreitet, so  vermehrt  sich  u  um  2k^(o^  4-  2k^a)^]  dabei  kehrt 
(p{u)  zu  seinem  Ausgangs  werte  zurück,  da  es  doch  eine  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  2  (o^  und  2  öj 
sein  sollte.     Damit  ist  in  der  That  der  Satz  bewiesen: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  L  Art  des  Integralwertes  u,  dern 
Perioden  mit  den  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  übereinstimmen ^  is 
eine  rationale  Funktion  von  z  und  s. 

Wenn  wir  aber  die  ümkehrung  dieses  Satzes  beweisen,  d.  h 
wenn  wir  zeigen  wollen,  daß  jede  rationale  Funktion  von  z  und* 
insbesondere  z  und  s  selbst,  sich  als  elliptische  Funktion  von  u  dar- 
stellen läßt,  so  giebt  dazu  die  Untersuchung  der  elliptischen  Funk- 
tionen I.  Art  selbst  noch  nicht  die  Mittel;  wir  müssen  sie  dazt 
notwendig  als  Quotienten  zweier  ganzen  Funktionen  darstellen 
Denn  für  eine  ganze  Funktion  haben  wir  in  dem  Residuensatz  ein 
Mittel,  um  festzustellen,  wie  oft  sie  in  einem  gegebenen  Bereicl 
einen  gegebenen  Wert  annimmt  Solche  ganzen  Funktionen  lassei 
sich,  wenn  man  ihre  Nullpunkte  kennt,  nach  I,  §  65  als  unendliche 
Produkte  darstellen;  und  man  bekommt  die  einfachste  Darstellung 
einer  bis  auf  Pole  regulären  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzen 
Funktionen,  wenn  man  in  jene  Produkte  nicht  mehr  Exponential- 
faktoren  aufnimmt,  als  zur  Erzwingung  der  Konvergenz  erforderlicl 
sind.  Dann  wird  man  aber  gerade  darauf  geführt,  die  elliptischei 
Funktionen  als  Quotienten  je  zweier  gleichändrigen  JACOBischei 
Funktionen  darzustellen. 


r 
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§  54.    JACOBi'sGhe  Funktionen  des  Integrals  I.  Gattung. 

Es  sei  also  T{u)  irgend  eine  jACOBische  Funktion  n'«'  Ordnung 
?on  1«,  deren  Perioden  1.  Art  mit  den  Periodicitätsmoduln  von  u 
fibereinstimmen.  Da  u  in  der  „zerschnittenen"  Fläche  F  eindeutig 
ist  und  T  eine  eindeutige  und  reguläre  Funktion  von  u  ist,  so  folgt 
zunächst,  daß  T{fi)  auf  F  eindeutig  und  in  dem  §  4,  I  definierten 
Sinne  regulär  ist  Infolgedessen  gieht  der  CAüCHYsche  Satz  von  den 
Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole  (I,  §  46,  IV)  direkt  die 
Anzahl  der  Nullpunkte  von  Tu  auf  der  Fläche  F^  wenn  wir  das 
Integral: 


jT{u)      dx     ""^""J    f(u)    dx  ""^^ 


um   deren  gesamte  Begrenzung  berechnen.     Das  gelingt  aber  ohne 
Schwierigkeit     Denn  längs  Ä  ist  (§  6,  VII): 

ux=^Uq  +  2o}^, 


also: 


ebenso  längs  B\ 


Der  andere  Faktor  dujdz  hat  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte 
denselben  Wert    Der  Wert  des  Integrals  wird  also  (vgl.  §  19,  13): 

=  ~-2nia^{du^2nia^\du 

A  B 

oder  (nach  §  6,  VIII): 

=  2 n i («3  «j  —  flj  ö>g)  =  2 71  i,n 

(nach  §  37,  9).     Es  gilt  also  der  Satz: 

I.  Jede  JACOBische  Funktion  n'*^  Ordnung  des  Integrals  L  Gattung  fi, 
deren  Perioden  L  Art  mit  den  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals  über- 
emstimmen,  hat  auf  der  zerschnittenen  RiEMANNSchen  Fläche  F'  gerade 
n  Nullpunkte. 

Da  nun  der  Quotient  zweier  gleichändrigen  jACOBischen  Funk- 
tionen n*®' Ordnung  eine  elliptische  Funktion  n^' Ordnung  ist  (§37,  VI) 
und    da  wir   andererseits   unter   einer  Funktion   n**'  Ordnung  der 
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Fläche  eine  solche  yerstanden  haben^  die  auf  ihr  n  Nullpunkte  und 
also  auch  (§  5,  IV)  n  Pole  hat,  so  können  wir  aus  dem  Satz  I  die 
folgende  nähere  Präzisierung  des  Satzes  §  53,  UI  ableiten: 

n.  Jede  elliptische  Funktion  L  Art  n*^  Ordnung  des  IntegrcUs 
L  Gattung  u,  deren  Perioden  mit  den  Periodicitätsmoduln  des  Integrals 
übereinstimmen,  ist  gleich  einer  Funktion  n^  Ordnung  der  zu  Grunde 
gelegten  RiEMANNSchen  Fläche, 

Wenn   wir   mit   diesem  allgemeinen  Satz   uns  nicht  begnügen 
wollen,    sondern   eine   vorgelegte   elliptische   Funktion   explicite   als 
Funktion  der  Fläche  darstellen  wollen,  so  können  wir  sie  uns  ent- 
weder in  der  Form  des  §  21  oder  in  der  des  §  22  gegeben  denken. 
Im  ersten  Fall  müssen  wir  die  Punkte  der  Fläche  kennen,  die  den 
Polen  der  Funktion  entsprechen,  im  letzteren  Falle  auch  noch  die 
den  Nullpunkten  entsprechenden.    Die  allgemeine  Lösung  dieser  Auf- 
gabe ist  natürlich  identisch  mit  der  allgemeinen  Lösung  des  Umkehr- 
Problems  selbst,  sodaß  durch  diese  Formulierung  zunächst  nichts  ge- 
wonnen ist     Wir   können  die  hieraus  entspringende  Schwierigkeit 
auf  doppelte  Weise  überwinden.    Wir  können  einmal  davon  Gebrauch 
machen,  daß  es  uns  noch  freisteht,  die  untere  Grenze  des  Integrals 
beliebig  zu  wählen.    Nehmen  wir  also  eine  Funktion  mit  nur  einem 
Pol  im  Periodenparallelogramm  (der  dann  ein  mehrfacher  sein  muß), 
so  können  wir  diesem  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  entsprechen 
lassen;  da  eine  solche  Funktion  durch  Angabe  der  Glieder  negativer 
und  nullter  Ordnung  ihrer  Eeihenentwicklung  vollständig  bestimmt 
ist,  brauchen  wir  in  diesem  Fall  für  keinen  weiteren  Wert  von  u 
den    zugehörigen   Flächenpunkt    vor   Aufstellung    der  Formeln    zu 
kennen.     Andererseits  aber  können  wir  auch,  wenn  wir  die   untere 
Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  legen,  für  gewisse  spezielle  Werte 
von  ti,  nämlich  für  die  Halbperioden,  direkt  die  zugehörigen  Flächen- 
punkte  bestimmen.    Der   erste   Ansatz   führt   auf  die   Lösung    des 
ümkehrproblems  durch  pu  nnd  p'u,  der  zweite  auf  die  Lösung  durch 
Sigma-,  bezw.  Thetaquotienten. 
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Legen  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  einen  willkürlichen 
Punkt  (y,  y7'(y))  der  Fläche,  setzen  also: 


1,  „=r 


X 

dx 


y 
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•0  wird  z.  B.  pu  eine  Fnnktion  von  x  sein,  die  für  x  =  y^  von  der 
iweäen  Ordnung,  sonst  aber  nirgends  unendlich  wird,  und  die  außer- 
dem dadurch  charakterisiert  ist,  daß  ihre  Entwicklung  nach  Potenzen 
Ton  IC  kein  von  u  freies  Glied  enthält  Eine  solche  Funktion  können 
wir  auf  algebraischem  Wege  bilden;  dabei  setzen  wir  der  Einfachheit 
wegen  zunächst  voraus,  daß  y  im  Endlichen  liege  und  kein  Ver- 
zweigmigspankt  sei.    Wir  haben   schon   in   §  4,  DI  gesehen,  daß 

wir  jede  rationale  Funktion  von  x  und  '^f(x)  in  der  Form  darstellen 
können: 


2)  9o(x)+g,ix)Ym 

in  der  y^,  g^,  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Wenn  hier  g^  \x)  ftlr  einen  von  y  und  den  Verzweigungspunkten  ver- 
schiedenen Punkt  I  Null  würde,  würde  die  Funktion  entweder  für 

('  -  I,  y^  =  ^fm)  oder  für  (x  =  1,  1^)  =  -  ^fm)  unendUch, 

wenn  nicht  sowohl  g^ii)  +  gAtWdt).  als  auch  g^Ü)  - 9^{^)im 

Null  sind.    Dann  müßten  aber  g^  (|)  und  g^  (|)  ^f{l^)  Null  sein ;  man 

könnte  also  mit  x  —  |  heben.    Wenn  femer  der  Nenner  für  einen 

Yerzweigungspunkt  a  Null  würde,  müßte  g^  {a)  =  0  sein ;  der  Zähler 

würde  dann,  auf  der  Fläche  gerechnet  (§  4,  II),  nur  von  der  ersten 

Ordnung  0,  der  Quotient  also  unendlich,  wenn  nicht  auch  g^  {cc)  =  0 

wäre;    dann   könnte  man  aber  mit  x  —  cc  heben.    Setzen  wir  also, 

wie  wir  dürfen,  voraus,  daß  gemeinsame  Faktoren  von  Zähler  und 

Nenner  bereits  beseitigt  seien,  so  muß  sich  der  Nenner  auf  (x  — y)* 

reduzieren.    Femer  müssen  wir  dafür  sorgen,  daß  die  Funktion  für 

ar=aO0  auf  beiden  Blättern  endlich  bleibt;  daraus  folgt,  daß  5^0  W 

höchstens  vom  2.  Grad  und  g^  von  x  unabhängig  sein  muß.    Endlich 

müssen    wir    noch    dafür    sorgen,    daß    die    Funktion    für   x  =  g, 

')ff{x)  =  —  Yf{y)  nicht  unendlich  wird;  dazu  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, daß  der  Zähler  in  diesem  Punkt  von  der  zweiten  Ordnung 
0  wird,  daß  also  nicht  nur: 


sondern  auch: 

'd{go(x)-gAx)V7(x)) 


dx 


=  0 


*  Eine  solche  Gleichung  soll  jedesmal  bedeuten,  daß  nicht  nur  die  Va- 
riable X  den  Wert  y  erhält,  sondern  auch  der  mit  yf(x)  bezeichnete  Wert  der 
Quadratwurzel  mit  ]/f{y)  (nicht  mit  dem  entgegengesetzten  Wort)  zivuwnniftnfilllt. 
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wird.     Setzen  wir  also: 

ffo  W  =  ^o(^  -  !/?  +  ^1  (^  -  y)  +  ^2> 
so  sind  A^,  Ä^,  A^y  ff^  Funktionen  von  y,  zwischen  denen  wir  bis 


jetzt  die  Gleichungen  haben: 


3)  ^2-.^iy7(y)  =  o, 

4)  J,    -  ^    4Mr  =   0. 

Zur  weiteren  Bestimmung  dieser  Funktionen  ziehen  wir  nun 
noch  die  Eigenschaft  der  Funktion  pu  heran,  daß  in  ihrer  Reihen- 
entwicklung nach  Potenzen  von  u  auf  das  Glied  w^  sogleich 
Glieder  mit  positiven  Exponenten  folgen.  Infolgedessen  muß  die 
Entwicklung  der  Funktion  (2)  nach  Potenzen  von  x  -^  y  ^  t  in  den 
Gliedern  (—  2)***,  (—1)*®'  und  0*«'  Ordnung  übereinstimmen  mit  der 
entsprechenden  Entwicklung  von  w-^.  Die  letztere  erhalten  wir 
aus  §  7  (7);  schreiben  wir  zur  Abkürzung  f,  f,  f  für  f{y\  f  {y\ 
f  Ky\  ^  lautet  sie: 

die  erstere  wird  (vgl.  §  7,  5): 

Man  erhält  also  zu  den  zwei  Gleichungen  (3)  und  (4)  noch  die 
drei  weiteren: 

5)  f=-A+üiM7, 


f't  (  4'%  f"\ 

7)  -  i^-J  +  \r  =  ^0  +.9,  (-  \  fr  +  ifj- 

Aus  (3)  und  (5)  folgt: 

aus  (4)  und  (6)  dann  übereinstimmend: 
endlich  aus  (7): 

A  =  TVr(.y)- 
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Somit  erhalten  wir: 


gx  /  r  dx\  ^  F{x,rd-^VmVKy) , 

mit: 

I  Pi's  y)  -  ny)  +  i{*  -  y)ny)  +  M'-  y?r(y) 

9)        .  =  «0  ar*y>  +  20^  (or^y  +  xy«)  +0^(3:»  +  4xy  +  y*) 

Man  sieht,  daß  diese  Funktion^  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
X  und  y  vertauscht;  wie  es  sein  muß,  da  die  übrigen  Bestandteile 
der  Gleichung  (8)  diese  Eigenschaft  haben. 

Wir  hatten  Yorausgesetzt,  daß  y  im  Endlichen  Uege  und  kein 
Verzweigungspunkt  sei,  können  uns  jedoch  von  diesen  Einschrän- 
kungen nachträglich  frei  machen.  Denn  beide  Seiten  bleiben  stetig, 
wenn  y  in  einen  der  ausgeschlossenen  Punkte  rückt;  wir  können 
also  den  Orenzübergang  ausführen.     Wir  erhalten  so  einmal: 


10) 


OD 


(das  Vorzeichen  von  j/ö^  unterscheidet  die  Punkte  00  der  beiden 
Blätter).  Lassen  wir  andererseits  y  in  einen  Verzweigungspunkt  a 
rücken,  so  ist  f{cc)  =  0;  wir  können  daher  auch  F{xy  cc)  in  die 
Form  setzen: 

aoa*(x*- a»)  +  2 a^{x^ cc  +  xcc^  --  2 cc^  +  a^{x^  +  4xa  +  a*  —  6a*) 

+  2  a^{x  +  a  —  2  cc). 

Wir  können   also  in  diesem  Falle  mit  {x  —  a)  dividieren  (wie 
es  sein  muß)  und  erhalten  die  Gleichung: 


11) 


Uvjr) 


Oq  «*  (a?  +  a)  +  2ai  « («  +  2a)  +  a^  (x  +  5a)  +  2 o, 

2  (a?  -  o) 

Oo«*  +  8a, a*  «f  8flr,a  +  a. 


=  i(«o«*+  201^  +  03)  + 


(x-a) 

In  ganz  analoger  Weise  könnten  wir  nun  auch  p'u  ausdrücken. 


*  F  (Xf  y)  ist  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  diejenige  Funktion,  die  man  in 
der  Invariantentheorie  als  zweite  Polare  von  f{x)  zu  bezeichnen  pflegt. 
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Wir  kommen  aber  einfacher  zum  Ziele,  wenn  wir  den  gefundenen 
Ausdruck  diflferentiieren.     Wir  erhalten: 


■■(/ 


X 

dx  \      du 


V7W))  '  dx 


y 
=  -;  {(^(:r,  y)--^(:r-y)/;(a:,  y))  V/V) 

+  (A^)-i(^-y)rW)#(y))- 

Der  Koeffizient  von  y/'(y)  in  der  Klammer  ist:  ^ 

i^(x,  y)  =  y  (flo  ^«  +  3  Aj  X«  +  3  o,  or  +  o,) 
+  (oj  X*  +  3  «2  ^*  +  3  «3  X  +  a^\ 


der  Koeffizient  von  y^W  °^^ß  *^^  ^^°^  durch  Yertauschung  von  j 
mit  y  hervorgehen,  da  /?'«  bei  Vertauschung  von  x  mit  y  seil 
Zeichen  wechselt;  man  erhält  also: 


l      3         , 3       1 


y  VTw/  (y  -  «)• 

speziell  für  y  =  oo: 

X 

13)  /  (/j|=)  =  K^+«i)ym  +  K^'  +  3«.x2  +  3a,x  +  a,)l/fl, 

QO 

und  für  y  =  a: 


Die  Formeln  gelten  auch  für  den  Fall,  daß  die  Funktion  untei 
dem  Wurzelzeichen   nur   vom   dritten  Grade   ist;*    man   hat  dani 


*  Die  erste  Polare  von  /*(y),  genommen  nach  x,  in  der  Sprache  (^^ 
Invariantentheorie. 

•  Will  man  (vgl.  die  vorhergehenden  Noten)  in  diesem  Falle  die  Polare 
bilden,  so  hat  man  f{x)  nicht  als  eine  Funktion  3.  Grades  zu  behandeln,  sondei 
als  eine  Funktion  4.  Grades,  deren  erster  Koeffizient  0  ist. 
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X 

einfach  ««  =  0  zu  setzen.     Es  wird  dann    p  l  f~—=\    eine  ganze 

lineare  Funktion  yon  x.  Nimmt  man  insbesondere  an,  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  habe  die  spezielle  Form,  die  in  der  Glei- 
chung (9)  von  §  18  aufgetreten  war,  es  sei  also: 

«0  =  0,      «1  =  1,       «a  =  0, 
so  erhält  man  direkt: 


00  Od 


Man  kann  nun  auch  Ausdrücke  von  ff^  und  ^3  durch  die  Eoef- 
fiziention  von  /*  ableiten,  indem  man  die  durch  Elimination  yon  x 
entstehende  Gleichung  zwischen  p  und  p  mit  §  18,  (6)  vergleicht. 
Mit  den  allgemeinen  Ausdrücken  (8)  und  (12)  würde  diese  Rechnung 
ziemlich  umständlich  sein;  aber  da  die  Ekistenz  und  die  Form  der 
gesuchten  Relation  bereits  feststeht  und  es  sich  nur  noch  um  die 
Bestimmung  ihrer  Koeffizienten  handelt,  können  wir  x  und  y  irgend- 
wie spezialisieren.  Setzen  wir  z.  B.,  wie  schon  in  (10)  und  (13)  ge- 
schehen, y  =  cx>  und  dazu  noch  j:  =  0,  so  erhalten  wir: 

/  =  fli  yö^  +  03  yö^, 

also: 

p'^  -  4/?3  =  «0  S*  -  1  «0 «2 «4  +  «i*«4  -  i«2' 

+  iy«0«4(-«0«4  +  40108-  3^^- 

Dieser  Ausdruck  muß  also  gleich 


-  1^2  («2  +  ys«4)  -  ffs 

sein,  und  zwar  muß  diese  Gleichung  für  jeden  der  beiden  Werte 
der  Quadratwurzel  bestehen.     Man  erhält  so: 

IS)  ^2  =  «0  «4  -  4  «1  «3  +  3  ^^ 

19)  ^3  =  flo  «2  «4  -  «0  «3^  -  01*^4  +  2  «1  «2  «8  -  «2*- 

Eine  besonders  einfache  Formel  ergiebt  sich  noch,  wenn  man: 

Z  X 

nn\  c  dx  r  dx 

20)  u  =  I  -= ,        V  =  I  ^-= 
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setzt  und  nun  pu  —  pv  als  Funktion  von  x  und  ^  darstellt 
erhält  aus  (11): 


2.)  ,.-,.=in«){T^-^)--i£afc^ 


) 
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als  Funktionen  der  Fläche. 

Eine   andere  Art,   elliptische  Funktionen  von  u   als  rationale 

Funktionen  von  z  und  y/'(z)  darzustellen,  erhalten  wir,  wenn  wir 
folgenden  Umstand  berücksichtigen:  Für  gewisse  Werte  von  u  können 
wir  die  zugehörigen  Werte  von  x  unmittelbar  angeben,  wenn  wir 
die  untere  Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  leg^n:  nämhch  für 
die  halben  Perioden.  Wir  wissen  nämlich  einerseits  aus  §  18,  p.  47, 
daß  p'u  dann  und  nur  dann  gleich  0  wird,  wenn  u  gleich  einer 
halben  Periode  wird.     Andererseits  zeigt  Gleichung  (14)  von  §  55, 

daß  p'{f)  Null   wird   in   den   von   a   verschiedenen  Verzweigung»" 

a 

punkten.  Diese  Überlegung  giebt  uns  noch  keinen  Au&chluß  darüber, 
welche  Halbperiode  zu  jedem  einzelnen  Verzweigungspunkt  gehört; 
und  in  der  That  kann  darüber  auch  keine  Auskunft  gegeben  werden, 
solange  über  die  Wahl  der  Bückkehrschnitte  auf  der  RiKMANNSchen 
Fläche  noch  nichts  verfügt  ist  Wir  müssen  also  jetzt  darüber  Ver-  \ 
fiigung  treffen;  wir  wollen  folgendes  festsetzen^  (vgL  Fig.  26):  j 

I.  Die   Übergang slinien  sollen  cCq  mit  a^  und  a^  mit  a^  verbinden,  \ 
ohne  sich  zu  überkreuzen;  der  Querschnitt  B  soll  im  ersten  Blait  liegen 

und  in    ihm    cc^    und  a^   von  a^  und  a^ 
^ß  trennen;   sein  Richtungssinn  soll  so  fest-  i 


_^     ?^       ^^   ^     9^l^yl  sein,  daß  a^  und  a^  rechts,  a^ 


«3  links   von  ihm  liegen;  A  soll  a^  und  ' 

Pl^  26.  ^1    ^^'^    ^2    "^^  ^i    trennen,    also  beide 

Übergangslinien  überschreiten,  und  sein 
Richtungssinn  soll  übereinstimmend  mit  der  Festsetzung  §  6,  FI  fest- 
gelegt sein. 

Wir  können  nun  die  Rückkehrschnitte  bis  dicht  an  die  Uber- 
gangslinien  heran  zusammenziehen.  Es  erscheint  dann  Ä  als  ein 
Weg,   der  von  cc^  im  ersten  Blatt  nach  a^   hin,   im   zweiten  Blatt 


*  Man  beachte,  daß  über  die  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  nichts 
festgesetzt  wird. 
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ich  ofj  zurückfahrt,  B  als  ein  Weg,  der  rechts  von  der  übergangs- 
oie  a^  «2  von  a^  nach  a^  hin,  links  von  ihr  nach  a^  zurückführt 

ezeichnen  wir  mit  "[//"(z)  den  Wert,  den  die  Quadratwurzel  im 
^D  Blatt  links  von  der  Linie  cCq  a^  a^  hat  und  beachten,  daß 
Dgs  Uq  cc^  der  Wert  im  zweiten  Blatte,  längs  a^  a^  der  Wert  auf 
}r  andern  Seite  der  Übergangslinie  der  entgegengesetzte  ist,  so  er- 
sten wir  aus  §  6,  VllL: 

Ol  Ol  Ol 

'      Jvm  J  -vm       Jym 

Ol  Of  Ol 

20,3  =  -  f-Ji  -  r^*=  =  -  2  f-^, 


50: 


dx  c   dx 


/dx  ^  f* 

Ebenso  können  wir  aber  auch  die  Rückkehrschnitte  über  die 
Igel  hin  jedesmal  bis  zu  den  beiden  andern  Verzweigungspunkten 
sammenziehen;  wir  erhalten  dann: 

/dx  «.  r  ^* 

Wir  erhalten  daraus  noch: 

dx  c  dx 


/dx  r 

vm'    '"^-'"»=J 


vm)      '     '   Jvm) 

Wir  entnehmen  diesen  Formeln  den  folgenden  Satz: 

IL   IFenn  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  den  VerzweigungS' 
tnkt  flfj  legen,  entsprechen 

den  Werten:      t/  =  ö>j,      (o^,      oj^, 
bezw,  die  Werte:      x  ss  a^,       ^3,      cCq. 

Damit  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (21)  von  §  55  die  fei- 
nden speziellen  Fälle: 
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4) 


x  —  a, 


pu-e^=^  i«o(«i  -  ö?o)(«i  -  ^s)^^zr^^ 


Z  —  a. 


/>««  -  ^2  =  i«o(«i  -  «o)K  -  ^2)^^:^' 


05  —  «1, 


Wir  können  übrigens  diese  Ausdrücke  auch  unabhängig  yod 
den  Rechnungen  des  vorigen  Paragraphen  erhalten,  wenn  wir  zuersi 
Nullpunkte  und  Pole  beider  Seiten  in  übereinstinimung  bringen  und 
den  dabei  noch  unbestimmt  bleibenden  konstanten  Faktor  durch 
Vergleichung  der  ersten  Glieder  der  ^Entwicklungen  in  der  Umgebung 
von  w  ==  0,  ar  =  «j  festlegen. 

Aus  (4)  ergeben  sich  nun  auch  die  Ausdrücke  der  Differenzen 
der  e  durch  die  Wurzeln  von  f{z\  nämlich: 

^1  -  ^2  =  i«oK  -  o^i)K  -  «3)* 
5)  «2  -  ^3  =  i«o («2  -  ^1) (^s  -  S)» 

^3  -  ^1  =  i«o K  -  ^i)K  -  ^2)- 

Aus  diesen  Ausdrücken  und  aus  §  18,  (12)  bis  (14)  erhält  man 
Ausdrücke  von  g^  und  g^  durch  symmetrische  Funktionen  der 
Wurzeln  von  f{z)\  diese  müssen  natürlich  mit  den  Ausdrücken  von 
^Tg  und  g^  durch  rationale  Funktionen  der  Koeffizienten  von  /"(:) 
§  55,  (18^  (19)  übereinstimmen. 

Vielfach,  namentlich  zum  Zweck  numerischer  Berechnungen,  ist  ' 
es  wünschenswert,  in  die  Lösung  des  Umkehrproblems  die  Theta- 
funktionen  einzuführen.  Man  kann  dazu  entweder  von  den  Formeln 
5  von  §  30  aus  gelangen,  indem  man  den  Durchgang  durch  die 
Sigmafunktionen  nimmt;  oder  man  kann  direkt  an  die  Sätze  von 
§  54  anknüpfen. 

Die  genannten  Formeln  liefern  zunächst: 


6) 


vJ-  =  iV«o(«, -«o)(«i-«s)  ]/ir^^ 


CT, 

a 


■?J=iV«oK-«.){«,^«,)  |/-J^ 


Hier  bedürfen  nur  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  einiger 
Erläuterung.     In  jeder  einzelnen  der  drei  Formeln  kann  man  sie 


I 
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an  nnd  f&r  sich  zunächst  für  einen  bestimmten  Punkt  beliebig 
wählen;  sie  bleiben  dann  richtig,  wenn  man  von  diesem  Punkt  aus 
beide  Seiten  auf  entsprechenden  Wegen  analytisch  fortsetzt.  (So 
ändert  z.  B.  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  nach  §  33,  (3)  ihr 
Vorzeichen,  wenn  man  u  um  2  ca^  vermehrt  Eine  solche  Vermehrung 
kommt  aber  dadurch  zu  Stande,  daß  man  x  den  Perioden  weg  Ä 
durchlaufen  lä£t;  da  dieser  a^,  nicht  aber  a^  umkreist^  ändert  auch 
die  rechte  Seite  ihr  Zeichen.)  Ist  aber  in  zweien  der  drei  Glei- 
chungen das  Vorzeichen  fixiert,  so  ist  es  mit  Bücksicht  auf  §  30,  (6) 
in  der  dritten  so  zu  wählen,  daß  die  Multiplikation  der  drei  rechten 
Seiten  das  (—  2)  fache  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (14)  von  §  55 
ergiebt    Führen  wir  nun  die  Thetafunktionen  ein,  so  erhalten  wir: 


/ 


«  -  «t     _      y(gi  -  gl)  (gl  -  g»)       .  ^aW 


a;  -  «1         V  2  («1  -  «o)  («1  -  «s)     ^i  W 

oder  wenn  wir  die  Differenzen  der  e  durch  ihre  Ausdrücke  aus  (5) 
ersetzen: 

und  ebenso: 


^  V   ^-«1    "^V^  («0 -«,)(«.- «,)  '  ^,{v)' 

QX  I  /g-   «0      _     1     lY  («1   -   «o)  («1    -   gp)  ^o(g) 

^  |/  X  -  «,       ^  K  "M«.  -  «i)(«s  -  «l)  '  ^iW  ' 

Man  kann  diese  Formeln  auch  aus  der  Theorie  der  Theta- 
funktionen ableiten,  ohne  von  den  Funktionen /^t/  imd  au  Gebrauch 
zu  machen.  Man  erhält  zunächst,  indem  man  das  Verhalten  beider 
Seiten  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  Perioden,  sowie  die  Pole 
und  Nullpunkte  vergleicht: 


V- 


X  —  a^    __  ^    &^(v) 


um  die  Konstante  zu  bestimmen,  kehrt  man  die  Brüche  um, 
clifferentiiert  beiderseits  nach  i;  und  setzt  dann  r  =  0  (also  x  =^  a^); 
man  erhält  unter  Berücksichtigung  von  §  50,  (3): 

(«1  -  «alVTl^w, 


Vix  -  «0 (x-  «,)» 
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and  daraus: 
also: 

10)        /iHjr.jgim         ^      _.j^), 

sowie  zwei  analoge  Formeln.  Diese  Formeln  lassen  sich  weiter 
reduzieren,  wenn  man  in  ihnen  die  Thetanollwerte  durch  ihre  Aas- 
drücke ersetzt;  man  kann  aber  auch  nmgekehrl  Ansdrftdce  f&r  die 
Veriiältnisse  der  Thetanallwerte  ans  ihnen  entnehmen.  Setzt  man 
z.  B.  in  der  Formel: 

r  =  ^  r ,  ^  ="  ^0  ^^^  benutzt  die  Formel  (7)  von  §  46,  so  erhält  man: 

^  ;^,(0)        K  («o-a,)(«,-a,)' 

sowie  zwei  analoge  Formeln;  jede  derselben  setzt  den  Quotienten 
zweier  Thetanullwerte  der  vierten  Wurzel  aus  einem  DoppelTerhältnis 
der  Verzweigungspunkte  gleich.  —  Setzt  man  in  (10)  direkt  x  =  a^, 
r  =  0  und  geht  zur  Grenze  über,  so  erhält  man  ebenso: 

^^^         &,  (0)  ^  ^^1  ^^0  («0  -  «i)  K  -  «2)  K  -  ^i)(a8  -  «f«)  • 

Aus  diesen  Formeln  kann  man  auch  die  Thetanullwerte  selbst 
bis  auf  ein  gemeinsames  Vorzeichen  bestimmen,  wenn  man  die 
Gleichung  (4)  von  §  50  zu  Hilfe  nimmt.     Man  erhält  zunächst: 

also: 

14)  .'^,'(0)  =  -i.]/^ 

und  folglich: 

1 5)  \  (0)  =  |/^  VK-«s){«2-«.)  • 

1 6)  ''^  (0)  =  |/^  ]/(«,  -  «o)  («8  -  «1) . 

1 7)  .9-0  (0)  =  j/^  |/(«8  -  ««)  («0  -  «i)- 
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Zwei  andere  Methoden  zur  Bestimmung  dieser  Thetanullwerte 
irden  wir  in  §  59  und  in  §  83  kennen  lernen. 

Durch  Umkehrung  der  Formeln  dieses  Paragraphen  erhält  man  x 
d  ^f{x)  —  und  datAit  überhaupt  jede  Funktion  der  Fläche  —  als 
ptische  Funktionen  L  Art  von  u  dargestellt  Die  in  §  10  gestellte 
age  ist  also  zu  bejahen. 

§  57.    Die  Integrale  II.  und  III.  Gattung  als  Funktionen 

des  Integrals  I.  Gattung. 

Da  wir  die  algebraischen  Funktionen  der  Fläche  als  elliptische 
aktionen  des  Integrals  I.  Gattung  ausgedrückt  haben,  können  wir 
Integrale  algebraischer  Funktionen,  die  wir  im  ersten  Abschnitt 
unarisch  untersucht  haben ,  in  Integrale  elliptischer  Funktionen 
irführen.  Für  die  letzteren  haben  wir  in  §  24  (7)  einen  all- 
leinen  Ausdruck  kennen  gelernt;  wir  müssen  jetzt  die  einzelnen 
ttandteile  desselben  als  Funktionen  der  oberen  Grenze  x  des 
egrals  untersuchen. 
Die  Summe: 

eine  auf  der  Fläche  eindeutige  algebraische  Funktion  von  x. 
C^u  ist  ein  Integral  erster  Gattung. 
Die  Terme: 

^(M     —     fly)     =      —    j  P  {U     —     Oy)    du 

Uen  Integrale  zweiter  Gattung  vor;  und  zwar  sogen.  Elementar- 
egrale  zweiter  Gattung,  d.  h.  solche,  die  nur  in  einem  Punkte  der 
äche,  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung  und  mit  dem  Ee- 
luum  1  unendlich  groß  werden.  Zufolge  §  55,  (8)  läßt  sich  ein 
Iches  EHementarintegral,  dessen  Pol  im  Punkte  z\  '^f{z)  liegt, 
Igendermaßen  darstellen: 


F{x,x')  +  Vf(x)Vnx')     dx 


2  {X  -  xy  Vfix) 

y 

Jedes  andere  Elementarintegral  II.  Gattung  mit  demselben  Pol 
tsteht  aus  diesem  durch  Addition  des  mit  irgend  einer  Konstanten 
iltiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  denn  die  Differenz  zweier 
ementarintegrale  I.  Gattung  mit  demselben  Pol  wird  nirgends  mehr 
endlich.     Unter  allen  diesen  Elementarintegralen  11.  Gattung  kann 
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das  durch  die  Formel  (3)  dargestellte  als  ^^algebraisch  namdertei 
JSlementarintegral"  herausgehoben  werden.  Andererseits  kann  man 
aber  auch  den  konstanten  Faktor  des  zutretenden  Integrals  I.  Gattung 
so  wählen,  daß  eine  Periode  des  Elementarintegrals  ü.  Gattimg, 
z.  B.  die  erste,  gleich  Null  wird;  man  erhält  dann  ein  „transscendexi 
normiertes  Elementarintegral  IL  Gattung^^: 

4)  2co,^^^^^-2v,u  =  ^^^ 

(wenn  u  —  2(ü^Vy    a  =  2(0ja  gesetzt  wird). 

Die  Darstellung  dieser  normierten  Elementarintegrale  als  Funk 
tionen  von  u  zeigt,  daß  von  ihnen  der  Satz  gilt: 

I.  Die  Perioden  sowohl  des  algebraisch,  als  des  transscendent  not 
mierten  Elementarintegrals  IL  Gattung  sind  von  der  Lage  des  Pol 
unabhängig. 

Daraus  folgt  dann  weiter^  daß  die  Differenz  zweier  solcher  ii 
derselben  Weise  normierter  Elementarintegrale  I.  Gattung  mit  vei 
schiedenen  Polen,  z^,  z^',  aber  derselben  oberen  Grenze,  als  Funktioi 
dieser  oberen  Grenze  betrachtet,  eine  auf  der  unzerschnittenei 
Fläche  F  eindeutige  Funktion,  also  (§  4,  V)  eine  rationale  Funktioi 

von  X  und  "[//"(x)  ist  Den  expliciten  Ausdruck  dieser  Funktion  er 
hält  man  aus  der  Gleichung  (vgL  §  23,  4): 

p'(u  -  Ol)  +  p'(u  -  o,) 


5)      ?(w  -  «i)  -  ?(w  -  «2)  =  ?(ö2  -  «1)  -  i 


p{U  -  Ol)  -  p  (M  -  0,) 


wenn   man  in  ihr  die  Funktionen  p  und  /?'  durch  ihre  Ausdrück 
(§  55,  8  und  12)  ersetzt.^ 

Was  endlich  die  Tenne  betrifft: 


n 


^Ayilog(T{u  —  a[), 

y  =1 

«0   lassen   sie  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  §  24,  (4)  uin 
formen  in: 

♦»-1  (t(u  —  a  ) 

Eine  Funktion  der  Form: 

(t(w  —  a) 


6)  log 


(t{u  —  b) 


^  Natürlich  kann  man  auch  damit  beginnen,  daß  man  die  der  Gleichung  ( 
entsprechende  algebraische  Identität  auf  algebraischem  Wege  ableitet,  und  dai 
jaus  ihr  rückwärts  den  Satz  I  erschließen. 
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ist  als  Funktion  auf  der  Fläche  F  betrachtet,  auch  auf  der  durch 
die  Bückkehrschnitte  A  und  .B  einfach  zusammenhängend  gemachten 
Fläche  F*  nicht  eindeutig,  sondern  erst  auf  einer  Fläche  jP",   die 
entsteht,  wenn  man  vom  Schnittpunkt  von  Ä  und  JB  noch  Einschnitte 
nach  denjenigen  Punkten  x,  y'  der  Fläche  legt,  die  bezw.  den  Argu- 
mentwerten a,  h  zugehören.     Bei  Überschreitung  eines  dieser  Ein- 
schnitte, oder  eines  der  Eückkehrschnitte  vermehrt  sich   die  Funk- 
tion (6)  lun  Konstante.     Sie  ist  also  zufolge  §  6,  IX  und  XI  ein 
Integral  III.  Gattung,  und  zwar  nennen  wir  sie  ein  Elementarintegral 
IIL  Gattung,  sofern  sie  keine  algebraischen  und  nur  zwei  logarith- 
mische ünstetigkeitspunkte  und  in  diesen  die  logarithmischen  Be- 
sidna  +  1  und  —  1  hat   Jedes  andere  Elementarintegral  HE.  Gattung 
mit  demselben  Pol  entsteht  aus  ihm  durch  Addition  des  mit  irgend 
einer  Konstanten  multiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  unter  ihnen 
allen  kann  das  in  der  Form  (6)  darstellbare  als  algebraisch  normiert 
herrorgehoben  werden.    Andererseits  kann  man  auch  den  konstanten 
Faktor   des   zutretenden  Integrals   I.  Gattung   so  wählen,  daß  der 
Periodicitätsmodul  an  Ä   gleich  Null  wird;   man   erhält   dann   das 
tnmsscendent  normierte  Elementarintegral  m.  Gattung: 


log -7 j^  +  —  (ß  —  *)  (m  —  a  —  *)  =  log  -jr) 


ß) 


Wir  können  also  aus  dem  Satze  von  §  24  über  elliptische 
Punktionen  mit  Hilfe  des  Umkehrtheorems  den  folgenden  Satz  über 
elliptische  Integrale  ableiten: 

n.  Jedes  elliptische  Integral  läßt  sich  darstellen  als  Summe  aus: 
einer  algebraischen  Funktion  der  Fläche; 
einem  Integral  L  Gattung; 

einem   mit   einer  Konstanten   multiplizierten  Elementarintegral 
IL  Gattung^  dessen  Pol  beliebig  gewählt  werden  kann; 
und  einer  Anzahl  von  mit  Konstanten  multiplizierten  Elementar- 
integralen  IIL  Gattung, 

§  58.    Obertragung  der  Sätze  von  Liouville  und  Hermite 
auf  die  RiEMANN'sche  Fläche:  das  ABEi'sche  Theorem  und  der 

RiEMANN-RocH'sche  Satz. 

Auf  Grund  der  Resultate  der  vorhergehenden  Paragraphen  und 
des  Satzes  V  von  §  7  können  wir  die  Sätze,  die  wir  über  elliptische 
Funktionen  kennen  gelernt  haben,  auf  rationale  Funktionen  einer 
Variabein  z    und    der   Quadratwurzel   aus   einer   ganzen    Funktion 
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dritten  oder  vierten  Grades  von  z  übertragen.  Wir  erhalten  dabei 
zum  Teil  frühere  Sätze  wieder;  so  ist  z.  B.  §  13,  I  äquivalent  mit 
§  5,  VI;  §  14,  V  mit  §  5,  HI;  §  15,  H  mit  §  5,  V.  Außerdem 
erhalten  wir  aber  auch  noch  andere,  für  uns  neue  Sätze.  So  liefert 
§  14,  VI  den  im  ersten  Abschnitt  wenigstens  nicht  ausdrücklich 
ausgesprochenen  Satz: 

I.  Us  ffiebt  keine  rationale  Funktion  von  z  und  s,  die  nur  in  einem 
Punkte  der  Fläche  und  in  ihm  nur  von  der  ersten  Ordnung  unendBA 
groß  würde. 

Die  Sätze  von  §  16  und  §  22  geben,  wenn  man  mit  u(x)  deo 
Wert  des  Integrals  I.  Gattung  bezeichnet,  dessen  obere  Grenze  x  ist, 
folgende  Formulierung: 

IL  Wenn  ar^,  x^  .  ,  ,  x^  die  Nullpunkte,  yi>  ys  •  •  •  y„  die  Pole  evur 
Funktion  der  Fläche  sind,  so  ist: 

1)       u{x^)  +  u{x^)  +  ...  +  u{x^)  —  w(yi)  +  "(y,)  +  .  .  .  +  M(yJ 

(modd.  Per.); 

und  umgekekrtj  wenn  eine  solche  Belation  besteht,  existiert  eine  /knUn 
der  Fläche,  die  in  den  Punkten  x  und  nur  in  diesen  Null,  und  inia^ 
Punkten  y  und  nur  in  diesen  unendlich  wird. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  de^ 
großen,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitäten  sich  beziehendei 
Theorems,  das  den  Namen  seines  Entdeckers  N.  JB.  Abel  trägt 

Zwei  Punktaggregate  [x^  ,  ,  .  aJ  und  [y^  ,  ,  yj,  die  durch  di« 
Relation  (1)  verbunden  sind,  nennt  man  „äquivalente^  oder  y,corresidiulf* 

Man  kann  in  dem  Satze  II  statt  Null  und  Unendlich  zwei  !»• 
liebige  andere  konstante  Werte  a,  b  setzen.  Denn  wenn  eine 
Funktion  tp  in  den  Punkten  x  den  Wert  a,  in  den  Punkten  y  dea 
Wert  b  annimmt,  so  wird: 

xp  —  a 
xp  —  b 

in   den  ersteren  Null,  in  den  letzteren  unendlich;  und  umgekehlt' 
Setzt  man: 


2) 


/ 


dx 


Vfi*) 


=  u 


xyi 


90  kann  man  Gleichung  (1)  auch  so  schreiben; 

2  Mx.  yj  i£  0     (modd.  Per.) 
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Übrigens  ist  wesentlich,  daß  die  Gültigkeit  des  Satzes  11  keines- 
jgs  auf  einfache  Nullpunkte  und  Pole  beschränkt  ist;  es  ist  nur 
der  mehrfache  Nullpunkt  oder  Pol  so  oft  unter  die  ar,  bezw.  die  y 
ifzunehmen,  als  seine  Ordnungszahl  angiebt. 

Einen  weiteren  fundamentalen  Satz  über  rationale  Funktionen 
)n  z  und  s  erhalten  wir  aus  dem  HERMiTEschen  Satz  §  43.  Dazu 
lüssen  wir  zunächst  diesen  letzteren  auf  elliptische  Funktionen  über- 
ragen, indem  wir  mit  einer  der  gleichändrigen  jACOBischen  Funk- 
onen dividieren;  wir  erhalten  dann  den  Satz: 

III.  Alle  elliptischen  Funktionen  desselben  Periodenparallelogramms , 
ie  nirgendwo  sonst  als  in  gegebenen  Punkten  und  in  diesen  nicht  von 
ollerer  als  je  einer  gegebenen  Ordnungszahl  unendlich  werden,  lassen 
ch  linear  und  homogen  durch  so  viele  voneinander  linear  unabhängige 
>lche  Funktionen  ausdrücken,  als  die  Summe  der  gegebenen  Ordnungs" 
zhlen  beträgt. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  aus  der  Gleichung  (6)  von  §  24 
blesen,  wenn  man  beachtet,  daß  die  in  ihr  auftretenden  Konstanten 
iirch  keine  andere  Bedingung  als  die  Gleichung  (4)  daselbst  in 
irer  Willkürlichkeit  eingeschränkt  sind. 

Weiter  erhalten  wir  aus  III: 

IV.  einen  ganz  ebenso  lautenden  Satz  über  rationale  Funktionen 
m  z  und  s.  Auch  dieser  Satz  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  eines 
Igemeinen,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitäten  bezüglichen, 
3r  als  EiEMANN-ßocHScher  Satz  bezeichnet  zu  werden  pflegt. 

Man  beachte,  daß  auch  die  Konstanten  mit  zu  denjenigen  Funk- 
onen zu  zählen  sind,  von  denen  in  diesen  Sätzen  m  und  IV  die 
ede  ist 

§  59.    Bestimmung  der  Thetanullwerte 
unter  Benutzung  von  Integralen  II.  Gattung. 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  der  letzten  Paragraphen  erhält 
lan  eine  direkte  Bestimmung  der  Thetanullwerte  selbst  (nicht  bloß 
rer  Quotienten)  durch  folgende  Überlegungen.  Halten  wir  drei 
►n  den  Verzweigungspunkten,  sowie  die  Grenzen  eines  Integrals 
Gattung  fest,  so  ist  es  noch  abhängig  von  dem  vierten  Verzwei- 
Bgspunkt.  Solange  der  Integrationsweg  diesen  nicht  berührt, 
rfen  wir  die  Differentiation  nach  ihm  unter  dem  Integralzeichen 
sflihren;  wir  erhalten  dann: 

X 

du      ,  r       (i ^ 
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Dieses  Integral  ist  ein  Integral  zweiter  Gattung,  dessen  Pol  in 
a^  liegt  und  das  dort  unendlich  wird  wie: 

1  1 


vre«.)    V*-«. 

Andererseits  ist  nach  §  57,  (4)  ^2(^)l^^{v)  ebenfalls  ein  Integral 
n.  Gattung,  dessen  Pol  in  r  =  -^ ,  d.  h.  in  z  =  Uo  liegt,  und  das 
dort  unendlich  wird  wie: 

d.  h.  nach  §  7,  (12)  wie: 

-...»■      —    -    - —  • 

1  »  -  «a 

Also  ist: 

ein  Integral  erster  Gattung;  seine  Periode  an  A  ist  = 


es  kann  sich  also  von 


2-1  ^-/-'K); 


«x«;-^  («3) 


nur  um  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Diese  muß  Null 
sein,  wenn  wir  die  untere  Grenze  der  Integrale  übereinstimmend 
nach  X  =  a^  (entsprechend  r  =  0)  verlegen;  wir  erhalten  somit  die 
Gleichung: 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  einerseits  durch  Bestimmung 
der  Perioden  am  Querschnitt  £: 

-  2;r£+  2«j|^/-K)=  20,3  l^'/'K) 
oder: 

qx  dl       71  ?  1 

andererseits  durch  abermalige  Differentiation  nach  v. 
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a'log»,(t.)  1  ,    ,,  r (».)  _  öo),  /"(«,) 

• -r    uj~  ^ss  — izrrzz 

dv*  2(0,  Yfix)  ^  2  (*  -  «,)  Vfix)        d  «8  V/Ca;) 

oder: 

a'iog^.(r)  _  _  5,,v>t)  l^/^c« ). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  r  =  0  und  berücksichtigt,   daß 
&^'{0)  =  0  ist,  80  erhält  man: 

oder  wegen  §  42,  (12): 

'  a  T  4  71 »    l         «,  —  ffj  *  ö  «g  J 

Hier  können  wir  vermöge  der  Gleichung  (3)  die  Differentiation 
nach  T  durch  eine  solche  nach  a^  ersetzen;  wir  erhalten: 

ölog^g  1  1         00)1 

d  «8  4  («8  -  Ol)  2Wi     ^«8 

also  durch  Integration: 

6)  ^^8  =  ^iy«7  V<^-^- 

Dabei  bedeutet  c^  eine  von  a^  unabhängige  Größe,  die  aber  noch 
von  den  übrigen  Verzweigungspunkten  abhängt.  Um  sie  zu  be- 
stimmen, beachten  wir,  daß  wir  auf  demselben  Wege  wie  die  Glei- 
chung (3)  auch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  erhalten  können: 

^.  d  i         Tii       1  d  i         nt  1 

0 


Otto         cüj*   /"'(«o)  öttj         cüi*      /•'(«,) 

Ebenso    stellen    wir    der   Gleichung   (4)    die   beiden   folgenden 
zur  Seite: 

9)  öMog*, (.)  ^  _   a>.« r K)   ^  2  «,  1^^ r  («2)- 

'  Öt>*  ?t    —    «2  ^      Otto 

Setzen    wir   in   Gleichung   (8)    r  =  ^    und   benutzen    die    erste 
Gleichung  (7),  so  erhalten  wir: 

d  l()g^3  __         J j l_   d(Oi 

d  (Xq      ~  4  («0  -  «2)         2  cüj     ö  «4 

10* 
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also: 

10)  &^  =  Cg  y^i  yöfo  -  «2  ; 

setzen  wir  in  Gleichung  (9)  v=  ^,  und  benutzen  die  zweite  61ei- 
chung  (7),  so  erhalten  wir: 

d  log  ^8  _         1  ,      1      d  ftj, 

also: 

11)  ^s^'^sY^i  y^o-  «2- 

Etwas  umständlicher  ist  es,  die  Abhängigkeit  des  Thetanull- 
Werts  von  dem  Verzweigungspunkt  c^  festzustellen,  da  die  Differen- 
tiation von  u  nach  a^  nicht  ohne  weiteres  unter  dem  2^ichen  voll- 
zogen werden  kann.  Wir  können  diese  Schwierigkeit  durch  folgende 
Überlegungen  umgehen: 

Das  Integral 

r  dx 

u 


/ax 
YaQ  {x  —  «o)  {x  —  «i)  (*  —  a 


2)  (*  -  «b) 


geht  durch  die  Substitution  ^  =  A  z  über  in : 

?.x 

U  =  A    l  . 

J  ]/ao  (C  -  A  «oj(;-  -  Z  Oj)  (C  -  A  a2)(;  -  A  otj 

Wenn  wir  also  an  Stelle  der  Verzweigungspunkte  Uj^  die  Werte 
ä^  =  laj.  treten  lassen,  so  erhalten  wir  Perioden  2«,  die  mit  den 
zu  den  «^  gehörenden  Perioden  durch  die  Gleichungen:  j 

2(0  =  ?..2c3  \ 

verbunden  sind.  Das  Periodenverhältnis  und  somit  auch  die  Theta- 
nullwerte  ändern  sich  hierbei  nicht  Wenn  wir  also  die  Gleichungen 
(6),  (10)  und  (11)  zu  der  einen  zusammenfassen: 


in  dev  C  höchstens  noch  von  a^  und  a^  abhängen  kann,  und  dann 
?.aj^  fiir  f^  einführen,  so  sehen  wir:  C  darf  sich  dabei  nicht  ändern, 
kann  also  von  a^  nicht  abhängen. 

Was  endlich   die  Abhängigkeit  von  \   betrifft,    so  sieht  man: 
wenn  man  a^  durch  la^  ersetzt,  hat  man  (Oj   durch  ?.-^l*a)^  zu  er- 
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etzen,  während  &^    sich  nicht   ändert;    C  muß  ako  mit  ^a^  pro- 
)ortional  sein.     So  erhält  man  schließlich  die  Formel: 

12)  ,^3  =  cVq,;  yaoK-«2)(«8-^i). 

in  der  C  eine  rein  numerische  Konstante  bedeutet,  auf  deren  Be- 
stimmung wir  später  noch  zurückkommen  müssen. 


§  60.    Nähere  Untersuchung  des  Elementarintegrals  lil.  Gattung. 

Als  „Elementarintegral  HI.  Gattung**  hatten  wir  in   §  57   die 
Funktion; 

bezeichnet     Soll  die  Integration  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen 
\i  «1  vollzogen  werden,  so  erhalten  wir; 


Ml 


öder  wenn   wir  Gleichung  (2)  von  §  19  benutzen,  die  Darstellung 
des  Elementarintegrals  III,  Gattung  in   Gestalt  eines  Boppelintegrals: 

0  I     /  /'(^  ""  v)dvdu. 


uq     a 


Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz  von 
ier  Vertauschbarkeit  der  Grenzen  m^,  tt^  und  der  „Parameter'^  a,  b,  von 
lern  in  älteren  Darstellungen  der  Theorie  viel  die  Bede  ist 

Dagegen  bedarf  eine  andere  Frage  eingehende  Untersuchung: 
lamUch  die  Frage  nach  dem  Werte,  der  dem  Logarithmus  beizu- 
egen  ist,  wenn  die  Integrationswege  von  a  nach  b  und  von  Uq  nach 
tj  vorgeschrieben  sind.  Zu  diesem  Zweck  untersuchen  wir  zunächst 
lieselbe  Frage  för  das  einfachere  Doppelintegral; 


>)  f    r   ^^'  ^^     =  log  i^ 


y    y' 

Wir  nehmen  zuerst  an,  es  sei  eine  bestimmte  Reihenfolge  für 
äie  Integrationen  vorgeschrieben:  die  innere,  auf  z'  bezügliche  sei 
^erst  auszuführen.     Dann  thut  es  der  Allgemeinheit  keinen  Eintrag, 
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wenn  wir  annehmen,  diese  Integration  geschehe  auf  geradem  Wege^ 
denn  ihr  Resultat  ist  die  eindeutige  Funktion: 


1 l_^ 


also  vom  Integrationsweg  ganz  unabhängig.  Aus  den  Entwicklungen 
von  I,  §  54 — 56  geht  dann  hervor: 

I.  Für  log— Y  kann  unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  Haupt- 

wert  des  Logarithmus  genommen  werden.  Schneidet  dann  der  Inte' 
grationsweg  der  Argumente  die  gerade  Verbindungslinie  der  Parameter 
k  mal  Öfter  von  links  nach  rechts  als  von  rechts  nach  links^  so  ist  ßr 

loa r  der  k^  Wert  zu  nehmen, 

^  X  -  y 

Dabei  ist  der  positive  Sinn  des  Integrationsweges  der  Parameter 
von  y  nach  x  genommen.  Um  auf  das  in  I,  §  56  behandelte  hi- 
tegral  zu  kommen,  muß  man  y  =  oo,  x  =  0  setzen;  dort  war  aber 
der  positive  Sinn  des  Einschnitts  von  0  nach  oo  genommen.  Infolge- 
dessen ist  hier  links  und  rechts  gegen  dort  vertauscht. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wie  der  Satz  von  der  Vertauschung, 
der  zunächst  nur  gilt,  wenn  die  Integrationswege  sich  nicht  schneiden, 
zu  modifizieren  ist,  wenn  das  eintritt.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  die 
beiden  Integrationswege  seien  geradlinig  und  [y  ,  .  .  x)  überschreite 

den  Weg  (y'  .  .  .  x)  von  rechts  nach  links,  so 
überschreitet  (y  .  .  .  x)  den  Weg  (y  .  . .  x)  von 
links  nach  rechts.  Integrieren  wir  zuerst  nach : 
-MT  und  dann  nach  z,  so  erhalten  wir  einen  Wert, 
dessen  imaginärer  Bestandteil  zwischen  —  2jn' 
und  0  liegt;  integrieren  wir  zuerst  nach  z  und 
Fig.  27.  dann  nach  z\  so  erhalten  wir  einen  Wert,  dessen 

imaginärer  Bestandteil  zwischen  0  und  2ni  liegt 
Der  letztere  Wert  ist  um  2ni  größer  als  der  erstere.  Es  gilt  also 
der  Lehrsatz: 

II.  Wenn  der  Integrationsweg  der  Argumente  den  der  Parameter 
von  rechts  nach  links  überschreitet^  liefert  Vertauschung  der  Argumente 
mit  den  Parametern  einen  um  2ni  größeren   Wert, 

Die  Gültigkeit  dieses  Satzes  ist  unabhängig  von  der  bei  seineni 
Beweise  gemachten  Voraussetzung,  daß  die  Integrationswege  gerad- 
Unig  seien.  Denn  auf  die  Änderung  des  Wertes  bei  Vertauschung 
der  Integrationsreihenfolge  hat  nur  die  Umgebung  des  Schnittpunktes 
Einfluß. 
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Diesen  Satz  müssen  wir  nun  auf  unser  Integral  Q  anwenden. 
N\r  schreiben  es  zunächst  in  der  Form: 


Ifj     d  u, 


*^  J   J  (M  -   «»J'   "*"  ?  J    J     l   (««  -  f  -  «)'  icA 


w 
«0    o  t<o    <> 


and  lesen  daraus  folgende  Kegel  ab: 

m.  Wenn  ein  Integrationsweg  der  Parameter  von  a  bis  b  vor' 
geschrieben  ist,  so  verbinde  man  jeden  Punkt  a  +  w  mit  dem  erä' 
sprechenden  Punkt  b  +  w  durch  einen  dazu  parallelen  Weg  und  zähle 
für  jede  dieser  Linien  ab,  wie  oft  sie  der  Integrationsweg  des  Arguments 
von  rechts  nach  links  und  wie  oft  er  sie  von  links  nach  rechts  über' 
schreitet  Ist  die  Summe  der  ersteren  Zahlen  =  ä^,  die  der  letzteren 
=  Äj,  so  giebt  Vertauschung  der  Argumente  und  der  Parameter  einen 
um  (k^  —  k^ 271  i  größeren   Wert, 

3Iit  Hilfe  dieses  Satzes  können  wir  nun  insbesondere  die 
Perioden  der  Funktion  Q  bestimmen,  d.  h.  die  Werte,  um  die  sie 
sich  vermehrt,  wenn  man  u^  um  irgend  eine  Periode  2  (o  verme  hrt 
also  die  Werte  der  auf  geradem   Wege  genommenen  Integrale: 

[f  (m  —  a)  —  J(m  —  i)]  du. 


/i 


«0 

Nach  ni  können  wir  dafür  setzen: 


^)  flCiUo  +  2(o^v)^  ^(«0  -  v)]du  +  2n7ii, 

b 
Das  Integral  hat  den  Wert: 

a 

5)  C2  7]dv  =  2  7]{a-'b); 

b 

die  ganze  Zahl  n  bestimmt  sich  folgendermaßen:  Man  verbinde 
zunächst  jeden  zu  m^  äquivalenten  Punkt  mit  dem  entsprechenden 
Punkt  Uq  +  2(o  durch  eine  gerade  Linie. 
Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  2  (o 
sei  eine  primitive  Periode;  dann  werden 
alle  diese  Strecken  sich  schlicht  neben- 
einander legen  und  zusammen  die  sämt- 
lichen zu  (0  . . .  2  a>)  parallelen  Geraden 
einfach  und  lückenlos  überdecken,  auf 
denen  zu  u^  äquivalente  Punkte  liegen. 
Die  Zahl  n  in  (4)  giebt  an,  wie   oft  die  /^         ^*^-  ^^- 
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Verbindungslinie  von  b  nach  a  diese  Geraden  Ton  links  nach  rechts 
überschreitet,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Überschreitungen  von 
rechts  nach  links. 

Man  sieht,  daß  diese  Zahl  unabhängig  davon  ist,  wie  der  die 
Punkte  a  und  b  verbindende  Weg  gewählt  wird. 

Ist  aber  2  co  keine  primitive  Periode,  sondern  etwa  das  m-fache 
einer  solchen,  so  bedecken  jene  Strecken  die  genannten  Geraden 
überall  m-fach.  Dann  ist  jeder  Schnittpunkt  bei  Bestimmung  der 
Zahl  771-fach  zu  zählen. 

Setzt  man  in  Satz  III  speziell: 

Mj  =  —  7ijj  =  «j ,        ^  =  —  a  =  fi>3 , 

so  liefert  er: 

«1  ^/3  -  ^1  <«3  =  -  ^  ' 

d.  h.  die  LEGENDREsche  Relation.  Umgekehrt  kann  aus  diesem 
speziellen  Falle  der  allgemeine  Satz  HE  hergeleitet  werden,  wenn 
man  beachtet,  daß  das  Doppelintegral  eine  stetige  Funktion  sowohl 
von  Uq  als  von  b  ist,  solange  keiner  dieser  beiden  Punkte  den  In- 
tegrationsweg des  andern  trifft. 

§  61.    Erweiterte  Formulierung  des  Umicehrproblems. 

Man  kann  das  Umkehrproblem  auch  noch  in  einem  weiteren 
Sinne  fassen,  als  es  bisher  geschehen  ist.  Statt  die  Variable  u  einem 
einzigen  Integral  I.  Gattung  der  Fläche  gleichzusetzen,  kann  man 
sie  auch  (in  Erinnerung  an  das  ÄBELSche  Theorem)  einer  Summe 
solcher  Integrale  gleichsetzen: 

und  sich  die  Aufgabe  stellen,  Funktionen  der  2w  Flächenpunkt«  j" 
und  y  als  elliptische  Funktionen  von  u  darzustellen.  Natürlich  wird 
das  nicht  mit  beliebigen  Funktionen  dieser  Punkte  möghch  sein, 
sondern  nur  mit  solchen,  welche  ungeändert  bleiben,  wenn  man  au 
Stelle  der  x,  y  ein  anderes  Punktsystem  der  |,  7;  setzt,  das  den- 
selben Wert  von  u  liefert  (bezw.  einen  modulis  Perioden  kongruenten). 
Die  Bedingung: 

"     -  d%  J^   r  dx 


kfiJ  VÄ^)      i^i-'  V/W 

Vk  'k 


§  61,    Erweiterte  Formulienmg  des  ümkehrproblems,  153 

kann  auch  ersetzt  werden  durch: 

2)  2/+  2/^0; 

sie  bedingt  also  nach  dem  AsELSchen  Theorem,  daß  eine  rationale 
Funktion  eines  Punktes  x  existiert,  die  in  den  Punkten  y,.  und  |j. 
unendlich,  in  den  Punkten  Xj^  und  7;^^  Null  wird. 

Diese  Bedingung  erlaubt  nun  noch  eine  Umformung,  durch  die 
die  weitere  Behandlung  des  Problems  sehr  vereinfacht  wird.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  allgemein  mit  y  den  zu  y  konjugierten  Punkt 
der  Fläche,  d.  h.  denjenigen,  der  über  oder  unter  y  im  andern  Blatt 
der  Fläche  liegt,  so  ist: 


«1  a» 

also: 


V  '9 

S—S- 


die  Kongruenz  (2)  kann  daher  auch  ersetzt  werden  durch: 

*k  Vk 

3)  2/+ 2/^:0, 

mit  andern  Worten,  es  muß  eine  rationale  Funktion  eines  Punktes  x 
der  Fläche  existier en^  die  in  den  Punkten  Xj,  und  y^  unendlich,  in  den 
Punkten  |j  und  Ijj,  Null  wird. 

Für  spezielle  Werte  von  u  ^können  wir  nun  angeben,  wie  die 
Xj.  und  y^  beschaflfen  sein  müssen,  wenn: 

*^•  Vk 


SI/+/1-" 


öl 


werdön  soll;  nämlich  für  die  halben  Perioden.  Soll  m  ~  0  werden, 
so  muß  eine  Funktion  der  Fläche  existieren,  die  in  den  Punkten 
Xj  und  y^ifc  je  von  der  ersten  Ordnung  0  und  in  dem  Punkte  «j  von 
der  2n*«°  Ordnung  00  wird.  Eine  solche  Funktion  muß  die  Form 
haben: 


!,. 
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ä 

unter  g^[x)j  ^„__2W   rationale   ganze   Funktionen   von   x   der   an-    [ 
gegebenen  Grade  verstandefl.     Soll  der  Zähler  in  den  2  n  gegebenen 
Punkten  Null  werden  können,  so  muß  eine  Determinante  Null  sein,    i 
von  deren  Zeilen  wir  zwei  anschreiben: 


4) 


=  0.    t 

t 


Soll  u  EE  «p  also  nach  §  56,  (1) 

Jdx 

«1 

werden,  so  schließt  man  ebenso:  es  muß  eine  Funktion  der  Fläche 
existieren,  die  in  x^,  y\,  u^  je  von  der  ersten  Ordnung  0,  in  a^  von 
der  (2n+  1)  Ordnung  unendlich  wird.  Eine  solche  Funktion  muß 
die  Form  haben: 


r 


^01  ^02   —  ^0 


wird;  sie  lautet  dann:  es  muß  eine  Funktion  der  Form: 

6)  9n-l  W  y?  W  +  /«- 1  w  VV^W 

existieren,  unter  g^_i  und  g\_i  rationale  ganze  Funktionen  des 
Grades  (n  —  1)  verstanden,  die  in  den  Punkten  ^r^^  und  y^  Null  wird; 
es  muß  also  die  Determinante: 


Null  sein.    Von  den  beiden  Quadratwurzeln  ]/qr(a:),  j/t/;  {x)  kann  dabei 
'^en  in  jedem  Flächenpunkt  ein  willkürlicher  ihrer  beiden  Werte 


9r,+l(x)   +  gn^l(x)yf(x)     . 

und  der  Zähler  muß  in  cc^,  a^,  den  Xj^  und  den  gj.  Null  werden. 
Diese  Bedingung  läßt  noch  einen  etwas  einfacheren  Ausdruck  zu, 
wenn  man  f{x)  in  zwei  Faktoren  zweiten  Grades,  qp(x)  und  \ij{x) 
spaltet,  sodaß: 


r 
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beigelegt  werden ;  der  andern  ist  dann  ein  solcher  Wert  beizulegen, 
daß  das  Produkt  aus  diesen  beiden  Werten  gerade  den  zu  diesem 

Flächenpunkt  gehörenden  Wert  von  y/'(jr)  liefert. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  utz  co^  oder  ~  (o^  wird,  erhält  man 
hieraus  durch  Vertauschung  von  a^  mit  a^,  bezw.  aQ, 

Zu  beachten  ist  übrigens,  daß  die  angeführten  Bedingungen  nur 
notwendige,  keine  hinreichenden  sind.  Denn  die  Determinanten 
werden  jedesmal  gleich  Null,  wenn  zwei  der  2  n  Punkte  x  und  y 
zusammenfallen.  Soll  aber  eine  Funktion  von  einer  der  angegebenen 
Formen  existieren ,  die  in  2  n  —  2  Punkten  von  der  ersten  und  in 
einem  von  der  zweiten  Ordnung  Null  wird,  so  ist  dazu  erforderlich, 
daß  eine  Determinante  Null  wird,  die  aus  der  Determinante  (4), 
bezw.  (7)  dadurch  entsteht,  daß  man  alle  Elemente  einer  Zeile  durch 
ihre  Ableitungen  ersetzt. 

Dieser  Ubelstand  fällt  weg,  wenn  man  den  Quotienten  zweier 
solcher  Determinanten  bildet  Ein  solcher  Quotient  erscheint  zwar 
in  der  unbestimmten  Form  0/0,  wenn  zwei  der  2  n  Punkte  x  und  y 
zusammenfallen;  aber  der  Grenzübergang  läßt  sich  nach  d^n  Begeln 
der  Differentialrechnung  ausfahren  und  liefert  dann  gerade  den 
Quotienten  zweier  solchen  modifizierten  Determinanten,  von  denen 
eben  die  Bede  war.  Gleiches  gilt  auch  noch,  wenn  mehr  als  zwei 
der  2n  Punkte  zusammenfallen;  man  hat  dann  Umformungen  vor- 
zunehmen, die  zu  den  in  §  26  vorgenommenen  analog  sind. 

Auch  wenn  einer  der  Punkte  x  oder  y  ins  Unendliche  rückt, 
findet  Entsprechendes  statt.  Auch  dann  erscheint  der  Quotient  zu- 
nächst in  unbestimmter  Form  (c»/oo);  auch  dann  kann  man  den 
Grenzübergang  vollziehen  und  erhält  einen  Quotienten  zweier  modi- 
fizierter Determinanten,  deren  Nullwerden  für  ein  Punktaggregat, 
von  dem  ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt,  dieselbe  Bedeutung  hat, 
wie  das  Nullwerden  der  Determinante  (4),  bezw.  (7)  für  ein  ganz  im 
Endlichen  gelegenes  Punktaggregat. 

Der  Quotient  q  der  Determinanten  (4)  und  (7)  wird  also  nur 
Null,  wenn  u  ^  0  und  nur  unendlich,  wenn  u  =  co^  (modulis  Perioden) 
wird.  Man  kann  folgendermaßen  zeigen,  daß  er  überhaupt  nur  von 
u  abhängt     Wir  stellen  neben  die  Gleichung  (1)  die  andere: 


"      -    dx 


''^''i?^fvm' 


Vi 


dann   können  wir  von  den  4n  Punkten  x.,  y.,   ^.,   tj.  alle   bis  auf 
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zwei  festhalten,  etwa  x^  als  unabhängige  Variable ,  |j  als  Funktion 
von  ihr  vermöge  der  Gleichungen  (1)  und  (8)  ansehen.    Der  Quotient 


9)  (^^^' 


wird  dann  eine  Funktion  des  Flächenpunktes  x^,  deren  Eigenschaften 
wir  untersuchen  müssen.  Zunächst  ist  nach  §  56  klar,  daß  |j  eine 
auf  der  Fläche  eindeutige  Funktion  von  x^  ist;  infolgedessen  ist 
auch  der  Quotient  (9)  eine  solche  Funktion.     Denn  wenn  x^  einen 

auf  der  Fläche  geschlossenen  Weg  beschreibt,  können  zwar  yy(jj), 

yyj^{x^)  möglicherweise  ihre  Vorzeichen  ändern,  aber  immer  nnr 
gleichzeitig.  Wir  müssen  nun  die  Pole  dieses  Quotienten  bestimmen. 
Der  Zähler  wird  nur  unendlich,  wenn  die  Punkte  a^,  a^,  ar^,  y^  die 
Nullpunkte  einer  ganzen  Funktion  q  der  oben  angegebenen  Gestalt 
sind.  Nach  (1)  und  (8)  existiert  aber  eine  Funktion  f  der  Fläche, 
die  in  den  x^  und  den  y^^  oo,  den  |^  und  den  ^^^  Null  wird;  das 
Produkt  fq  ist  also  dann  eine  Funktion  der  Fläche,  die  im  End- 
lichen nirgends  unendlich  wird.  Es  existiert  also  dann  eine  ganxe 
Funktion  der  Fläche,  die  in  den  |j^,  den  ^j,  u^  und  a^  Null  wird; 
und  der  Nenner  von  (9)  wird  also  stets  gleichzeitig  mit  dem  Zähler 
unendlich.  Durch  ganz  analoge  Überlegungen  wird  gezeigt,  daß  der 
Zähler  von  (9)  jedesmal  Null  wird,  wenn  der  Nenner  es  wird. 

Nun  müssen  wir  noch  zeigen,  daß  Zähler  und  Nenner  von  (9) 
stets  von  derselben  Ordnung  Null,  bezw\  unendlich  werden.  Dazu 
bemerke  man  zunächst:  wenn 


/ 


?i 


«1 

=  konst. 


Vf(^) 


sein  soll  und  wenn  |/^',  j:/^^  irgend  zwei  spezielle  Werte  von  fj,  .| 
bezw.  x^    sind,    so  wird   die    Differenz  |j  —  |j-^^   mit   der   Differen« 
x^  —  x^^^^  von    derselben   Ordnung   unendlich    klein;    das   folgt  aus 
Satz  V  von  §  7.    Femer  aber:  wenn  bei  Annäherung  von  x^  an  j/* 
z.  B.  die  Determinante  (4)  von   der  zweiten  Ordnung  Null  werden 
sollte,  so  müßte  zugleich  mit  ihr  auch  diejenige  Determinante  Nnll 
werden,  die  aus  ihr  dadurch  entsteht,  daß  man  alle  Elemente  der 
ersten  Zeile  durch  ihre  ersten  Differentialquotienten  nach  x^  erseUt 
Man  kann   annehmen,  x^  . ,  ,  x^  und  y^ ,  ^2  -  '  '  ^n  s^i^n  so  gewäÜtj 
daß  das  nicht  eintritt.     Dann  folgt,  daß  Zähler  und  Nenner  von  i^) 
stets    von    derselben  Ordnung  Null,    bezw.   unendlich   werden.    Det 
Quotient  (9)  selbst  ist  also  dann  eine  Funktion  des  Flächenpunktes  x^^ 
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die  nirgends  unendlich  wird,  folglich  nach  §  5,  VI  eine  Konstante. 
Diese  kann  von  1  nicht  verschieden  sein.  Wenn  man  nämlich  die 
Ponkte  x^,  y^,  1]^  und  alle  |.  bis  auf  einen  beliebig  vorschreibt  und 
diesen  so  widilt,  daß  die  ^.  und  ~ij,  zu  den  x^  und  ".  äquivalent 
werden,  so  ist 

WO  c  eine  von  x^  unabhängige  Größe  bedeutet.     Da  wir  aber  die  x 
und  y    unbeschadet   des  Wertes   von  q  {x,  yY   beliebig   vertauschen 
dürfen,    so  folgt,   daß  diese  Größe    auch   von    den   übrigen  x  und 
den  y    nicht  abhängen   kann.     Ihr  Wert  ergiebt  sich  als  1,   wenn 
man   die  |  mit  den  x  und  die  y  mit  den   ?;  zusammenfallen  läßt. 
Das   Quadrat  der  Funktion  q  hängt  also  nur  ab  von  u\  und  zwar 
ist    es    eine   elliptische  Funktion   von   u^   deren  Perioden   mit  den 
Periodicitätsmoduln    von    u    identisch    sind.     Aus    der    oben   vor- 
genommenen  Bestimmung   der  Null   und   der   Uneudlichkeitsstellen 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 


/  T  \  '  ./ /  D{Xy  y)  ^   au 


y 


wo  Cj  eine  von  u  unabhängige  Größe  bezeichnet;  und  analoge  Glei- 
chungen erhält  man  für  die  übrigen  Sigmaquotienten. 

Da  alle  elliptischen  Funktionen  sich  durch  die  drei  Sigma- 
quotienten rational  ausdrücken  lassen,  so  folgt: 

Jede  Funktion  beliebig  vieler  Flächenprodukte y  die  für  alle  äqui^ 
valenten  Punktsysteme  denselben  Wert  hat^  läßt  sich  rational  durch  die 
vier  Determinanten  B  ausdrücken. 

Die  sich  hier  anschließende  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen 
J9a(x, y)  und  daU  müssen  wir  beiseite  lassen;  nur  darauf  sei  noch 
hingewiesen,  daß  die  in  §  26  auftretenden  Determinanten  spezielle 
Fälle  der  hier  behandelten  sind. 
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SIEBENTER  ABSCHNITT. 


Beduktion  der  elliptischen  Integrale  L  Gattung 

auf  kanonische  Formen. 

§  62.    Umformung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  durch 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabein. 

Hühren  wir  in  das  elliptische  Integral  I.  Gattung: 

f  r  dx 

u  =  j    ■  

J  l/co  Ä*  +  4  a,  *'  +  6  o«  *'  +  4  «•  «  +  a. 
1) 

d* 

Vc^  (x  -  «o)  (*  -  «i)  (^  -  «2)  (*  -  «s) 

durch  die  lineare  gebrochene  Substitution: 

eine  neue  Integrationsvariable  ein,  so  hebt  sich  (/C  +  ^}~-ai 
Zähler  und  Nenner  weg  und  wir  erhalten  wieder  ein  Integral  de 
selben  Form: 

Die  dabei  auftretende  rationale  ganze  Funktion  vierten  Grad 
hat  den  Wert: 

wir  sagen  von  ihr:  ^(^)  geht  durch  die  lineare  Substitution  (2)  a 
f(z)  henwr.  Dabei  ist  aber  wohl  zu  beachten:  die  lineare  Subs 
tution  ist  bestimmt,  wenn  nur  die  Verhältnisse  der  Koeffizieot 
a^  ßj  y,  S  gegeben  sind,  sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  diese  vi 
Koeffizienten  gleichzeitig  mit  einem  und  demselben  Faktor  multiphzie 
In  (/- Q  kommen  aber  die  Koeffizienten  selbst  vor;  unU  man  s 
also  der  erwähnten  Redeweise  bedienen,  so  muß  man  sich  diese  Koe^ 
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zienten  selbst,  nicht  nur  ih^re  Ferkältnisse,  als  gegeben  denken.     Dann 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

L  Geht  (p(^  durch  die  lineare  Substitution  (2)  aus  f(z)  kervor, 
so  ist: 

5)  f-ß=^{ad-^ßr)f-ß=^ 

Man  pflegt  nun  zu  definieren: 

n.  Hine  Funktion  der  Koeffizienten  Oq  ,  ,  ,  a^  von  f  und  der 
Variahein  z,  die  die  Eigenschaft  hat,  daß  zwischen  ihr  und  derselben 
Funktion  der  Koeffizienten  Oq  ,  ,  ,  a^  von  (f>  und  der  Variabein  f  die 
Relation  besteht: 

heißt  eine  (relative)  Covariante  von  f  vom  Gewichte  r. 

HL    Eine   Covariante    vom   Gewichte  0  heißt  absolute   Covariante, 

In  dieser  Terminologie  lautet  Satz  I: 

IV.  Das  elliptische  Integral  L  Gattung  ist  eine  Covariante  der 
Grundform  f,  vom  Gewichte   —  1. 

Häufig  ist  es  bequemer,  statt  der  Koeffizienten  die  Wurzeln 
von  f  also  die  Verzweigungspunkte,  als  gegeben  zu  betrachten;  man 
muß  aber  zu  ihnen  einen  Koeffizienten,  etwa  a^,  noch  mit  hinzu- 
nehmen, da  durch  sie  allein  zwar  die  Gleichung  f=0,  aber  nicht 
die  Funktion  f  selbst  bestimmt  ist.  Der  entsprechende  Koeffizient  a^ 
der  transformierten  Funktion  ist  dann: 

7)  a^a^  +  4a,a^y  +  i^a^a^y^  +  ia^af  -f  a^y''  =  ?'Y(-)  • 
Ihre  Nullpunkte  sind: 

8)  <  =     ^"*-/-      {k  =  0,  1,  2,  3); 

d.  h.  sie  werden  aus  den  Nullpunkten  der  vorgelegten  Funktion 
durch  dieselbe  Substitution  erhalten,  wie  die  neue  Integrations- 
Tariable  aus  der  alten.  Aus  I.  §  15,  II  folgt,  daß  man  die  Koeffi- 
zienten der  Substitution  (1)  so  wählen  kann,  daß  von  diesen  Null- 
punkten der  transformierten  Form  drei  beliebig  vorgeschriebene 
Werte  erhalten,  oder  daß  sie  überhaupt  drei  Bedingungen  erfüllen. 
Infolgedessen  kann  man  durch  hneare  Substitution  jedes  vorgelegte 
Integral  auf  eine  ,,kanonische  Form^'  bringen.  Für  die  Auswahl  einer 
solchen   kanonischen  Form  können   verschiedene  Ettcksichten  maß- 
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gebend  sein;  es  ist  nicht  möglich,  eine.  Form  anzugeben,  di 
jeder  Beziehung  den  Vorzug  verdient.  Wir  werden  vielmehr  in 
drei  nächsten  Paragraphen  drei  verschiedene  solche  Formen 
sprechen. 

§  63.    Die  erste  Normalform. 

Eine  erste  Normalform  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Koeffizie 
der  Substitution  §  62,  (2)  so  wählen,  daß  drei  bestimmte  der  n^ 
Verzweigungspunkte,  etwa  ez^,,  a^  und  a^,  bezw.  nach  oo,  0  ui 
fallen.  Zufolge  I,  §  15,  IV  und  VII  hat  die  Substitution  ( 
die  Form: 


1) 

oder  umgekehrt: 

2) 


3) 


?  = 


*   -  «1     .   «9   -  «1 


*   —  «0        «9   —  «C 


z  = 


(«,  -  «o)  -  (of,  -  «i)  C 


-.   //      —  («1    -   «o)  («2   -   «o) 


4) 


5) 


cc, 


Uy      = 


;r  > 


(«3  -  «o)  -  (a,  -  « j  l 
(«8  -  «i)  («1  -  «o)       ^  - 

(«2   -   «o)   -  («9   -   «l)C 


_  r/     —        («9  -  «o)  («1  -  «2) 


u. 


6) 

wenn  nämlich: 


2 


2:    —    «o    = 


(«i    -   «0)  -  («2   -   «l)C 
(«9    -   «o)(«l    -   «s) 


(1-a 


(1  -  ^f ), 


7) 


;  =  ("9  -  «1)  («0  -  "3)  __  «2  -  «1  .  ^8  '~JH 

(«9  -  «o)(ai  -  «3) 


ffo  —  Offt       ««  —  ne 


gesetzt  wird.     Man  hat  dann  (am  bequemsten  aus  (3)) 


8) 

also  schließlich: 


j     _   («1  -  «o)K  -  «o)(«t  -  "1)  Jf 

[(«1 -««)-"(«, -«.)?]'    "" 


9) 


/ 


«1 


dx 


Vöo  {x  -  ao)(*  -  «i)(*  -  «o)(*  -  otj) 


^       -  r— 

V  («2  -  «0)  («3  -  «1)  ^  y% 

0 


dl 


C(i  -0(1  -U') 


§  64.    Die  zweite  (WEiERSTiusssche)  Normalform,  161 


Das  Vorzeichen  der  vor  dem  Integralzeichen  stehenden  Quadrat- 
wurzel auf  der  rechten  Seite  kann  willkürlich  genommen  werden; 
das  der  andern  hestimmt  sich  dann  für  die  Umgebung  eines  Ver- 
zweigungspunktes (z.  B.  jzr  =  «j ,  f  =  0)  durch  Vergleichung  der 
Anfangsglieder  von  Reihenentwicklungen,  weiterhin  durch  analytische 
Fortsetzung. 

Die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  verschiedene 
Arten  möglich,  da  man  die  vier  Indices  0,  1,  2,  3  auf  24  Arten 
auf  die  vier  Verzweigungspunkte  verteilen  kann.  Je  vier  dieser 
Arten  geben  aber  nach  I,  §  15,  VIII  immer  denselben  Wert  von  X 
sowohl,  wie  von  dem  vor  dem  Integralzeichen  rechts  auftretenden 
Faktor. 


§  64.    Die  zweite  (WEiERSTRASs'sche)  Normalform. 

Auf  eine  zweite  Normalform  werden  wir  geführt,  wenn  wir  davon 
ausgehen,  daß  die  Funktion 


(/ 


z 

dx 


y/(*) 

Ol 

nach  §  55,  (11)  eine  lineare  gebrochene  Funktion  von  z  ist.     Be- 
zeichnen wir  sie  mit  f,  so  entsprechen 

den  Werten  von  z\      a^      a^      «3      «3, 

bezw.  die  Werte  von  ^:      e^      cc      e^      e^. 

Wir  haben  §  4  bereits  die  Formeln  angegeben,  die  C  durch  z 
ausdrücken,  und  brauchen  ihnen  jetzt  nur  noch  ihre  Auflösung 
nach  z  beizufügen;  wir  erhalten: 

C  -  i  (öo  «1*  +  2  Ol  «1  +  Oj) 


1) 


"i  + 


=  «1  + 


Oo  «i'  +  3  Ol «,'  +  3  ffj  a,  +  Oj 

?   -    2^  f"  <«.) 


2) 


Durch  diese  Substitution  geht  das  vorgelegte  Integral  über  in: 

f ^ 


00 

Auch  die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  ver- 
schiedene Arten  möglich,  entsprechend  den  24  Permutationen  der 
4   Verzweigungspunkte.     Die    Koeffizienten    der    Normalform    sind 

BCRKHARDT,    Funktionen.    II.  II 
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jedoch  symmetrische  Funktionen  der  Ca]  daraus  würde  man  zunächst 
schließen^  daß  diese  Koeffizienten  bei  je  6  Permutationen  der  a  ihre 
Werte  nicht  ändern,  also  nur  je  vier  verschiedene  Werte  haben 
können.  Die  Ausführung  der  Rechnung  (§  55,  18,  19)  hat  jedoch 
für  diese  Koeffizienten  der  Normalform  Werte  ergeben,  die  sich 
rational  durch  die  Koeffizienten  der  vorgelegten  Form  ausdrücken, 
also  bei  keiner  Vertauschung  der  Wurzeln  derselben  sich  ändern. 

§  65.    Die  dritte  (LEGENDRE'sche)  Normalform. 

Eine  dritte  Normalform,  die  namentlich  in  den  älteren,  an 
Legendbe,  Abel  und  Jacobi  anschließenden  Arbeiten  fast  aus- 
schließlich benutzt  wurde,  erhält  man,  wenn  man  verlangt,  daß  die 
Verzweigungspunkte  einander  zu  je  zweien  entgegengesetzt  gleich 
sein  sollen.  Man  kann  dann  noch  einem  Verzweigungspunkt  einen 
beliebigen  Wert  vorschreiben,  etwa  den  Wert  1 ,  sodaß  ein  zweiter 
nach  —  1  fällt;  bezeichnet  man  die  beiden  andern  mit  ±]u"-  und 
verlangt,  daß 

den  Punkten:      z  =  a^      a^  a^  a^, 

bezw.  die  Punkte:      ^  =  1      fi"^      —  jU""-       —  1 

entsprechen  sollen,  so  erhält  man  folgende  Formeln: 

^  «,-«o'«8-«o         -/ti-*-i    '    -1-1         (i+iuV' 

also: 


2) 


Zu  jedem  der  6  verschiedenen  Werte  von  k  gehören  also  4  ver- 
schiedene Werte  von  ja.  Alle  diese  24  Werte  sind  voneinander  Ter- 
schieden;  aber  je  vier  von  ihnen  unterscheiden  sich  nur  durch 
Faktoren,  die  Potenzen  von  i  sind.  Jeder  dieser  Werte  läßt  sich 
übrigens  rational  durch  jeden  andern  ausdrücken;  ist  ju  irgend  einer 
der  vier  in  der  Formel  (2)  enthaltenen  Werte,  so  sind  die  drei 
andern:  —  ju,  fi-^,  — /i-^.  Ersetzt  man  A  durch  1  — /.,  so  erhält 
man  vier  Werte,  von  denen  einer  ist: 

also  die  drei  andern: 

__     1    +  ^l  1    -  i»  _     1   —  jM 

1-/1  l  +  fi  l-f|U 
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Ersetzt  man  X  durch  — r — ,  so  erhält  man  die  vier  Werte  iju, 

i/u,    tu"^,    —  ijti~^.     Die   12  andern  Werte  sind  nun  leicht  zu 
den. 

Jede  lineare  Substitution,  die  einen  dieser  24  Werte  in  einen 
dem'  überführt,  muß  sie  notwendig  alle  unter  sich  permutieren; 
d  die  24  linearen  Substitutionen,  die  man  so  erhält  (die  Identität 
tgerechnet),  müssen  eine  Gruppe  bilden.  Man  erhält  also  hier 
benbei  eine  endliche  Gruppe,  die  aus  24  linearen  Substitutionen 
steht     Sie  führt  den  Namen  der  Oktaedergruppe, 

Die  zugehörigen  Substitutionen  der  Integrationsvariabeln  er- 
Jten  wir  am  bequemsten,  wenn  wir  den  Durchgang  durch  die  erste 
)rmalform  nehmen.     Wir  finden: 

1  _  0  •  1  -  00        -/i""*  -i"""*  *  -/*-*-  1 ' 
h.: 

^  2  ju«  '     1  -  5    '      ^        /*'      1  +  /u«  -  2  C 

id  daraus: 


1  -;vC=  1  - 


2         1  -iu«s  -  1  +^«   1  +^ 


1  +  |U«       1  -  ii  1  +  iti«       1  -  5  ' 

so: 
adererseits: 


!$o  schließlich: 


Wie  aus  den  zu  Beginn  des  Paragraphen  angestellten  Uber- 
jungen  hervorgeht,  ist  die  Transformation  in  diese  Normalform 
f  24  verschiedene  Arten  möglich;  aber  die  einzige  unter  dem 
tegralzeichen  vorkommende  Konstante  ju*  hat  für  je  vier  solche 
ansformationen  denselben  Wert. 

11* 
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§  66.    Die  linearen  Transformationen  eines  elliptischen  Integrals 

I.  Gattung  in  sicli  selbst 

In  allen  drei  in  den  letzten  Paragraphen  untersuchten  Fällen 
hat  sich  herausgestellt,  daß  man  bei  je  vier  verschiedenen  Trans- 
formationen auf  eine  Normalform  dieselben  Werte  der  in  der 
Normalform  auftretenden  Konstanten  erhält.  Es  muß  also  auf  drei 
verschiedene  Arten  möglich  sein,  ein  in  der  Normalform  vorgelegtes 
elliptisches  Integral  I.  Gattung  durch  Einführung  einer  neuen  Inte- 
grationsvariabeln,  die  eine  lineare  gebrochene  Funktion  der  gegebenen 
ist,  in  ein  Integral  derselben  Normalform  mit  denselben  Konstanten 
überzuführen.  Man  könnte  die  Substitutionen,  die  das  leisten,  ans 
den  allgemeinen  Formeln  der  vorigen  Paragraphen  zusammensetzen; 
man  bekommt  sie  aber  bequemer  durch  folgende  Überlegungen: 

Der  dritten  Normalform  sieht  man  unmittelbar  an,  daß  sie  durch 
jede  der  drei  Substitutionen: 


in  ein  Integral  derselben  Form,  mit  demselben  Werte  von  /tt*  über- 
geführt wird. 

Für  die  erste  Normalform  erhalten  wir  die  betreffenden  Sub- 
stitutionen am  einfachsten,  wenn  wir  .davon  ausgehen,  daß  das 
Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
zwei  von  den  vier  Punkten  und  gleichzeitig  die  beiden  andern 
Punkte  vertauscht  (I,  §  15). 

Die  Substitution,  die  0       1       A-^         oo 

in  1       0        00        A-i 

überführt,  lautet: 

2)  ?'  = 


1  -; 

1  -II 


die  Substitution,  die  0  1       A-^       oo 

in        A-i  00        0  1 

überführt,  lautet: 

Endlich  die  Substitution,  die       0       1       A"^       oo 

in     00  A-i       1  0 
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überführt,  lautet  einfach: 

4)  r=    ' 


Für  jede  dieser  3  Substitutionen  besteht  die  Gleichung: 

(bei  geeigneter  Bestimmung  des  Vorzeichens   der   Quadratwurzeln). 
Ebenso  erhalten  wir  für  die  zweite  Normalform: 

die  Substitution,  die       oo       e^       e^       e^ 

in         e^       00       ^3       ^2 
überfuhrt,  lautet: 

b)  f   =  <?j  + ,-— 

Dabei  wird: 

s  -  "3  =  K  -  «3)  Y^  ' 

//;•'—  (g»  -  ^1)  (^8  -^  gl)  ^  y 

also  auch  hier: 

rf  r  r  dl; 


y 


«2)  (C  -  «s) 


Die  beiden  andern  Substitutionen,  die  die  zweite  Normalform  in 
sich  überführen,  gehen  aus  dieser  durch  Vertauschung  der  Indices 
1,  2,  3  hervor. 

Überhaupt  kann  man  jedes  elliptische  Integral  I.  Gattung  auf 
drei  verschiedene  Arten  durch  eine  lineare  gebrochene  Substitution 
iii  ein  Integral  derselben  Form  mit  denselben  Verzweigungspunkten 
transformieren.  Sind  a^,  u^j  «2,  «g  die  Verzweigungspunkte,  so 
^*^utet  eine  dieser  Substitutionen: 


^  ~  «0  .  «2  -  "0  _  ^'  -  «1  .  "3  -  «1 
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oder: 

g.  X  -«0  _  («2  -  «o)  («8  -  gp)  ^'-«1 

man  erhält  ftlr  sie  durch  Eechnung  oder  aus  I,  §  15 


*  -   «2     .     «0   -   «2    _   *'  -  «8    .   «1  -   «8 

*  —   «1          «Q  —   «1             X'  —  «0        «1  —  «0 

oder: 

9) 

*  -  ff  J    _            ff j  -  «0     *'  -  ffj 

*  —  «1    "            ffj  —  «1     *'  -  «0 

und: 

*  -  «8    .    ffo  -  ffs    __    *'  -  «2   .  «1  -  «J 

*  —  Ol    *    «0  —  «1           x'  —  «0  '  «1  —  «0 

oder: 

10) 

*  —  ffg    __              «8   -   ffo      *'-«*. 

also: 

(*- 

ao)(* 

-  «.)  (* 

-  «,)  _/(«.-  «o)(«.  -  «o)\2  (i'  -  «.)(*' 

andererseits : 

dx _  (ff,  -  ffo)(«g  -  «o)       dx' 

{%  -   ffO*  («2   -   ffi)(ff8   -  «i)    (X'  -  Oo)*  ' 

also   schließlich,   bei   geeigneter  Bestimmung   des   Vorzeichens 
Wurzel: 

dx 


/ax 
l/flo  (*  -  «o)  (*  -  «i)  (^  -  «2)  ( 


.        ,    .  -  -     .  '2)(*   -   «3) 

=.  C  1^' _,_. 

Die   beiden   andern  Substitutionen    ergeben   sich   aus  dieser  c 
Indicesvertauschung. 

Durch  diejenige  von  diesen  Substitutionen,  die  Uq  mit  a^ 
a^  mit  «3  vertauscht,  können  die  Gleichungen  (8)  von  §  8  ( 
bewiesen  werden. 
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ACHTER  ABSCHNITT. 


Lineare  Transformation. 

§  67.    Obergang  von  einem  primitiven  Periodenpaare  zu  einem 

andern  durcli  lineare  Transformation. 

VV  ir  haben  bisher  die  Gesamtheit  der  Perioden  eines  Körpers 
elliptischer  Funktionen  stets  in  der  Weise  dargestellt,  daß  wir  zwei 
Perioden  2  co^,  2  (Ö3  als  gegeben  annahmen  und  dann  die  sämtlichen 
Perioden  durch: 

1)  2k^(o,  +  2^3(03       (Äj,  A3  =  0,  ±1,  ±  2  . .  .) 

ausdrückten.     Wir   hatten   das  geometrisch  so  formuliert,  daß  wir 

die  Periodenpunkte    als    Knotenpunkte    eines    von    zwei    Scharen 

paralleler  Geraden    gebildeten   Gitters   ansahen,   die  bezw.  zu  den 

Strecken  0  .  . .  co,    und  0  ...  «3  parallel  waren  {§  12).     Wesentlich 

fiir  unsere  Untersuchungen  war  aber  immer  nur  die  Gesamtheit  der 

Perioden,  geometrisch:  die  Gesamtheit  der  Knotenpunkte  des  Gitters; 

daß  wir  diese  Gesamtheit  ursprünglich  aus  zweien  unter  ihnen  in 

der  Form  (1)  zusammengesetzt  hatten,   war  wenigstens  im  II.  und 

in.  Abschnitt  ganz  zurückgetreten.     Es  würde  daher  nahe  liegen, 

Fon  dieser  Gesamtheit  auszugehen  und  zu  fragen,  wie  man  in  ihr 

zwei  Perioden  von  der  Beschaffenheit  wählen  kann,   daß  sich  aUe 

andern  in  der  Form  (1)    durch  sie  ausdrücken.     Doch  wollen  wir 

diese  Frage  in  der  Weise  beantworten,  daß  wir  von  einer  bestimmten 

Darstellung  (1)  ausgehen  und  zusehen,  wie  wir  aus  ihr  die  übrigen 

ibleiten  können. 

Aus  zwei  bestimmten  Halbperioden: 

ico^'  =z  aco^  +  ß  ö>3, 

issen   sich  alle  übrigen  linear  mit   ganzzahligen  Koeffizienten   zu- 
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sammensetzen,  sobald  das  mit  «j  und  «3  selbst  der  Fall  ist,  j 
also  in  der  Umkehrung  der  Gleichungen  (2): 


3) 


ö      ,        ß      , 


die  Determinante: 

4)  D^aS^ßy 

in  a,  ßy  y  und  8  aufgeht  Dann  muß  aber  D^  in  aS  un( 
also  auch  in  JD  aufgehen;  und  das  ist  nur  möglich,  wenn  D  = 
ist.     Also  folgt: 

I.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  de 
Gesamtheit  der  aus  2(o^  ^  ^^^  **^^  ergebenden  Perioden  mit  de 
samtheit  der  aus  2  ca^,  2(o^  sich  ergebenden  identisch  sei,  ist: 

7)  J)=±l. 

Dabei  ist  jedoch  noch  ein  Umstand  zu  berücksichtigen, 
haben  seit  §  14   immer   an  der  Festsetzung  festgehalten,  di 
Zeichnung  sei  so  gewählt,  daß  der  Quotient  r  =  (o^/g}^  einen  pos 
imaginären  Bestandteil  hat.    Nun  ist,  wenn  r  ==  x  +  ly  gesetzt 

^  ft),'         a^-ß{x^iy)  {a  +  ßx)^  +  ßy^ 

Der  imaginäre  Bestandteil  von  cj^'/co^'  ist  also  nur  dann 
positiv,  wenn  JD  positiv  ist.     Aus  diesem  Grunde  setzen  wir  f< 

IL  Im  folgenden  sollen  nur  solche  Substitutionen  (2)  unte 
werden,  für  welche 

9)  D=  +  1 

ist.     Man  nennt  solche  Substitutionen  y^unimodular^'. 

Man  nennt  ein  Paar  von  Perioden  einer  Funktion,  durc 
sich  alle  andern  in  der  Form  (1)  ausdrücken  lassen,  „em  vrv 
Feriodenpaar^^.^  Der  Übergang  von  einem  primitiven  Periode 
zu  einem  andern  durch  eine  Substitution  (2)  unter  der  Bedingu 
heißt  lineare  IVansformation  der  Perioden. 

Die  Bedingung  J9  =  1  schließt  aus,  daß  die  vier  Koeftiz 
^y  ßi  Y}  ^^   einen  ihnen  allen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben 


*  Xicbt  jedes  Paar  von  Perioden,  von  denen  jede  einzelne  primitiv 
Sinne  der  I,  §  41,  VI  gegebenen  Definitiou,  ist  ein  primitives  Period 
im  Sinne  des  Textes. 
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folgedessen  bleibt  das  Periodenverhältnis  r  nur  bei  zwei  linearen 
Periodentransformationen  angeändert:  nämlich  bei  der  „identischen 
Transformation",  bei  der  die  Perioden  überhaupt  nicht  geändert 
werden,  und  bei  gleichzeitigem  Vorzeichenwechsel  beider  Perioden- 

Es  genügt  deshalb  flir  viele  Zwecke,  nur  die  gebrochenen  linearen 
Substitutionen  (I,  §  14flF.)  des  Perioden  Verhältnisses : 

11)  ^  =  ^44^'    ^  =  ^r^' 

ZU  untersuchen;  zu  jeder  solchen  Substitution,  in  der  a,  ß,  y,  Ö 
ganze  Zahlen  der  Determinante  1  sind,  gehören  zwei  und  nur  zwei 
Kneare  Periodentransformationen.  Wir  bedürfen  für  das  folgende 
einer  kurzen  Bezeichnung  dieser  Substitutionen: 

III.    Unter    einer  Modidsubstitution   versteht  man   eine   gebrochene 
Imare  Substitution  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  der  Determinante  L 


§  68.    Aufbau  der  Gruppe  der  Modulsubstitutionen 
aus  erzeugenden  Operationen. 

I.  Die  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen  bildet  eine  Gruppe 
(I,§  14,  VH). 

Denn  die  Zusammensetzung  zweier  Modulsubstitutionen  liefert 
nicht  nur,  wie  bereits  I,  §  14,  VI  ausgesprochen,  wieder  eine  lineare 
Substitution,  sondern  die  dortigen  Formeln  (11)  zeigen  auch,  daß 
die  Koeffizienten  der  resultierenden  Substitution  ganze  Zahlen  werden, 
venn  die  der  komponierenden  es  sind ;  und  aus  dem  Multiplikations- 
satz der  Determinanten  oder  durch  elementare  Rechnung  folgt,  daö 
<Üe  Determinante  der  resultierenden  gleich  dem  Produkt  der  De- 
terminanten der  komponierenden  ist,  also  letztere  ebenfalls  =  1, 
venn  jede  der  beiden  ersteren   =  1  ist 

Diese  Gruppe  enthält  tinendlich  viele  Operationen;  man  kann  z.  B. 
für  a  und  ß  ein  ganz  beliebiges  Paar  zu  einander  teilerfremder 
ganzer  Zahlen  wählen  und  dann  y  und  S  noch  auf  unendlich  viele 
Arten  so  bestimmen,  daß  die  Determinante  =  1  wird  (wie  aus  der 
Theorie  der  sog.  diophantischen  Gleichungen,  bezw.  der  Kettenbrüche 
bekannt  ist).  Aber  ihre  Operationen  bilden  keine  kontinuierliche 
Mannigfaltigkeit;  die  Parameter,  von  denen  sie  abhängen  —  eben 
die  a,  ß,  y,  S  —  sind  nicht  kontinuierlich  veränderlich,  sondern  auf 
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f^fitiz/jihlige    Werte    beschränkt     Eine    solche   Grappe    nennt  man 
tlinkret;  wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

IL  Die  Gruppe  der  ModulsubstUutUmen  ist  eine  unendliche 
diskrete   Gruppe. 

Drei  besondere  Substitutionen  dieser  Gruppe  werden  wir  be- 
sonders häufig  zu  benutzen  haben  und  bezeichnen  sie  deshalb  so- 
gleich mit  eigenen  Buchstaben: 

1) 

2) 


5; 

r'=       1  +  T, 

T: 

X 

U: 

T                             I 

3) 

Aus  diesen  Substitutionen  lassen  sich  weitere  zusammensetzen. 
Um  solche  Zusammensetzungen  von  Substitutionen  bequem  schreiben 
zu  können,  setzen  wir  fest: 

III.  Eine  Gleichung  zwischen  Substitutionen^  die  die  Form  hat: 

4)  .  r=  ST 

oder  ausführlicher: 

5)  nr)  =  S[_T{x)-\ 

soll  bedeuten:    V{j)  ist  diejenige   lineare  Funktion  x"  von  r,   die  man 
rrlüilt,  wenn  man  erst  x  =  ^(r)  und  dann  x"  =  S{x)  bildet^ 
Hiiispiülsweise  ist 

ST(x)  =  1  -  T-S       TS{t)  =  -  (1  +  t)-1; 

^l^^'M^^  h(M(l()n  Substitutionen  sind  also  voneinander  verschieden,  die   I 
/uMfimmniHtitznng  von  S  und  T  zu  ST  ist  keine  kommutative  Operation 
M,  '/.  t^  2).     Dagej^en   geht  aus  ihrer  Definition  unmittelbar  hervor, 
.|„|;,  .^jii  tiHnnciiUiv  ist  (I,  §2,  3),  daß  wir  also  beim  Aneinanderreihei^^ 
r/,' f»r«rr*:r    HolchtT   Symbole   keine   Klammern    zu   setzen   braucher» - 
-\^i}S.\.  S  S^   iSSS ....  können  wir  daher  auch  S*,  5'  . .  .  .  schreibe b:^^ 
5/j.   I,  ffi  22);   diese  „symbolischen  Potenzen"  von  S  genügen  danrr 
f]ffft  (ßfiHcX'Ae: 

"^  ist  zweckmäßig,    diese  Bezeichnung   so    auszudehnen,   daß  de 
Uten  auch  der  Wert  0  und  negative  Werte  beigelegt  werde 

ifanche    Schriftsteller    bezeichnen    dasselbe    gerade    umgekehrt    iiii 
r  („lesen  die  Zusammensetzung  von  links  nach  rechts"). 
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können.  Unter  S^  versteht  man  dann  die  „identische  Substitution*^,  d.  h. 
diejenige,  die  r  in  sich  selbst  überführt  (r  =  r),  unter  5"^  die  „zu 
S  inverse  Substitution''  (I,  §  22,  II),  für  die  SS''^  =  5-15  =  5^  oder, 
wie  man  auch  schreibt,  =  1  ist.  Auch  für  solche  Exponenten  bleibt 
die  Gleichung  (6)  bestehen. 

Giebt  es  Exponenten,  für  die  die  Gleichung: 

7)  5«  =  1 

besteht,  so  nennt  man  den  kleinsten  positiven  unter  ihnen  die  Ord- 
nung von  S  und  diese  selbst  eine  cyklische  oder  periodische  Substi- 
tution (vgl.  I,  §  18,  VII). 

Z.  B.  sind  die  Substitutionen  T  und  U  cyklisch,  erstere  von 
der  zweiten,  letztere  von  der  dritten  Ordnung;  es  ist  nämlich: 

8)  ?>:  ...t'=  --(-.r-i)"i  =  r, 

9)  £^>:  .  .  .  r'  =  -  1  -  (^  1  _  r-i)-i  =  f^^, 

10)  i7S:...T'  =  — ::-!—  =  T. 

T 

Dagegen  ist: 

,11)  5»:  .  .  .  T  =  T  +  n\ 

S  ist  also  nicht  cyklisch. 

Man  kann  nun  den  Satz  beweisen: 

IV.  Die  Gruppe  der  Modulsubstitutionen  läßt  sich  aus  S  und  1 
f^r zeugen'' ;  mit  andern  Worten,  jede  Modulsubstitution  läßt  sich  durch 
eine  Aufeinanderfolge  geeigneter  Potenzen  von  S  und  T  darstellen, 

Ist  nämlich  in  einer  Modulsubstitution  |  /?  |  >  |  J  |  ,  so  setzen 
wir  zunächst: 

12)  ^'=-f' 

Tq  ist  dann  eine  lineare  Funktion  von  r: 

'»)  ^>=-°^.' 

in  der  der  Koeffizient  von  x  im  Nenner  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  ist  als  der  im  Zähler.  Ist  von  Anfang  an  |/?.|^|5|,  aber 
^4=  0,  oder  im  andern  Fall,  ist  das  durch  die  Substitution  (12)  er- 
reicht, 80  bestimmen  wir  (was  stets,  und  zwar  im  allgemeinen  auf 
zwei  Arten  geschehen  kann)  eine  ganze  Zahl  m^  so,  daß: 

14)  \m^ß-8\  <  \ß\ 
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wird.     Dann  können  wir  schreiben: 

Setzen  wir  also: 

T'(bezw.  rj,)  =  5«Hyr/, 

so  ergiebt  sich: 

_  '  _  rL±_VL 
'  ""«1+At  ' 

mit  folgenden  Werten  der  Koeffizienten: 

«j  =  TWj  a  -  /,     /?!  =  TW,  /9  -  J.     T'j  =  a,     d\  =  /9,     «1  d\  -  ßr/i  =  ^' 

Die  Bedingung  j  /Sj  |  <  |  ^\  |  ist  also  zufolge  (14)  wieder  erfüllt; 
ist  /9j  nicht  gleich  0,  so  bestimmen  wir  eine  ganze  Zahl  Wj  so, 


wird  und  setzen: 


Daraus  ergiebt  sich: 


^2/^1 -^>i  I  <  I  A  I 


mit: 

«2   =  ^2  «1    -  ^'l  »        /^2   =  ^^2  Ä   -  ^1?        ^2  =  «1*        ^2  =  /'p 

«2  ^^2  -  Ä  /'a  =  ^ 

also  I  /Sg  ,  <  I  ^2  •  ^^*  ^^^^'^  /^2  ^^^^  nicht  gleich  0,  so  können  wir 
das  Verfahren  fortsetzen;  wir  müssen  aber  jedenfalls  nach  einer  | 
endlichen  Anzahl  von  Schritten  zum  Ziele  gelangen.  Denn  das  i 
Verfahren  liefert  eine  Folge  von  ganzen  Zahlen  /?,  /9j,  /S^,  /?g.v 
von  denen  jede  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  die  vorher- 
gehende ist;  es  muß  also  notwendig  spätestens  bei  dem  /9^"  Schritt 
in  dieser  Folge  die  NuU  auftreten.     Sei  ß^^  =  0,  dann  folgt  aus 

daß  ((   =  d    =  ±  1   sein  muß,  also: 

T /  =  r  ±  y„  =  Ä-  ^M  T. 
Damit  ist  in 'der  That  die  vorgelegte  Modulsubstitution  in  der  Form: 

1  5)  S^^^  TS"^  T.  .,  «"»n-l  TS±  Yn, 

bezw. : 

15a)  TS^^TS'^T .  .  .  S^n^\  TS±Yn 
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irgestellt,  Satz  IV  also  bewiesen.  Man  sieht,  daß  das  Verfahren 
i  wesentlichen  auf  die  Entwicklung  von  ß/S  in  einen  Kettenbruch 
nauskommt 

Wenden  wir  es  z.  B.  auf  U  an.  so  haben  wir : 

r  haben  also  7?i^  =  —  1  zu  setzen.     Damit  wird 

«1  =  -1.     A  =  0,     /i=:0,     d\  =  -1. 
>  wird  also  schon  r^'  =  r,  und  es  ist  somit; 

;)  U^S'^T. 

)lgUch  ist: 

)  i/-i^jf-^S=  TS 

id  deshalb  nach  (10): 

;)  TSTSTS^l 

er: 

•)  S'^^^TSTST. 

Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  man,  wenn  man  will,  die 
)tenzen  von  8  mit  negativen  Exponenten  aus  dem  Ausdruck  einer 
liebigen  Modulsubstitution  durch  5  und  7  (14  oder  15)  entfernen, 
an  erhält  z.  B.: 

))  ,  U=  TSTS. 

§  69.    Einfluss  der  linearen  PerJodentransformationen 
auf  die  elliptischen  Funictionen  zweiter  Stufe. 

Während  pu^  ^u,  au  ihrer  Definition  durch  unbedingt  kon- 
rgente  Reihen,  bezw.  Produkte  gemäß  nur  von  der  Gesamtheit  der 
irioden,  nicht  von  der  Auswahl  eines  einzelnen  primitiven  Perioden- 
iares  abhängen,  also  beim  Übergang  von  einem  solchen  Perioden- 
ar  zu  einem  andern  ungeändert  (invariant)  bleiben,  ist  das  mit  den 
1  IV.  Abschnitt  untersuchten  elliptischen  Funktionen  zweiter  Stufe 
:ht  mehr  der  Fall;  denn  in  ihrer  Definition  spielen  bestimmte  ein- 
Ine  Perioden  eine  besondere  Rolle. 

Um  diese  Änderungen  zu  bestimmen,  gehen  wir  zurück  auf  die 
itwicklungen  von  §  28,  die  zu  Sigmafunktionen  mit  Indices  geführt 
ben.  Vermehrt  man  diese  Indices  um  ganze  Zahlen,  so  bleiben 
'   Multiplikatoren   ungeändert   (§  28,  (9)).     Aus   dem   Zusatz   zu 
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§  28,  Y  geht  dann  hervor,  daß  diese  Sigmafunktionen  mit  Indices 
sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  ändern  können,  wenn  wir  ihre 
Indices  um  ganze  Zahlen  ändern.  Wir  können  auch  diesen  Faktor 
noch  beseitigen,  wenn  wir  mit  dem  Wert  der  Funktion  für  irgend 
einen  speziellen  Argumentwert,  z.  B.  für  m  =  0  dividieren.^  Wir 
erhalten  so  den  Satz: 
I.  Hs  ist: 

l)  ^^x  +  Pi,  y»+p»(^)  __  gvi,  y» (u) 

^yi  +Pi,  y»  +  p» (0)         ^yi,  v» (0)  ' 

wenn  p^y  p^  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Andererseits  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Sigma- 
funktionen mit  Index  der  Satz: 

IL  Fuhrt  man  an  Stelle  der  Perioden  2(o^j  2(ög  durch  die  Sub- 
stitution (2)  von  §  67  andere  ein,  so  erhält  man: 

2)  (Ty,  V,  {U    \    «/,     0)3')    =    Gay,  +  y,„   ßy^  +  6y^{U    \    0?^     Cüg). 

Sind  i/j,  f/g  rationale  Brüche  mit  dem  Nenner  n,  so  werden 
auch  av^  +  ßv^,  yv^  +  ^^3  Brüche  mit  diesem  Nenner.  Reduziert 
man  diese  Brüche  mit  Hilfe  der  Gleichung  (1)  auf  ihre  echt  ge- 
brochenen Bestandteile,  so  lehrt  die  Gleichung  (2): 

III.  Es  giebt  eine  endliche  Anzahl  von  Sigmafunktionen  mit  hr 
dices,  die  Brüche  mit  dem  Kenner  n  sind;  diese  werden  bei  jeder 
linearen  Periodentransformation  nur  unter  sich  vertauscht 

Insbesondere  gilt  das  auch  im  FaUe  n  =  2,  d.  h.  für  die  drei 
WEiERSTRASsschen  Nebensigma. 

Zufolge  des  Satzes  IV  von  §  68  sind  wir  imstande,  diese  Ver- 
tauschungen für  jede  beliebige  vorgelegte  lineare  Periodentransfor- 
mation anzugeben,  sobald  vrir  sie  für  die  beiden  erzeugenden  Traaä" 
formationen  S  und  T  kennen.  Dabei  ist  zu  beachten:  Zwar  enir 
sprechen  (§  67  am  Ende)  jeder  gebrochenen  Substitution  des 
Periodenverhältnisses  zwei  verschiedene  Transformationen  der  Perioden 
selbst.  Aber  diese  brauchen  vrir  hier  nicht  zu  unterscheiden;  denn 
die  drei  Nebensigma  bleiben,  wie  aus  ihren  Definitionen  (§  30) 
hervorgeht,  ungeändert,  wenn  man  cq^  und  cj^  durch  —  6>j  und 
—  ö>3   ersetzt. 

Aus  (2)  folgt  speziell: 

3)  f7,„  r^  {U   I   a>i,    Wj    +  W3)  =  <7,.,  +  r,,  r,  ("   |   «j,    «3), 

4)  fTy^^  ^^{u\    -  «3,    «1)  =  C7^,,   ^r,      (m   I   «1,    «3). 

^  (/v,  vt(0)  ist  nur  0,  wenn  y^  und  v^  selbst  ganze  Zahlen  sind;  dieser  Fall 
führt  auf  die  ursprüngliche  Sigmafunktion  zurück. 
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Bezeichnen   wir   also   die   „transformierten"  Funktionen   durch 
-|  Überstreichen,  so  erhalten  wir: 

f&r  S: 

5)  ff  j  M  =  ö"j  U,       ff 2  ^'  =  ^3  ^>       ^3  ^  =  ^2  ^^*' 

für  T: 

(Ty^V  =  (T^U,       ff  j  t£  =  ffg  M,       ff 3  21  =  ffj  M. 


Aus  diesen  Formeln  erhält  man  die  entsprechenden  Formeln 
für  jede  beliehige  andere  lineare  Periodentransformation  durch  Zu- 
J    sammensetzung;  so  z.  B.  für  £/'=S-iy(§  68,  16): 

7)  ff  j  M  =  ffg  tt,     ffg  M  =  ffj  w,     ffj  M  =  ffg  w; 

für  Uh 

8)  ff  j  W  =  ffg  M,       ff2W  =  ffgM,       ffgM  =  ffjM; 

endlich  für  US^S-^TS: 

O)  ffjtt  =  ffjM,        ffjllssffjM,        ffjMssffjtl. 

Damit  haben  wir,  die  Identität  (§  68,  p.  171)  mitgerechnet,  bereits 
sechs  lineare  Periodentransformationen;  bei  jeder  derselben  sind  die 
t;ran8formierten  Fimktionen  ff ^  u,  g^  m,  ä^  u  zusammen  den  ursprüng- 
lichen ffjtt,  ff,  w,  ffgW  gleich,  aber  jedesmal  in  anderer  Reihenfolge. 
Eis  giebt  aber  nicht  mehr  als  sechs  verschiedene  Anordnungen  von 
drei  Elementen;  also  können  wir  sagen: 

IV.  Durch  lineare  Transformation  der  Perioden  können  die  drei 
^thensigma  auf  jede  überhaupt  mögliche  Art  miteinander  vertauscht 
'Wtyerden, 

§  70.    Einfluss  linearer  Periodentransformationen  auf  die  Wurzel- 

grössen  fe^-eß  und  )/(?«- e^. 

Was  von  den  Nebensigma  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen 
wurde,  gilt  auch  von  den  Größen  e^,  e^^  e^  imd  von  ihren  DiflFerenzen. 
Außerdem  haben  wir  aber  in  §  32  auch  bestimmte  Werte  der 
zweiten  und  der  vierten  Wurzeln  aus  diesen  Differenzen  als  ein- 
deutige Funktionen  der  Perioden  definiert.  Wenn  nun  bei  einer 
bestimmten  linearen  Periodentransformation  etwa  e^  und  e^  in  gj  =  e^ 

^ud  ^3  =  öj  übergeführt  werden,   und  wenn  man  dann  mit  '\'e^  —  e.^ 
denjenigen    Wert    dieser  Wurzel    bezeichnet,    den    die   früher   mit 
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j/e^  —  ^2  bezeichnete  Funktion  der  Perioden  bei  Substitution  der 
neuen  Periodenwerte  annimmt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  dieser  Wert 

mit  dem  früher  mit  ^e^  —  e^  bezeichneten  Wert  identisch  ist  Eine 
analoge  Frage  wird  für  die  Werte  der  vierten  Wurzeln  zu  beant- 
worten sein.  Wir  wollen  auch  hier  auf  eine  Ableitung  allgemeiner 
Formeln  verzichten  und  uns  damit  begnügen,  die  Resultate  für  die 
Substitutionen  S  und  T  anzugeben,  die  aus  den  früheren  Formela 
zu  entnehmen  sind. 

Was  zunächst  die  Substitution  S  betrifft,  so  kann  man  deren 
Einiiuß  auf  die  unendlichen  Produkte  von  §  32  an  diesen  Produkten 
selbst  unmittelbar  ablesen,  wenn  man  dabei  beachtet,  wie  die  anf- 
tretenden  Potenzen  von  h  mit  gebrochenen  Exponenten  definiert 
waren  (§31  am  Ende).  Es  geht  daraus  hervor,  daß  für  diese 
Substitution: 

1)  Ä  =  -  A,     ÄV.  =  2ÄV., 

also: 

Die  Gleichungen  §  32,  (13)  zeigen  dann,  daß  man  zu  setzen  hat: 


y^2  -  ^3  =   y^s  -  ^2'  %  -  ^2  =  -  yv-"^3^ 


3) 


y^3  -  ^1  =  -  y^2  -  ^ly  %  -  ^3  =   y^i  ~  ^2» 


y^i  -  ^  =   y^i  -  '-3'  y^2  -  ^1  =  -  y^a  -  «^i • 


(Eine  gewisse  Kontrolle  der  Rechnung  erhält  man  durch  deu 
Umstand,  daß  die  neuen  Werte  dieser  Wurzelgrößen  ebenso  wie  die 
alten  den  Relationen  §  32,  (14)  Genüge  leisten  müssen.) 

Weniger  einfach  liegt  die  Sache  für  die  Substitution  T,  da  den 
unendlichen  Produkten  nicht  unmittelbar  anzusehen  ist,  wie  sie  sich 
dieser  Substitution  gegenüber  verhalten.  Man  muß  hier  auf  die 
Detinition  der  zu  untersuchenden  eindeutig  bestimmten  Werte  der 
Wurzelgrößen  durch  die  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halb- 
perioden zurückgehen  (§  32,  13);  man  findet  so  z.  B.: 

y-      __    .       ^    ^3^^    __     (Ti  (0)1   ~   faJs)     __     (Ti  (CJ,  H-  2  toi) 
'    ^  ^  (T£üj  (JCWi    —   Oig)  0*  ((il,  +  2  (üi) 


(TW2 


=  ]/e^  -  e^ 
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Ld  ebenso  die  übrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle: 


y^2-^8=  y^2-^i»  }V^  = -y^i--^a> 


y^3  -  ^  =  -  y^i  -  ^3»  y^  -  ^8  =   y^a  -  «i^ 


y«i  -  «2  =    rs  -  ^2>  y«2  -  ^  ==  -  y*2  - 


e. 


3* 


In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  auch  feststellen,  wie  sich  die  Pro- 
dukte und  Quotienten  aus  vierten  Wurzeln,  die  in  §  32  als  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  definiert  sind,  gegenüber  linearer  Trans- 
formation der  Perioden  verhalten.  Nicht  so  einfach  liegt  die  Sache 
filr  diese  vierten  Wurzeln  selbst,  da  deren  Definition  auf  einer  will- 
kürlichen Festsetzung  über  den  Wert  beruht,  den  man  der  Quadrat- 
tmrzel  aus  2(o^l7t  beizulegen  hat. 

§  71.    Einfluss  der  linearen  Periodentransformationen 

auf  die  Funictionen  JACoers. 

Will  man  aus  den  Resultaten  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen die  entsprechenden  Formeln  für  die  von  Jacobi  eingeführten 
Funktionen  herleiten,  so  hat  man  vor  allem  zu  beachten,  daß  die 
inabhängige  Variable  Jacobis  selbst  nicht  von  linearer  Perioden- 
bransformation  unbeeinflußt  bleibt.  So  erhält  man  z.  B.  für  die 
Transformation  S: 


1)  w  =  y ^  ""  ^3  ^  =  y^i  —  e^u  =  k'  w, 

ferner: 

9\  k^  =-  ^»  ~  ^*    =-  ^  ~  ^8    __    __^    "^ 

C^  ~~'  Cj  Cj  ^  6j  K' 

und  folglich  die  Gleichungen: 

')  ^^r"''     -"H^^  dn(t.,k*)' 

5)  ''«(*'"''    ~iS)=     d^^(i-i5)- 

Ebenso  erhält  man  für  Tx 


))  M?  =  ygj  —  ^3  u  =  y^3  —  ^1  u  =  —  i  y^j  —  eg  m  =  —  iwj 
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ferner: 

7) 

/j  2  _  ^»  "■  ^»  _  ßl  ~  «1  _  ^'2 

«8-^1            «1-^8 

und  folglich: 

8) 

^           '        '                cn{tPf  k*) 

^) 

cn{      zw,  k    )-          en{w,l^' 

10) 

dni      tw,  Ä'»)=          _,^^   ,^,  . 

GewöhDiicb  schreibt  man  diese  Formeln  etwas  anders^  indem 
man  das  auf  der  linken  Seite  auftretende  Argument  als  unabhängig 
yeränderlich  ansieht  und  mit  einem  besonderen  Buchstaben  be- 
zeichnet; also  z.  B.: 

, ,)        .«(»,-  ^) = *  --^ 

und: 

Berücksichtigt  man,  daß  sn  eine  ungerade,  cn  eine  gerade 
Funktion  des  Arguments  ist,  so  sieht  man,  daß  die  letzte  Gleichung 
gleichbedeutend  ist  mit  der  gebräuchlicheren  Form: 


sn(w,  Ä'^  =  i 7 r 


§  72.    Lineare  Transformationen,  die  modulo  2  zur  Identität 

Icongruent  sind. 

I.  Ah  ,, modulo  2  zur  Identität  kongruent^  bezeichnen  wir  die' 
jenigen  linearen  TransformationeUy  deren  Koeffizienten  modulo  2  zu  den 
entsprechenden  Koeffizienten  der  identischen  Transformation  kongruent 
sind,  mit  andern  Worten,  diejenigen,  hei  denen  a  und  S  ungerade, 
ß  und  y  gerade  sind. 


r 
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1) 


Schreiben  wir: 

(öl  =  (2  a  +  i)  <öi  +  2  Ä  cog, 
ö?3  =  2  c  «i  +  (2  cf  +  1)  (üg , 

so  können  wir  für  diesen  Fall  die  Formeln  für  die  Transformation 
der  Funktionen  zweiter  Stufe  explicite  durch  a,  b,  c,  d  ausdrücken. 
Man  sieht  nämlich  zwar  sofort,  daß  bei  jeder  solchen  Transformation 
die  e  einzeln  ungeändert  bleiben  (es  ist  pcj^=  pcj^  u.  s.  f.),  sodaß 
also: 

2)  ^1  =  ^1  >      ^2  ~  ^2 '      ^3  ~  ^3 

und  ebenso: 

3)  ä^U  =  ö*!  U,       CF^U  =  (Tg  U,       (Jg  W  =  (Tg  M 

wird;  aber  daraus  folgt  nicht,  daß  auch: 


fci 


^^a  —  (^ß  =  ^e^  -  eß 

gesetzt  werden  dürfte.     Vielmehr  folgt  aus  den  Definitionsformeln 
(§  32,  13)  z.B.: 

w -    ^  .    —  <^i^8  __  ^B  (^%  -  2  (g  +  o)  0)1  -  2  (6  4-  rf)  (a,) 
'   *         '  ~"   ä  ÖT j    ""    0-  ((i),  —  2  (a  +  <j)  Wj  —  2  (6  +  c?)  cDj) 

und  ebenso  die  übrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle: 


4) 


v^  -  «3 = (- i)'+°y«2  -  «s.  y^r^= (- 1)"-^"!^«»  -  ^2. 


y^^^=(-i)<'   y*3-*i,    ysi  -  «s  =  (- 1)"   V«r-«3. 


i'^^^ =(-!)*■' ^vv-^.  v«2-«i=(-i)'*''y«2-«i- 


(Um   einzusehen,   daß   auch   diese   transformierten  Werte   den 
[Oleichungen  (14)  von  §  32  genügen,  beachte  man:  aus: 

(2a  +  l)(2rf+  l)-4Äc=  1 
[§  67,  7)  folgt: 

2(arf— ^c)  +  a  +  (/=  0; 

Iso  müssen  a  und  d  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein.) 
Aus  diesen  Formeln  erhält  man  weiter: 


A  =  (-  lyh,    k'  =  (-  \)n\    i^  =  (-  \Yw 
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zunächst  imbestimmt,  welcher  Wert  der  auftretenden  vierten  Wurzel 
beizulegen  ist     Man  erhält: 

2i7,o>iF*  2ij|0>j— j  2i7g  cu,"  — 

;    oder  wegen  der  LEGENDBESchen  Relation  (§  19,  14) 


r^." 


rd 


und  folglich: 


aber  es  bleibt  zunächst  unbestimmt,  welcher  der  beiden  Werte  der 
Quadratwurzel  hier  zu  nehmen  ist 

Diese  Unbestimmtheit  können  wir  durch  folgende  nachträgliche 
Überlegung  heben.  Die  Veränderlichkeit  der  Größe  r  ist  auf  solche 
Werte  beschränkt  (§  14,  11),  deren  imaginärer  Bestandteil  positiv 
ist;  also  ist  —  ir  eine  Größe  mit  positiv  reellem  Bestandteil.  Der 
Hauptwerk  der  Quadratwurzel  (I,  §  58,  V)  ist  also  eine  für  alle  in 
Betracht  kommenden  Werte  von  t  stetige  Funktion;  da  auch  die 
andern  Bestandteile  der  Gleichung  (2)  sich  stetig  mit  r  ändern,  so 
folgt:  wenn  die  Formel  für  irgend  ein  spezielles  Wertepaar  (w,  r) 
Bur  dadurch  richtig  wird,  daß  man  den  Hauptwert  der  Quadrat- 
wurzel nimmt,  so  ist  für  jedes  Wertepaar  (r,  t)  der  Hauptwert  zu 
nehmen.  Nun  wird  für  t;  =  0,  t  =  z  auch  v  =  0,  t  =  z;  also  ist  ein 
spezieller  Fall  von  (2): 

.^3(üiz)  =  yr.^3(0|i). 

Da  nun  diese  Formel  nur  dadurch  richtig  wird,  daß  man  den 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  nimmt  (denn  1^3  (0  |  i)  ist  nach  §  48,  I 
^on  Null  verschieden),  so  folgt  allgemein: 

In   der  Gleichung  (2)    ist   der  Hauptwert   der  Quadratwurzel  zu 

Die  Transformationsformeln  für  die  übrigen  Thetafunktionen 
s  erigr^ben  sich  aus  den  angeschriebenen  durch  Vermehrung  der  Argu- 
*  U^nte  um  halbe  Perioden;  die  Formeln  für  andere  Transformationen 
t:        K'Bxiiij^  g  68  durch  Zusammensetzung. 
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§  74.    Direkte  Untersuchung  der  linearen  Traneformation 

der  Thetaflinicfionen. 

Führt  man  in  die  Gleichung  (7)  von  §  37  vermöge  der  Glei- 
chung (9)  desselben  Paragraphen  die  Ordnungszahl  n  ein,  so  kann 
man  sie  schreiben: 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  k^  k^  einmal  a^  /?,  das  andere 
Mal  Yj  St  so  sagt  sie  aus: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  IIL  Art  n^^  Ordnung  mit  den  Perioden 
L  Art  2(öj,  2(Ö3,  den  Perioden  IL  Art  —  2nia^y  ^  2nia^  und  den 
Parametern  Äj,  b^  ist  zugleich  eine  elliptische  Funktion  IIL  Art  n'*'  Ord- 
nung mit  den  Perioden  L  Art: 

i  2ö>i'  =  a.2(öj +/9.2«g, 

1  2(o^  =  y.2o^^  +  S.2oi)^, 

den  Perioden  IL  Art:  . 

—  2nia^'=^  —  a.2nia^  —  ß  ,2nia^, 

—  2  7iia^'  =  —  y,2nia^  —  f).2nia^j 

und  den  Parametern: 

b^'  =  ab^  +  /^^3  +  w«/9, 


3) 


4) 


wenn  u,  ß,   y,   S   irgend   vier   ganze  Zahlen  der  Determinante  t  be- 
zeichnen. 

Während  also  die  Perioden  IL  Art  sich  einfach  zu  den  Perioden 
I.  Art  .^kogredienlf^  substituieren,  treten  in  den  Transformationsformeln    \ 
der  Parameter  ganze  Zahlen  als  Zusatzglieder  auf. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (4)  nach  ä,   und  b^  lautet  zu- 
nächst: 


5) 


*,  =       ob,'  -ßb,'-nßd{a-y), 
*3  =  -  ybj'  +  ab^'  -  nar{S-  ß). 


f 
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Da  aber  zufolge  der  Kelation  aS  —  ßy  =  l,  wenn  ß  und  S 
beide  ungerade  sind,  die  Differenz  a  ^  y  nicht  gerade  sein  kann 
und  ebensowenig  die  Differenz  5  —  /?,  wenn  a  und  y  beide  ungerade 
sind;  da  femer  die  Parameter  nur  bis  auf  gerade  Zahlen  bestimmt 
sind,  so  folgt,  daß  wir  auch  schreiben  können: 


«) 


Äj  =       Sb^'  —  ß  b^'  —  nßSj 

*3  =  —  rh'  +  ^K  —  ^^y^ 


sodaß  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (4)  dieselbe  Form  haben, 
wie  diese  selbst 

Ist  die  vorgelegte  elliptische  Funktion  insbesondere  eine  Theta- 

funktion,  also  Oj  =  0,    «g  =  -^  und  die  Parameter  b^  und  ^3  reell, 

so  wird: 

,        nß  ,        nb 


1 


2  Oll  '        8         2  wj 


und  die  Parameter  ä^',  h^  werden  ebenfalls  reell.  Soll  dann  die 
durch  Transformation  entstandene  Funktion  ebenfalls  durch  eine 
Thetafunktion  ausgedrückt  werden,  so  ist  nach  §  41,  (6)  und  (7): 

zu  setzen;  außerdem  ist  zu  beachten,  daß  die  neue  Variable  v  ==  —  , 
mit  der  alten  t;  =  - —  durch  die  Relation 

2a>j 


V  = 


zusammenhängt.     Man  erhält  so  die  Gleichung: 

und  speziell  für  die  Thetafunktionen  erster  Ordnung: 

Dabei  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  alten  und  neuen 
Charakteristiken  durch  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  gegeben,  wenn 
man  in  ihnen  p  für  b  schreibt;  zur  Bestimmung  der  Konstanten  C 
bedarf  es  einer  besonderen  Untersuchung. 
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§  75.   Bestimmung  des  In  der  Formel  fDr  die  lineare  Tranefomiati 
der  Thetafunlctionen  auftretenden  Iconstanten  Faktors. 

Zunächst  kann  man  die  zu  den  verschiedenen  Charakteristil 
gehörenden  Faktoren  Cg^g^  auf  einen  von  ihnen  zurückführen.  ^ 
gehen  dazu  etwa  aus  von  der  Qleichung: 

Vermehren  wir  u  um  ^3  co^  —  ff^  Wg,  so  entspricht  dem  eine  \ 
mehrung  von  v  um  —  J-  (^1  ^  ""  ffs)  ^^^  ^^^  "   ^™ 

die  Gleichung  (1)  geht  also  dadurch  über  in: 
'^a/^,  ys  {V  -  i  Kff,'  -  «/?)  r  -  (^3'  -  r  S)]  I  r ) 

Nach  §  44,  (6)  ist  aber  einerseits  die  linke  Seite  dieser  Gleichu 

andererseits: 

also  folgt: 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

-{ffi'  -  uß)v'  +  g^v 

+  \ß^9i  r  -  «73)[(.9,'  -  aß)x  -  {g-  -  r^]  +  i(.9i  -  « 

oder  wegen  (la): 

+  i  --Tf-ff  +  ^(■''i'  -  "^''^'  +  i«/'(^3'  -  y «J)  -  i. 

Die  Vergleichung   mit   §  74  (9)   zeigt,    und   die  Durchfüh 
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der  Eechnung  bestätigt,  daß  aus  diesem  Ausdruck  die  mit  v  und  v 
multiplizierten  Glieder  sich  wegheben;  die  übrigen  geben: 

4 („  l  ß,)  \ßWr'  -  2g,g,  r  +  ^3«)  +  {ag,  +  ßg^fiy  +  St) 
-  2aß{y g,  +  Sg^){tc  +  ßr)- g,»(a  +  ßT)T\ 

+  <aßg,*  +  2ß'rff,gs  +  ß'W  -  2«/?Vyi  -  Z«/?^^,]} 
=  ii^rffi'  +  ^ßY9x9z  +  ßSg,»  -2aßYgx  -  ''^"ßSg,) 
=  iCCi'i'  -  '^ß){ff»  -  r3)-g,g,  -2tcß{g,'  -yS)] 

=  \{.{9i+"ß)iffB-rS)-ffiff3'\- 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  Gleichung  (9)  des  §  74,  so 
erhält  man  als  den  gesuchten  Ausdruck  von  C^,,  durch  C^^: 


m 


2) 
speziell: 


C      =  <?  4 


L(9i'i'Ciß)(g/''Y^)-'9i9t] 


a 


00» 


3) 


C,,=e 


^A/9<5(l-2a)^, 


00» 


:zi 


ayd-  2ß) 
Cjo  =<?    *  ^00» 


?Tt 


Wi  —  ^  ^00* 


Zur  weiteren  Bestimmung  von   C^q  kann  nun  die  Relation  (4) 
von  §  50  dienen.     Da  a  und  ß  wegen  der  Relation  von  §  67  nicht 
beide  gerade  sein  können,  ist  aß  +  a  +  ß  stets  ungerade,  ebenso 
yd  +  y  +  S\  die  „ungerade"  Charakteristik  (1,  1)  wird  also  bei  jeder 
linearen  Transformation  in  sich  (bezw.  in  eine  zu  ihr  modulo  2  kon- 
gruente) übergeführt    Andererseits  wird  auch  jede  gerade  Charak- 
teristik wieder  in  eine   solche   übergeführt;    aber  dabei   ist  zu  be- 
achten, daß  in  der  Definition  der  Thetafunktionen  die  Charaktere 
selbst,  nicht  nur  ihre  modulo  2  genommenen  Reste  auftreten.     Sei 
etwa  von  den  Charakteristiken  der  drei  transformierten  Funktionen 
mit  {(fi(ps)  die  zu  (00),  mit  (;^i;^3)  die  zu  (Ol),  mit  {yj^ip^)  die  zu 
(10)  modulo  2  kongruente  bezeichnet,  so  ist  nach  §  44,  (10)  und  (11): 
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und: 

Bilden  wir  das  Produkt  der  drei  ersten  Funktionen^  so  können 
wir  auch  schreiben: 

Es  sind  aber  die  drei  Charaktere  (fij  Xv  V^v  a-bgesehen  von  der 
Reihenfolge,  bezw.  gleich  aß\  aß  +  a;  aß  +  ß,  ihre  Summe  also 
nach  dem  Modul  4  kongruent  zu  —  aß  +  a  +  ß.  Somit  folgt  aus 
§  50,  (4)  die  Gleichung: 

4)       .n/^  +  a  +  /..H  +  y  +  ^W  =  (--l)«'^^^%,^.(0)  «^,.,.(0)0-^,^(0), 

wo  der  Äccent  links  sich  auf  eine  Differentiation  nach  v'  bezieht 
Ersetzen  wir  hier  die  transformierten  Theta  durch  ihre  Werte  aus 
§74,  (9)  und  die  Differentiation  nach  v  durch  eine  solche  nach  r, 
so  erhalten  wir: 

{a  +  ßr)C,,=(-lYfiC,,C^,C,„ 
also  wenn  wir  die  Gleichungen  (3)  benutzen: 


ß(Y-2a), 


5)  <?oo'  =  *'  {u  +  ßr). 

Dadurch  sind  die  Quadrate  der  Koeffizienten  Cg^  vollständig, 
diese  Koeffizienten  selbst  also  bis  auf  ein  allen  gemeinschaftliches 
Vorzeichen  bestimmt.  Dieses  Vorzeichen  selbst  hängt  von  höheren 
zahleutheoretischen  Funktionen  der  Transformationskoeffizienten  ab; 
wir  dürfen  auf  seine  nähere  Bestimmung  verzichten. 

Bis  auf  einen  von  r  unabhängigen  Faktor  läßt  sich  der  Wert 
von  Cqq  auch  von  der  Bemerkung  aus  bestimmen,  daß  /h(v'A 
ebenso  der  Gleichung: 

-^-Ta   =  '±711  -^—r 
genügen  muß,  wie  i9'(i;|t)  der  Gleichung  (12)  von  §  42. 

§  76.    Einführung  der  Sigmafunktionen  von  den  Theta  aus^ 

Die    Resultate    der   letzten  Paragraphen    geben    nun    auch    ^^ 
Mittel  an  die  Hand,  um  die  Sigmafunktion  aus  der  Gesamtheit  c^^^ 
mit  ihr  verwandten  jACOBischen  Funktionen  durch  eine  charakteristisc/^^ 
Eigenschaft  herauszuheben   und  damit  die  Formeln  von  §  46  aucA 
von  der  Theorie  der  Thetafunktionen  her  zu  gewinnen. 
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Aus  der  Gleichung  (9)  von  §  19  folgt,  daß  die  transformierten 
Perioden  11.  Art  der  Sigmafunktion  dieselben  Funktionen  der  trans- 
formierten Perioden  I.  Art  sind,  wie  die  ursprünglichen  Perioden 
II.  Art  von  den  ursprünglichen  Perioden  I.  Art  Man  könnte  daher 
damit  beginnen,  daß  man  die  Aufgabe  formulierte:  Funktionen  von 
fo^y  (1)3  zu  finden,  die  fiir  jede  lineare  ganzzahlige  Transformation 
der  Determinante  1  den  Gleichungen  genügen: 

I   ai(offi>i  +  /?(ög,  yo)^  +  S(o^)  =  aa^  ((ö^,  (Ö3)  +  ßa^{a)^,  «3). 
1   aj  (öfCöi  +  /?«8,  r(Oi  +  Soj^)  =  ya^  (w^,  (O3)  +  ^«3  («j,  «3), 

und  die  außerdem  durch  die  Relation  (§  37,  9): 

2)  —  2  flj  «3  +  2  03  «1  =  1 

verbunden  sind.  Die  systematische  Behandlung  dieser  EVage  würde 
Hilfsmittel  erfordern,  die  uns  hier  nicht  zu  Gebote  stehen ;  aber  wir 
können  durch  die  folgenden  Überlegungen  zunächst  eine  Lösung  er- 
halten (eben  diejenige,  die  zur  Sigmafunktion  führt)  und  von  dieser 
aus  dann  auch  alle  übrigen  bestimmen. 

Sei  mit: 

t  ^t{u\  co^(D^\  a^  «3) 

irgend  eine  jACOBische  Funktion  erster  Ordnung  der  Charakteristik 
(1,  1)  bezeichnet;  04,  «3  sollen  dabei  gegebene,  der  Relation  (2)  ge- 
nügende, im  übrigen  aber  willkürliche  Funktionen  der  Perioden 
L  Art  (öj  CÖ3  bedeuten.  Mit  a^\  a^  bezeichnen  wir  dieselben  Funk- 
tionen der  transformierten  Perioden  I.  Art  «/,  «3'  (also  Größen,  die 
jetzt  im  allgemeinen  nicht  durch  die  Relationen  (1)  mit  den  o^,  a^ 
verbunden  sind).     Es  ist  dann: 

^  =  ^(m  I  ö/<  I  «i'O 

eine  mit  t  verwandte  Funktion  (da  die  Charakteristik  (1,  1)  bei  jeder 
Linearen  Transformation  in  sich  übergeführt  wird)  und  es  besteht 
folglich  nach  §  39,  IV  und  §  40,  V  eine  Gleichung  der  Form: 

3)  ^(m)=  C^V.^"«  +  A*«/(w). 

Die  Konstanten  C,  A,  11  lassen  sich  durch  die  Werte  ausdrücken, 
die  die  Funktionen  t  und  t^  und  ihre  Ableitungen  f ür  i/  =  0  an- 
nehmen. Dabei  ist  zu  beachten,  daß  diese  Funktionen  selbst  für 
M  =  0  notwendig  Null  werden  müssen,  wie  aus  §  45  und  §  41  (8) 
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hervorgeht    Entwickeln   wir   also   beide   Seiten   der  Gleichung  (3) 
nach  Potenzen  von  u: 

Vt^  + H"  ^*  +  +V"  «'  +  •••• 
=  C[l  +fjLu  +  \(X  +  fi^u^  +  .  .  .-jlt^u  +  \tu^  +  ^r u'  +  ...] 

und  vergleichen  die  Koeffizienten  gleichhoher  Potenzen,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen: 

//  =  ce, 

Da  t^  und  i  nicht  Null  sein  können  (denn  t  und  ^  sollten 
jACOBische  Funktionen  erster  Ordnung  sein)«  so  folgt  aus  diesen 
Gleichungen: 

"'T'     C-i(f->'). 

Durch  Einführung  dieser  Werte  läßt  sich  die  Gleichung  (3)  so 
umgestalten,  daß  sie  aussagt: 

I.  Bie  Funktion 

(Sil  t  #///  ^  4tt 

Vs^-V.y-)u«-V.Vu/(t.) 
4)  f\U\   Wj,    Wgj  =   e  -  ^ 

bleibt  bei  linearer  Periodenti'ansformation  ungeändert^  m,  a,  M^,  es  ist 

5)  f(u\  «/,  «3')  =  f(u\  (»1,  «3). 

Ferner  geht  aus  der  Rechnung  hervor:  Jede  andere  jACOBische 
Funktion  erster  Ordnung  und  der  Charakteristik  (1,  l),  die  dieselbe 
Eigenschaft  hat,  kann  sich  von  der  durch  (4)  definierten  Funktion /"(«) 
nur   durch    einen    Exponentialfaktor   der    Form   ^«i«' +  «■«  +  <%  unter- 
scheiden, in  dem  c^,  c^,  Cg  Funktionen  der  Perioden  bedeuten,  die  bei 
allen    linearen    Periodentransformationen    ungeändert    bleiben.    D^^ 
allgemeine  Untersuchung  solcher  Funktionen   der  Perioden  wird  ^ 
XI.  Abschnitt  vorgenommen  werden;  die  Frage,  wie  wir  diese  Funk- 
tionen zu  bestimmen  haben,  damit  f\u)  =  (tu  wird,  läßt  sich  emfacb 
erledigen.     Denn  in   der  Reihenentwicklung  von  au  nach  Potenzen 
von  u  (§  20,  5)   ist  der  Koeffizient  von  u  gleich  1  und  die  Koeffi- 
zienten von  u^  und  u^  sind  Null;  und  die  Rechnung  zeigt,  daß^das 
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^rodukt  e^^*  +  *^^  +  *^f{u)   dann   und   nur  dann  diese  Eigenschaften 
lat,  wenn  man  c^  =  c^  =  Cg  =  0  nimmt     Also  folgt: 

n.   Die  durch   die  Gleichung  (4)  definierte  Funktion  f(u)  ist  mit 
ier  WEiERSTRASSSchen  Sigmafunktion  identisch. 

Nimmt  man  für  t{u)  speziell  die  Funktion  &^  (ö~^)>  ^^  ^^^  man: 


/// 


t'=T-  ^i'       t"  =  0,       t'"  =  -^  &, 

2  cwi      ^  (2  oiif      ^ 

ZU  setzen;  die  Gleichung  (4)  geht  dann  über  in: 

b)  (TU  =  2(o^e  *  ^TT 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  §  46  (2),  so  findet  man: 

Damit  ist  eine  auch  für  die  numerische  Berechnung  brauchbare 
und  sogar  sehr  bequeme  Formel  für  ^^  gewonnen. 

§  77.    Abänderung  des  Schnitteysteme  der  RiEMANN'schen  Fläche. 

Im  VI.  Abschnitt  haben  wir  zu  Perioden  elliptischer  Funktionen 
(lie  Periodicitätsmoduln  eines  Integrals  L  Gattung  an  den  beiden 
Bückkehrschnitten  gewählt,  durch  die  die  zweiblättrige  EiEMANNSche 
Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  verwandelt  ist  Diese  beiden  Rückkehrschnitte 
können  wir  in  sehr  mannigfaltiger  Weise  wählen;  wir  fragen,  in 
Welcher  Beziehung  die  zu  zwei  verschiedenen  Schnittsystemen  ge- 
hörenden Perioden  zu  einander  stehen. 

Seien  A,  JB  die  beiden  zuerst  gewählten  Rückkehrschnitte,  A',  B' 
zwei  andere.  Da  die  beiden  Schnitte  A,  B  Aiq  Fläche  F  in  eine 
einfach'  zusammenhängende  F  verwandeln,  so  ist  es  nicht  möglich, 
daß  A'  oder  B  ganz  innerhalb  F*  verläuft;  vielmehr  wird  jeder 
dieser  beiden  Schnitte  mindestens  einen  der  Schnitte  A,  B  über- 
schreiten müssen.  Die  Integrale,  genommen  längs  A\  ff,  werden 
also  aus  gewissen  Vielfachen  der  Periodicitätsmoduln  an  A  und  an  B 
sich  zusammensetzen  (§  6,  III).  Die  Periodicitätsmoduln  an  Ä^  ff 
sind  aber  bezw.  gleich  den  Integralen  längs  (—  ff\  [A')\  also  folgt: 
die  neuen  Periodicitätsmoduln  setzen  sich  aus  den  alten  linear  und 
homogen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zusammen.     Ebenso  müssen 
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sich  aber  auch  die  neueo  aus  den  alten  zusammensetzen;  wir  köimeQ 
beide  Aussagen  in  den  einen  Satz  zusammenfassen: 

I.  Der  Übergang  von  einem  Eückkehrschnittsystem  zu  einem  andern 
geschieht  durch  lineare  Transformation, 

Es  bleibt  die  Frage  zu  erörtern,  ob  wir  jede  lineare  Perioden- 
transformation  durch  Übergang  zu  einem  neuen  Schnittsystem  erzielen 
können.  Wir  führen  diese  Untersuchung  am  bequemsten  an  der  in 
einen  Toms  umgeformten  Fläche  (§  2  und  3).  Dabei  dürfen  wir 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  von  einem  speziell  gewählten  Quer- 
schnittsystem  ausgehen;  denn  wenn  wir  die  Transformationen  kennen, 
die  von  diesem  zu  einem  beliebigen  andern  führen,  so  können  wir 
auch  von  jedem  dieser  andern  zu  jedem  dritten  gelangen. 

Wir  wollen  also  annehmen,  von  den  beiden  ersten  Schnitten 
sei  Ä  längs  eines  Meridians,  B  längs  eines  Parallelkreises  gezogen. 
Irgend  eine  andere  geschlossene  Kurve,  die  sich  nicht  auf  einen 
Punkt  zusammenzieht,  wird  die  Fläche  a-mal  im  Sinne  der  Meridiane 
und  jff-mal  im  Sinne  der  Parallelkreise  umwinden.  Wir  können  eine 
solche  Kurve  stets  ohne  Zerreißung  so  deformieren,  daß  die  Änderungen 
der  „Breite"  zu  den  Änderungen  der  „Länge"  proportional  werden. 
Man  kann  sich  dann  vorstellen,  ein  Punkt  durchlaufe  die  Kurve  so, 
daß  in  gleichen  Zeiten  sowohl  die  Breite,  als  auch  die  liänge  sich 
um  gleichviel  ändern.  Haben  a  und  ß  einen  Teiler  v  gemein,  so 
wird  ein  solcher  Punkt  schon  nach  Ablauf  des  1^*®°  Teils  der  ge- 
samten Umlaufszeit  wieder  in  seine  Ausgangslage  zurückgekehrt  sein 
und  von  da  an  die  Kurve  noch  (i/ —  l)mal  durchlaufen.  Durch 
kleine  Deformationen  kann  man  aus  einer  solchen  Kurve  eine  andere 
erhalten,  die  sich  v  —  1  mal  selbst  überkreuzt  Also  müssen  fär 
eine  Kurve,  die  sich  nicht  selbst  überdecken  und  auch  nicht  sich 
selbst  schneiden  soll,  a  und  ß  teilerfremd  sein. 

Nehmen  wir  ferner  eine  zweite  Kurve  dieser  Art  hinzu,  die 
etwa  ;'-mal  im  Sinne  der  Breite  und  J-mal  im  Sinne  der  Länge 
herumlaufen  möge,  und  hat  diese  Kurve  mit  der  ersten  einen  Schnitt- 
punkt gemein,  so  können  wir  sowohl  die  Breite  9,  als  die  Länge  ^ 
von  diesem  Punkt  aus  zählen.  Dann  kann,  unter  Einführung  eines 
geeigneten  Parameters  iy  die  erste  Kurve  dargestellt  werden  durch 
die  Gleichungen: 

(p  =  2a7tt^j       rfj  =  2  ßnt^, 
die  zweite  ebenso  durch: 

(f  =  2yn  t^,        xfj  =  2Snt^, 
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Die  beiden  Kurven  haben  dann  und  nur  dann  einen  von  (0,  0) 
verschiedenen  Schnittpunkt  gemein ,  wenn  es  möglich  ist,  ftir  ganze 
Zahlen  k^j  k^  die  Gleichungen 

durch  Werte  von  ^  und  t^  zu  erfüllen,  die  selbst  keine  'ganzen 
Zahlen  sind.  Aber  die  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden 
Werte  von  t^  und  t^  haben  die  Determinante: 

im  Nenner;  sie  sind  also  dann  und  nur  dann  alle  ganzzahlig,  wenn 
JD  in  jeder  der  vier  Zahlen  aßyS  aufgeht  Soll  aber  D  in  a,  ßy 
y,  S  aufgehen,  so  muß  es  gleich  ±  1  sein  (vgl.  §  67);  und  um- 
gekehrt.    Also  folgt: 

II.  H^enn  a,  ß,  y,  S  der  Bedingung  D  =  ±  1  genügende,  im  übrigen 
aber  ganz  beliebig  vorgeschriebene  Zahlen  sind,  so  kann  man  stets  ein 
System  von  zwei  sich  nur  in  einem  Punkte  treffenden  Rückkehrschnitten 
angeben^  von  denen  der  eine  mit  einer  a-maligen  Burchlaufung  von  A 
plus  einer  ß- maligen  Durchlaufung  von  B,  der  andere  mit  einer 
y-maligen  Burchlaufung  von  A  plus  einer  S-maligen  Burchlaufung 
von  B  äquivalent  ist. 

Es  kann  also  jede  lineare  Periodentransformation  durch  Über- 
gang zu  einem  neuen  Schnittsystem  erreicht  werden. 

Wenn  B  =  +  1  ist,  überschreitet  der  Schnitt  A'  den  Schnitt  B 
in  demselben  Sinne,  wie  A  den  B;  wenn  2)  =  —  1  ist,  im  entgegen- 
gesetzten. 

Will  man  zu  einer  vorgelegten  linearen  Periodentransformation 
die  zugehörige  Änderung  des  Querschnittsystems  angeben,  so  hat 
.man  Satz  VIH  von  §  6  zu  beachten.     Setzt  man  z.  B.: 

Ä'  =  -  J,       A  =  B 

(vgl.  Fig.  29  mit  Fig.  26,  p.  136),  d.  h.  vertauscht  man  die  beiden 
Querschnitte  miteinander,  unter  Änderung  der  Richtung  des  einen, 
so  bedeutet  das: 


CO.    =  w«. 


^3    =    —  ^11 


^B' 


ay 


Fig.  29. 


Fig.  30. 
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also  die  Substitution  8.  Setzt  man  aber  an  Stelle  von  Ä  eine  Linie, 
die  sich  aus  Ä  und  —  B  zusammensetzt,  indem  man  am  Schnittpunkt 
von  Ä  und  B  jedesmal  auf  die  andere  Linie  übergeht,  imd  behält 
man  B  bei  (Fig.  3«)  auf  vor.  Seite),  so  bedeutet  das: 

also  die  Substitution  T. 

§  78.    Monodromie  der  Verzweigungepunkte. 

Zur  vollständigen  Durchbildung  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  ist  erforderlich,  daß  wir  die  Verzweigungspunkte  der 
BiEMANNschen  Fläche,  die  wir  bisher  immer  als  fest  gegeben  voraus- 
gesetzt hatten,  als  veränderlich  und  die  Perioden  als  Funktionen 
von  ihnen  ansehen.  Bei  Änderung  der  Yerzweigungspunkte  ander 
sich  auch  die  EiEMANNSche  Fläche;  und  damit  ist  man  unter  Um- 
ständen genötigt,  auch  das  System  von  Eückkehrschnitten  zu  modi- 
fizieren, durch  das  man  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandelt  hat  Denn:  die  Perioden  sind  durch  Integrale  längs  der 
Schnitte  definiert;  ein  Integral  ist  aber  im  allgemeinen  nur  solange 

e  ein©    stetige    Funktion    eines    unter  dem 

/^  T^^  V'    Integralzeichen  vorkommenden  Parameters, 

^■^■^^i «r^. — jl*— .'-'        als  dieser  Parameter  nicht  Werte  annimmt, 

•  für  die  ein  Element  des  Integrals  unendlich 
'^'  groß  wird.     Sollen  also   die  Perioden  bei 

Änderung  der  Verzweigungspunkte  stetige  Funktionen  derselben 
bleiben,  so  darf  man  keinen  Verzweigungspunkt  einen  Eückkehr- 
schnitt  überschreiten  lassen;  man  muß  sich  vielmehr  die  Deformation 
der  Fläche  in  der  Weise  vorstellen,  daß  die  wandernden  Verzwei- 
gungspunkte die  Schnitte  (Periodenwege)  vor  sich  herschieben.  Das 
wird  jedenfalls  solange  möglich  sein,  als  nicht  zwei  Verzweigungs- 
punkte zusammenfallen  (wo  dann  ein  etwa  zwischen  ihnen  hindurch- 
gehender Schnitt  nicht  mehr  ausweichen  könnte).  —  Rückt  z.  B.  in 
Fig.  31  der  Verzweigungspunkt  a^  auf  dem  punktierten  Wege  nach 
«2',  so  ist  das  Stück  efg  des  Rückkehrschnitts  B  etwa  bis  efs 
auszudehnen. 

Hier  entsteht  nun  zunächst  die  Frage,  .ob  die  so  durch  Integrale 
längs  der  veränderlichen  Querschnitte  definierten  Perioden  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  sind,  oder  von  welcher  Art  ihre  Viel- 
deutigkeit ist.  um  uns  darüber  Aufklärung  zu  verschaffen,  setzen 
wir    eine    solche    Deformation   der    Fläche    soweit    fort,   bis  jeder 


§  78.    Monodromie  der    Ver^weigungspunkie. 
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Verzweigungspunkt  wieder  an  eine  Stelle  gelangt  ist,  die  auch  in 
der  ursprünglichen  Gestalt  der  Fläche  von  einem  Verzweigungs- 
punkt (demselben  oder  einem  andern)  eingenommen  war.  Dann  hat 
man  wieder  die  ursprüngliche  Gestalt  der  Fläche  vor  sich,  abgesehen 
vielleicht  von  irrelevanten  Abänderungen  (vgl.  I,  §  59).  Aber  das 
Schnittsystem  wird  wenigstens  im  allgemeinen  ein  anderes  geworden 
sein  und  sich  nicht  durch  bloße  Verzerrungen  unter  Festhaltung  der 
Verzweigungspunkte  in  seine  ursprüngliche  Gestalt  zurückbringen 
lassen.  Man  hat  sich  gewöhnt,  den  geschilderten  Prozeß  mit  einem 
etwas  schiefen  Ausdruck  dadurch  zu  bezeichnen,  daß  man  sagt: 
das  neue  Quer  Schnittsystem  geht  durch  Monodromie  der  Verzweigungs- 
punkte aus  dem  alten  hervor. 

Man   kann   zeigen,   daß  man  von  jedem  beliebigen  Rückkehr- 
schnitts jstem  durch  Monodromie  der  Verzweigungspunkte  zu  jedem 


a-a"'      **• 


Fig.  32. 


Fig.  33. 


andern  gelangen  kann.  Dabei  darf  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
an  ein  beliebiges  Ausgangssystem  anknüpfen ;  wir  wählen  dazu  das- 
selbe System  wie  dort. 

Lassen  wir  zunächst  a^  und  a^  ihre  Plätze  wechseln,  indem 
wir  sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben 
lassen,  die  keinen  andern  Verzweigungspunkt  zwischen  sich  ein- 
schließen, so  geht  Fig.  26  in  Fig.  32  über;  es  wird  also  dann: 
A'  =^A-  B,    F  ^  B   oder: 


(O^  =  Cöj ,       Cüj'  =  Wj   +  ^3  • 


Diese  Änderung  des  Schnittsystems  entspricht  also  der  Substitution  S. 
Lassen  wir  femer  a^  und  a^  ihre  Plätze  wechseln,  indem  wir 
sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben  lassen, 
die  den  Punkt  a^  zwischen  sich  einschließen,  den  Punkt  a^  aus- 
schließen, so  entsteht  Fig.  33;^  es  wird  also  dann  A' =  -- B, 
R  =  A  oder: 


^1     =    -  ^3» 


CÜg         =       —      Wj    . 


Diese   A?iderung   des   Schnittsystems   entspricht  also   der  Substitution  1\ 

*  In  Fig.  33  ist  derjenige  Teil  der  Ebene  schraffiert,  über  dem  sich  die 
beiden  Blätter  der  Fläche  vertauscht  haben. 

BuRKHAKDT,    Funktionen.     II.  X3 
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Wir  haben  aber  in  §  68  gesehen,  daß  wir  jede  beliebige 
lineare  Periodentransformation  aus  S  und  T  zusammensetzen  können; 
also  folgt: 

Jede  beliebige  lineare  Periodentransformation   kann  durch  Mono- 
dromie  der   Verzweigungspunkte  erzielt  werden. 

Eine  besondere  Klasse  von  linearen  Periodentransfonpationen 
erhält  man,  wenn  man  die  Verzweigungspunkte  nur  solche  Wege 
durchlaufen  läßt,  daß  jeder  einzelne  wieder  an  seine  eigene  ursprüng- 
liche Stelle  zurtLckkehrt  Man  kann  zeigen,  daß  diese  Klasse  gerade 
aus  allen  denjenigen  Transformationen  besteht,  die  modulo  2  znr 
Identität  kongruent  sind;  doch  wollen  wir  auf  den  Beweis  dieses 
Satzes  hier  nicht  eingehen. 


§  79.    Auswahl  eines  einfachsten  primitiven  Periodenpaares. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  wollen  wir  noch  die  Frage  be- 
handeln, ob  man  nicht  aus  allen  primitiven  Periodenpaaren,  die 
eine  doppeltperiodische  Funktion  haben  mag,  eines  als  das  einfachste 
auszeichnen  kann.  Freihch  kann  die  „Einfachheit",  von  der  hier 
die  Kede  ist,  nicht  mathematisch  deÜDiert  werden;  doch  führen  die 
folgenden  Überlegungen  dazu,  wenigstens  im  aUgemeinen  ein  ganz 
bestimmtes  Periodenpaar  als  das  einfachste  anzusehen. 

Man  gehe  von  einem  beliebigen  Periodenpaar  (2  o)^ ,  2  Wj)  aus. 
Zunächst   halte    man    2«^    fest   und    ersetze    2(^3    durch   eine  der 

Perioden  2^3'+ 2 ÄiO)i(Äi  =  0,  ±1,  ±2..l 


iu>3.iü}j       I    '2W2  nämlich  durch  diejenige,  die  den  kleinsten 

absoluten   Betrag  hat;  diese  heiße  2(dy 
Man  kann  sie  geometrisch  folgendermaßen 
konstruieren:  in  den  Punkten   —  «j  uu^l 
J^t        fe        tü^       ifc7       +  ^1   errichte  man  Senkrechte  zu  ihrer 
Fig.  34.  Verbindungslinie    und    wähle    unter  den 

Punkten  2  w,  +  2  k^  (öj  denjenigen,  der 
zwischen  diese  Senkrechten  fällt.  Ausnahmsweise  kann  auf  jede 
dieser  Senkrechten  ein  solcher  Punkt  fallen,  sodaJJ  zwei  solche 
Punkte  gleichen  Abstand  vom  Nullpunkt  haben  und  zugleich  einen 
kleineren  als  alle  übrigen ;  um  auch  in  diesem  Falle  eine  bestiniin^^ 
Auswahl  zu  treffen,  setzen  wir  willkürlich  fest,  daß  dann  der  auf 
der  Senkrechten  durch  —  co^  gelegene  Punkt  für  2  (o^  genomm^^ 
werden  soll. 

Nunmehr  halten   wir  2  (o^  fest  und   ersetzen  2  (Oj    durch  den- 
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jenigen  2  oij'  tmter  allen  den  Punkten  2  lu,  +  2  A,  o>,',  der  den 
kleiüBten  absoluten  Betrag  hat;  mit  der  analogen  Festsetzung  betr. 
den  AuBnahmefall,  wie  oben. 

Hierauf  halte  man  wieder  2  <U|'  fest  and  ersetze  2  <a^  durch 
denjenigen  2ü>,"  unter  den  Punkten  2  tu,'  +  2  k^  oij',  der  den  kleinsten 
absoluten  Betrag  hat    So  fahre  man  abwechselnd  fort. 

Dieser  Prozeß  muß  nun  notwendig  ein  Ende  nehmen.  Denn 
bei  jedem  Schritte  desselben  wird  eine  Periode  durch  eine  andere 
ersetzt,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist;  es  giebt  aber  nur  eine 
endliche  Anzahl  Perioden,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  eine 
Toigeschiiebene  öröße  ist  Auch  kann  der  Ausnahmefall,  wenn  er 
bei  einem  Schritte  eingetreten  ist,  beim  nächsten  nur  dann  wieder 

eintreten,  wenn  (Ug/o',  =  e  ^  geworden  ist;  dann  ist  aber  zugleich 
die  Bednktion  beendet. 

Scbliefilich  können  wir  noch  durch  eine  eventuelle  Vertauschung 
der  beiden  Perioden  {mit  Wechsel  des  Vorzeichens  der  einen)  er- 
zielen, daß  2a),  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  kleiner  als  2(Uj 
ist'     Setzen  wir  dann  wieder  o>Jo}^  =  t  =  a  4-  iß,  so  ist  einerseits: 

andererseits : 

2)  a*  +  ,3*  ^  1. 
Info^e  dieser  beiden  Ungleichungen  wird  .i^iyA^ 

die  eben&lls  aus  der  vorhergehenden  Entwick- 
luDg  folgende  Ungleichung: 

3)  -iS^Si  "'       Pi,.35, 

von  selbst  erfüllt,  wie  man  aus  Fig.  35  sieht;  außerdem  ergiebt  sich 
noch  ans  ihnen: 

Et  ist  also  stets  möglich,  ein  solches  primitives  Periodenpaar  aus- 
zmeählen,  daß  der  Punkt  t  in  das  vom  Einheitskreis  und  den  beiden 
Geraden  R{t)  —  ±  ^  begrenzte  Dreieck  faÜt;  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise,  wenn  wir  von  der  Begrenzung  dieses  Dreiecks  nur  das  in  Fig.  35 
stark  altsgezogene  Stück  mitrechnen. 

'  Wenn  8  m,  und  2  <u,  dem  absoluteu  Betrage  nach  gleich  sind',  nehmen 
wir  von  den  beiden  Quotienten  t  und  r~'  denjenigen,  der  den  gröBeren 
Arkna  hat 
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NEUNTER  ABSCHNITT. 


Ansartnngen  der  elliptischen  FnnktioneiL 

§  80.    Untersuchung  der  Ausartungen  vom  Perioden- 
parallelogramm aus. 

VV  ill  man  irgend  eine  Funktion  eingehend  untersuchen,  die 
außer  von  den  zunächst  als  variabel  betrachteten  Argumenten  auch 
noch  von  weiteren  Parametern  abhängt^  so  ist  es  durchaus  erforder- 
lich, auch  solche  Werte  der  Parameter  mit  zu  berücksichtigen,  f8r 
die  die  ursprüngliche  Definition  der  Funktion  zunächst  versagi 
Das  gilt  auch  für  die  elliptischen  Funktionen,  die  außer  von  ihrem 
Argument  auch  noch  vom  Periodenparallelogramm,  bezw.  von  den 
Verzweigungspunkten  der  zu  Grunde  gelegten  RiEMANNschen  Fläche 
abhängen.  Wir  müssen  daher  jetzt  die  Grenzfälle  in  den  Kreis  der 
Untersuchung  ziehen,  die  wir  bisher  ausgeschlossen  hatten:  daß  die 
Verzweigungspunkte  nicht  mehr  alle  voneinander  verschieden  sind, 
und  daß  ein  eigentliches  Periodenparallelogramm  nicht  mehr  vor- 
handen ist. 

Bei  der  Untersuchung  dieser  Grenzfälle  können  wir  zwei  ver- 
schiedene Wege  einschlagen :  wir  können  entweder  die  Verzweigungs- 
punkte oder  die  Perioden  als  unabhängige  Veränderliche  behandeln. 
Wir  wollen  zunächst  die  zweite  Aufgabe,  als 'die  leichtere,  in  Angriff 
nehmen. 

Das  Periodei^parallelogramm  kann  erstens  dadurch  ausarten, 
daß  eine  seiner  Seiten  —  wir  wollen  annehmen  w^  —  ins  Unend- 
liche wächst,  während  die  andere  endlich  bleibt.  In  diesem  Falle 
können  wir  den  Grenzübergang  an  den  einzelnen  Gliedern  der  un- 
endlichen Reihen  und  Produkte  des  11.,  IV.  und  V.  Abschnitts  voll- 
ziehen. Denn  diese  analytischen  Darstellungen  konvergieren,  als 
Funktionen  von  Wg  betrachtet,  gleichmäßig  auch  noch  für  lim  <o^  =  oc, 
wenn  man  nur  an  der  Festsetzung  §  14,  IV  festhält,  was  wir  JÄ 
auch  stets  gethan  haben. 
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Wir  erhalten  dann  zunächst: 


limpa  =  i  +  2'  { („ _  2V  c,)>  -  (2W«1 


n' 


9  un 
4  Wi'  2  (Ol 


TT' 


12  a>,* 


rgl.  I,  §  52,  Gleichung  17)  und  die  elementare  Relation 


) 


fc=i 


^  6  ' 


nd  weiter  (durch  Integration  bezw.  Differentiation  von  (1)  oder  durch 
Ausführung  des  Orenzübergangs  an  den  früheren  Formeln): 


) 


n* 


limwM=  ^  -cot- [- —^     ^c*. 


t£, 


M«^« 


lim  (TU  =  e 


—  ^      »  ,  — j.  gm  -  — , 

n  2  Gt)} 


cos 


u  n 
2ft>7 


hm  p  M  =  —  - — 5 ^  . 

^  4  6),'        .    ,    1*71 


am"-— 
2a>| 

np'u  wird  also  innerhalb  des  Periodenstreifens,  in  den  das  Perioden- 
irallelogramm  tibergegangen  ist,  nur  für  m  =  w^  Null ;  dazu  gehört 
)T  Wert: 

lim  e,  =  lim  po),  =  - "  -  • 

Außerdem  wird  lim  p'u  noch  gleich  Null,  wenn  m,  ohne  den 
jriodenstreifen  zu  verlassen,  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite 
n  ins  Unendliche  geht;  in  der  That  rückt  beim  Grenzübergang 
cht    nur    (»3,    sondern    auch   co^   ins    unendliche.     Dabei   wächst 

über  alle  Grenzen,  also  wird: 


2  Ol 


TT' 


lim^j  =  lime,  =  —  ,„     , 

3»  3  12  cyj' 


Die  Gleichung  zwischen  pu  und  pu  nimmt,  da: 


lim  {p'  uY  = 


n^ 


16a>i^ 


sin* 


un 


.  ^  un 


sin' 


2w,  J 


41imp*ti  = 


n^     r      1 

16  (ü/  <    .   .  un 
sm"  - — 


'     +— ^ 


sm*  -_  3  sm'  — 


2a>i 


2  Ol 


27   i 


198  Ausartungen  der  elliptischen  Funktionen. 


ist,  in  der  Grenze  die  Gestalt  an: 

8)  lim(/>'w)*  =  iUmp^u  -  j^.^pu  -  ^yf^  ; 

es  ist  also: 

Es  bleiben  also  auch  die  Relationen  zwischen  den  g^,  g^  und 
den  ^  (§  18,  12 — 14)  in  der  Grenze  bestehen.  Die  Diskriminante 
(§  32,  19)  wird  in  der  Grenze  Null: 

10)  lim  ff  =  0. 

Was  die  Perioden  IL  Art  betrifft,  so  folgt  aus  (3): 

11)  lim^,  =  ^,     limiy3  =  oo,     limiyg/wj  =  j^,. 

Diese  Relationen  widersprechen  der  LEGENDBEschen  Relation 
insofern  nicht,  als  mit  ihnen  verträglich  ist,  daß  ri^  cu,  —  t}^  w^  in 
der  Grenze  endlich  bleibt 

Weiter  erhält  man  aus  den  Formeln  (1)  und  (6): 

hm  (d  M  —  eA  =  - — «  sin  -  - — ^  =  -— ^  cot'  - — , 

also  bei  geeigneter  Vorzeichenbestimmung: 

12)  hm  -^~  =  - —  cot  -r — 

^  0-  u         2  (Uj         2  G)} 

und  ebenso: 

13)  lim  -^—  =  hm  -?—  =  - —  sm  "  ^  - — 

'  au  au         2  (Ol  2ui 

Für  die  geraden  Sigmafunktionen  selbst  ergiebt  sich  hieraus: 

14)  lim  (Tj  M  =  ^^**'*  cos  ^^,     lim ö-g  w  =  lim  0^3  m  =  e^^^* ; 

für  die  von  Jacobi  eingeführten  Funktionen: 

15)  limÄ  =  0,     limÄ'=l, 


16)  limw?  =  - 


un 
2^' 


1 7)     lim  sn  tc  =  sin  (Um  w),     Um  cnw  =  cos  (lim  u?),     Um  dnw  =^  1. 

Das  Argument  v  =  —  der    Thetafunktionen    wird     durch    den 
Grenzübergang  nicht  berührt;   das  Periodenverhältnis  t  konvergiert 
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in  der  Weise  ins  Unendliche,  daß  seine  zweite  Koordinate  positiv 
bleibt     Infolgedessen  wird: 

18)  limÄ  =  0, 

19)  lim  & (t?)  =  lim  »^  (»)=!,     lim  &^  {v)  =  lim  &^  (r)  =  0, 
2.0)  limA-V*^^  (t7)  =  cosr  ;r,     lim^-*/*,^^  (t?)  =  sinüiir. 

Etwas  anders  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  man  beim  Übergang 
zu  den  Thetafunktionen  nicht  die  endlich  bleibende,  sondern  die  ins 
Unendliche  wachsende  Periode  2 «3  bevorzugt.     Wird  nämlich: 

gesetzt,  so  wird: 

21)  limTg  =  0,     limÄg  =  l; 

und  man  müßte  erst  untersuchen,  ob  die  Thetareihen  für  /*  =  1  noch 
gleichmäßig  konvergieren,  wenn  man  den  Grenzübergang  an  den 
einzelnen  Gliedern  der  Reihe  ausführen  wollte.  Man  könnte  anderer- 
seits an  die  Gleichungen  anknüpfen,  die  die  Sigma  und  die  Theta 
verbinden;  aber  diese  erscheinen  zunächst  in  unbestimmter  Form. 
Wir  werden  später  von  der  andern  Seite  her  auf  die  Frage  zurück- 
kommen. 

Einen  zweiten  Grenzfall  erhält  man,  wenn  man  auch  noch  die 
zweite  Periode  ins  Unendliche  wachsen  läßt;  doch  so,  daß  das  Ver- 
hältnis der  Perioden  nicht  einem  reellen  Grenzwert  sich  nähert, 
sodaß  das  Periodenparallelogramm  in  der  Grenze  die  ganze  Ebene 
überdeckt.     Man  erhält  in  diesem  Falle: 

22)  lim  o  i£  =  — r^ ,     lim  C  w  =  —  t      lim  (tu  =  u, 

23)  lim  e^  =  lim  e^  =  lim  e^  =  0, 

24)  lim^2  =  0,     lim^3  =  0, 

25)  lim  -^  =  lim  ^  =  0. 

Das  Periodenverhältnis  wird  in  diesem  Falle  an  und  für  sich 
unbestimmt,  sodaß  von  Grenzwerten  der  Thetafunktionen  erst  die 
Rede  sein  kann,  wenn  man  darüber  noch  eine  nähere  Fortsetzung 
getroffen  hat. 

Ausdrücklich  sei  zum  Schlüsse  noch  eine  Voraussetzung  hervor- 
gehoben, die  allen  Rechnungen  dieses  Paragraphen  zu  Grunde  liegt: 
daß  nämlich  dem  u  ein  endlicher  Wert  zukommt,  und  daß  dieser 
Wert  von  dem  Grenzübergang  nicht  in  Mitleidenschaft  gezogen  wird. 
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§  81.  Untersuchung  dpr  Ausartungen  von  der  Ribuim'scIim  FläGbe 
aus;  Grenzwerte  des  Integrals  I.  Gattung  beim  ZusanmenfEülen 

von  zwei  Verzweigungspunkten. 

Nanmehr  schlagen  wir  den  amgekehrten  Weg  ein  und  gehen 
von  der  EiEMANXschen  Fläche  aus.  Lassen  wir  auf  ihr  zwei  Ver- 
zweigungspunkte einander  immer  näher  und  schUeßlich  zusammen- 
fallen, so  haben  wir  vor  allem  zu  beachten,  daß  sich  dabei  das 
Geschlecht  (§  3,  11)  der  Fläche  ändert.  Denn  in  dem  Moment,  in 
dem  die  beiden  Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  hört  der  durch 
sie  vermittelte  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Blättern  an  dieser 
Stelle  auf,  die  beiden  Blätter  hängen  nur  mehr  durch  die  beiden 
andern  Verzweigungspunkte  zusammen.  Eine  zweiblättrige  Rie- 
MANNsche  Fläche  mit  nur  zwei  Verzweigungspunkten  hat  aber  nach 
I,  §  60  das  Geschlecht  0,  d.  h.  dieselben  Zusammenhangsverhältnisse 
wie  eine  Kugel.  Die  elliptischen  Funktionen  müssen  also  bei  diesem 
Grenztibergang  notwendig  ausarten. 

Welche  Verzweigungspunkte  wir  zusammenrücken  lassen  wollen, 
ist  nach  den  Ergebnissen  von  §  78  gleichgültig.  Wir  wollen  den 
Fall  untersuchen,  daß  a^  mit  a^  zusammenrückt;  jeder  andere  Fall 
kann  auf  diesen  durch  eine  vorgängige  lineare  Periodentransformation 
zurückgeführt  werden.  Um  aber  mit  ganz  bestimmten  Begriffen  zu 
operieren,  müssen  wir  genau  angeben,  auf  welche  Größen  sich  der 
Grenzübergang  beziehen  und  welche  von  ihm  unberührt  bleiben 
sollen.     Wir  setzen  in  dieser  Hinsicht  folgendes  fest: 

}Fie  in  §  1  sei: 

(fesetzt;  a^,  u^^  r^j,  C4^  sollen  als  konstant ,  cc^  als  veränderlich  angesehen 
und  der  Grenzübercfam/ : 

1)  limGTg  =  ciQ 

vollzof/en  teer  den. 

Untersuchen  wir  nun  unter  dieser  Voraussetzung  zunächst  das 
Integral  erster  Gattung.  Für  alle  diejenigen  Werte  von  r,  die  nicht 
zu  c(^^  unendlich  benachbart  sind,  darf  der  Grenzübergang  ohne 
weiteres  unter  dem  Integralzeichen  vollzogen  werden;  man  erhält  also: 

2)  lim  u=  f -:  '^'^-z^-..^_r  . 

Das  rechts  stehende  Intepn'al  läßt  sich  auch  auf  das  Integral  einer 
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rationalen  Funktion  zurückführen,  wenn  man  nach  Anleitung  von 
I,  §  62  die  zweiblättrige  RiEMANNSche  Fläche  mit  zwei  Verzweigungs- 
punkten  durch  die  Substitution: 


3) 


auf  die  Kugel  abbildet.     Man  erhält: 


4) 


]/ao  («a  -  «o)  («1  -  tto)  ^  "*"  ' 


Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  kann  hier  noch  beliebig  ge- 
wählt werden;  eine  Änderung  desselben  hat  nämlich  dieselbe 
Wirkung  wie  eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  f,  und  über  dieses 
ist  durch  die  Gleichung  (3)  noch  nicht  verfügt.  Die  Integrations- 
konstante ist  =  0  zu  setzen,  wenn  man  z  =  a^  (also  ^  =  oo)  zur 
unteren  Grenze  des  Integrals  nimmt.  Dann  lautet  die  Umkehrung 
der  Gleichung  (4),  wenn  noch  zur  Abkürzung: 


4a)  l/flo («2  -  «^o)(«i  -  «^o)  =  —  2  c 

gesetzt  wird: 

5)  ^  = =  —  e  cot  (i  c  u). 

Wählen  ^vir  das  Querschnittsystem  so,  wie  es  in  Fig.  26,  p.  130 
geschehen  ist,  so  sehen  wir:  ein  Periodenweg  von  der  Art  wie  B 
reduziert  sich  einfach  auf  eine  Umkreisung  des  Punktes  z  =  u^  im 
oberen  Blatte;  der  Periodicitätsmodul  co^  ist  nach  §  6,  VIII  ent- 
gegengesetzt gleich  dem  Werte  des  Integrals,  genommen  um  B^ 
dieses  aber  ist  nach  I,  §  45,  II  gleich  2;r2  x  dem  Residuum  der 
Funktion  im  Punkte  a^.     Es  ist  also: 

6)  lim  Wj  = 


)/äo(«j  -  «J  (a,  -  «o) 

wenn  derjenige  Wert  der  Quadratwurzel  gewählt  wird,  auf  den  sich: 


lim  ya„(r-  e<f^)(^  -  f^a) 

im  oberen  Blatte  reduziert  (also  ein  ])eliebiger  Wert,  wenn  über  die 
Unterscheidung  der  beiden  Blätter  noch  keine  Festsetzung  ge- 
troffen ist). 
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Anders  verhält  es  sich  mit  einem  Periodenweg  von  der  Art 
wie  Ä ;  ein  solcher  geht  in  der  Grrenze  über  in  einen  ungeschlossenen 
Weg,  der  von  dem  Punkte  z  =  «q  =  «3  des  einen  Blattes  um  den 
Punkt  a^  herum  nach  dem  Punkt  z  =  a^  =  a^  des  andern  Blattes 
führt.  Der  Wert  des  Integrals,  genommen  über  einen  solchen  Weg 
ist  unendlich  groß,  da  die  zu  integrierende  Funktion  in  der  Grenze 
in  beiden  Endpunkten  des  Integrationsweges  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  wird.  Damit  hört  dieses  Integral  auf,  als  Periode  eine 
Bedeutung  zu  haben,  und  wir  könnten  es  ganz  bei  Seite  schieben, 
wenn  nicht  für  die  folgenden  Untersuchungen  eine  genauere  Kenntnis 
der  Art,  wie  es  unendlich  groß  wird,  erforderlich  wäre. 


§  82.    Nähere  Untersuchung  der  ins  Unendliche  wachsenden 

Periode. 

um  diese  Untersuchung  zu  führen,  transformieren  wir  unser 
Integral  zunächst  in  der  in  §  63  gelehrten  Art  auf  die  erste  Normal- 
form.    Wir  erhalten  so  zunächst: 

1)  2«,  =  -==i====iS:'{A), 

wenn  wir  unter  K' [7.)  den  Wert  des  Integrals: 

dt 


/i 


verstehen,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden  Punkte  1 
und  A"^  von  den  beiden  Punkten  0  und  co  trennt.  Bei  dem  Grenz- 
übergang lim  «3  =  Uq  geht  die  in  (1)  als  Faktor  stehende  Quadrat- 
wurzel über  in  ^^{a.^  —  «o)(^o  ""  ^1)»  ®^  bleibt  also  noch  zu  unter- 
suchen, was  aus  der  Funktion  K' {X)  bei  Ausführung  des  Grenz- 
übergangs: 

3)  lim  (A- 1)  =  00       oder       lim  A  =  0 

wird.  Das  bedarf  aber  noch  einer  näheren  Festsetzung.  W^ir  dürfen 
den  Fall  ausschließen,  daß  X  von  Seite  der  negativ  reellen  Werte 
her  dem  Werte  0  sich  nähert,  da  wir  das  durch  geeignete  Nume- 
rierung der  Verzweigungspunkte  stets  erreichen  können.  Dann 
können  wir  den  Integrationsweg  so  wählen,  daß  er  bei  der  Trans- 
formation: 
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ie  nach  §  66,  (4)  das  Integral  (2)  in  sich  überführt,  ebenfalls  in  sich 
ransformiert  wird.  Diese  Transformation  fuhrt  nämlich  den  Kreis  um 
len  NuUp.  vom  Radius  lA""*^«!  in  sich  über,  insbesondere  die  beiden 
J^unkte  ±A""*/«;  wir  können  als  einen  Teil  des  Integrationsweges 
jine  beliebige  Kurve  nehmen,  die  von  A~Vi  ausgehend  den  Punkt  1, 
iber  nicht  den  Punkt  0  umkreisend  nach  X  "  */t  zurückführt  und  dabei 
^anz  innerhalb  des  genannten  Kreises  bleibt,  als  andern  Teil  das 
Bild  dieser  Kurve  vermöge  der  Transformation  (4)  (in  geeignetem 
Sinne  durchlaufen,  sodaß  der  gesamte  Integrationsweg  sich  nicht 
selbst  überkreuzt).  Die  beiden  Teile  geben  dann  gleiche  Beiträge 
zu  ir'(A).  Für  alle  Punkte  des  ersten  Bestandteils  ist  Af^|A*/«;, 
also  sicher  <  1;  wir  können  für  sie  den  Faktor  (1  —  Af)""*'«  unter 
dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und 
gliedweise  integrieren.     Wir  erhalten  so: 

^\     XK'a\^C       ^^^  ^  1.3.5...(2n-l).      r     l^ngi; 

Die  in  der  Summe  auftretenden  Integrale  können  nach  einer  Formel 
der  elementaren  Integralrechnung  (die  man  eventuell  durch  Diflferen- 
tiation  verifizieren  möge)  durch  das  erste  und  durch  algebraische 
Funktionen  ausgedrückt  werden;  nämlich: 

C*dC  1.3.5.  .  .  (2n  -  1) 


6) 


/CwtfC      __  1 .3.5  .  .  .  (2n  -  1)  r       dL, 
VJ(;-1)  "2.4.6...      (2n)     j  |/^K-1) 

.    VCCT-T)  f^,,,        2n^l  2        (2n-l)(2^-3)^„3 

"^  n  l^  ^2« -2^  ^  (2n-2)(2n-4)^ 

{2n  -  l)(2n  -  3)  .  .  .  5  .  3  1 
"*"••'■*"  (2n  -  2)(2n  -  4)  ...  4  .  2  )  ' 


Es  handelt    sich    also    wesentlich   noch   um   die    Bestimmung   des 
Wertes  des  Integrals: 

fär  den  oben  angegebenen  Integrationsweg.    Durch  die  Substitution: 

l::ii  =  ^«     r=-^     C-i=-^     dK^    ^'^^ 
c  '    ^     1-^«'    ^  1-^«'    "^     (1  -  <T 

geht   das  Integral   bei   geeigneter  Verfügung   über   das  Vorzeichen 

von  t  über  in: 

T      n  r    dt  . ,      1  +  ^ 

H)  7=2j^-_^.  =  .log-^— ^. 
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Dem  angegebenen  Integrationswege  entspricht  in  der  /*- Ebene  ein 
Weg,  der  von  ^^  =  1  —  j/T  ausgehend  den  Nullpunkt,  aber  nicht  den 

unendlich  fernen  Punkt  in  seinem  Innern  enthält  und  nach  1  —  }^ 
zurückführt.  Wir  dürfen  ihn  auf  die  hin  und  zurück  durchlaufene 
geradlinige  Strecke  von  1  —  ]/A  nach  0  zusammenziehen;  dann  ent- 
spricht ihm  in  der  ^- Ebene  ein  ungeschlossener  Weg,  der  von  einem 
der  beiden  Werte  der  Wurzelgröße  )/l  —  yl  geradlinig  nach  dem 
andern  führt.  Durchläuft  t  diesen  Weg,  so  nimmt  der  Arkus  von 
1  +  ^  um  denselben  Winkel  zu,  wie  der  von  1  —  ^  ab;   und  zwar. 

da  unter  j/T  der  Hauptwert  verstanden  war,  um  einen  Winkel,  der 
:^  n  ist.      IVir  erhalten  also  in 


=\2 


9)  /=  2ilog — -^      ^  _  =  22log^^ ^  ^  ^ 

1  -  Vi  -  yx  \^ 

den  Hauptwert  des  Logarithmus. 

Was  die  algebraischen  Glieder  betrifft,  so  ist  zu  beachteu: 
zwar  hat  ^  an  der  untem  und  obem  Grenze  der  Integration  den- 
selben Wert,  nämlich  den  Hauptwert  von  7w~V«,  aber  für  die  Wurzel- 
größe l/c^(C  —  1)  sind  an  den  beiden  Grenzen  entgegengesetzte  Werte 
zu  nehmen,  da  der  Integrationsweg  einen  ihrer  Verzweigungspunkte 
umkreist     Wir  erhalten  also: 


10) 


1  -  Vi  -  yA 


(2n-l)\2.    ! 


1    I    ^/l-3.5...(2n-l)\2 
^>tJil2.4.6...      (2n)     ;   '^   I 

Ä  1.3.5...  (2n-i)yr2^lyxv--"-yr"' 

+  4^^2.^.6...       (2'n)  „  r         ^2n-2^' 

(2n-l)(2n-3)y->  "-2  (2n-l)(2n-3)...5.3^j-j 

■^  (2n-2)(2n-4)  »^  "  -^  •  •  •  +  (2n  -  2)(2n- 4) . .  .  4  .  2  ^^    )* 

In  dieser  Gleichung  ist  für  j/A  der  Hauptwert  zu  nehmen;  för 


yi  —  ]  T  kann  ein  beliebiger  der  beiden  dann  noch  möglichen  Werte 
genommen  werden,  da  eine  Vertauschung  der  beiden  Werte  die 
Funktion  K'  (a)  nur  im  Vorzeichen  ändert  und  dieses  bis  jetzt  noch 
nicht  fixiert  ist.  Sie  gilt  ihrer  Ableitung  zufolge,  solange  /.  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  und  nicht  negativ  reell  ist 

Man  erhält  übrigens  auch  für  die  bei  lim  A  =  0  endlich  blei- 
bende Periode  eine  ähnliche,  wiewohl  einfachere  Entwicklung. 
Definiert  man  nämlich  K[X)  als  den  Wert  des  Integrals 

11)  ^(A)=  r  _-  ^^- — , 
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innkte  zusammenrücken  läßt,  so  konvergiert  das  Periodenverhältnis 
=  (oJ(o^  im  allgemeinen  gegen  einen  bestimmten  reellen  rationalen 
rrenzwert;  und  man  kann  einen  beliebigen  solchen  Grenzwert  er- 
eichen,  wenn  man  das  Schnittsystem  zu  Anfang  passend  wählt.  Die 
rröße  Ä  =  tf^»»'  konvergiert  dabei  gegen  eine  Einheitswurzel.  Bei 
esonderer  Wahl  des  Querschnittsjstems  wächst  das  Periodenverhältnis 
eim  Zusammenrücken  zweier  Verzw.eigungspunkte  in  der  Weise  ins 
Inendliche,  daß  lim  k  ^  0  wird. 

Auf  Grund  dieser  Sätze  können  wir  die  Abhängigkeit  der  Theta- 
.ullwerte  von  den  Yerzweigungspunkten  unabhängig  von  den  Ent- 
ncklungen  der  Paragraphen  47  und  59  folgendermaßen  feststellen: 
Nie  aus  §§  72  und  75  hervorgeht,  bleibt  ^^^(o^"^  ungeändert  bei 
eder  linearen  Transformation,  die  mod.  2  zur  Identität  kongruent 
At  Daraus  folgt  nach  §  78,  daß  dieser  Quotient  eine  eindeutige 
Funktion  der  Verzweigungspunkte  ist.  Femer  folgt  aus  §  53,  (3)  und 
g  48,  I,  daß  dieser  Quotient  für  jeden  von  a^,  a^,  a^  verschiedenen 
endlichen  Wert  von  a^  regulär  und  von  Null  verschieden  ist 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfällt,  wird  ä  =  0,  also  d-^  =  1  und 
d-^  verhält  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  regulär. 

Wenn  cc^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  nehmen  wir  erst  die 
Transformation  T-'^ST  vor,  die  a^^  und  a^  vertauscht  (§  78)  und  die 
Perioden  folgendermaßen  transformiert: 

Man  erhält  für  sie: 

^'  iyi)  ^  (vt) ' 

aasen  wir  also  jetzt  a^  mit  «j,   d.  h.  mit  ä^  zusammenfallen,   so 

rird  Ä  =  0,  «j  bleibt  endlich  und  von  Null  verschieden;  es  wird 
Jso  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  und  folghch  auch  die  linke 
•^ull,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  findet  man  in  ganz 
inaloger  Weise  durch  Anwendung  der  Transformation  T,  daß  dabei 
^3*  ö?!  ~  ^  regulär  und  von  Null  verschieden  bleibt. 

Nun  müssen  wir  noch  imtersuchen,  wie  O-^lY^i  sich  verhält, 
iirenn  wir  a^  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Unbeschadet  der 
Ulgemeinheit  können  wir  annehmen,  daß  dabei  a^  so  gegen  Null 
ion vergiert,  daß: 

lim  (a^  «3)  =  %' 
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Schluß.  Sie  zeigen,  daß  sich  K'  (A)  +  4  log  |/A  und  1 :  K{k)  nach  Po- 
tenzen von  yX  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  entwickeln 
lassen;  und  zwar  konvergieren  diese  Entwicklungen  sicher,  solangB 
I  Pv  I  <  1  ist,  wie  fär  die  erste  aus  elementaren  Sätzen  über  dfe 
Binomial-  und  die  logarithmische  Reihe,  für  die  zweite  daraus  herroN 
geht,  daß  nach  §  53,  (3)  K(X)  für  \X\  <  l  von  Null  verschieden  ist 
Also  konvergiert  auch  die  ETäwicklung  von  h  nach  Potenzen  von  l 
sicher  für  |  A  |  <  /. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  ersten  Glieder  dieser  Reihen- 
entwicklungen aufzustellen ;  doch  gelangt  man  einfacher  auf  folgendem 
Wege  zum  Ziele.     Die  Gleichungen  §  63  (7)  und  §  56  (12)  geben: 


A  = 


V(0)        16Ä(1  +Ä«4-  ..)* 


V(0)  (1  +  2Ä4-..)* 

=  16A{1  +  4Ä»  +  .  .)(1  -  8Ä  +  40Ä«  -  160Ä'  +  .  . ) 
==  16Ä{1  -8Ä  +  44Ä2-  192Ä'+  ...); 

durch  Umkehrung  erhält  man  hieraus: 

Nur   erhält   man   auf  diesem   Wege  nicht  die  Sicherheit,   daß  der 
Konvergenzkreis   dieser  Reihe    wirklich    so  groß  ist,   wie  oben  an-    \ 
gegeben. 

§  83.    Fortsetzung  der  Untersuchung.    Die  Thetanuliwerte. 

Durch  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  ist  der  Anschluß 
der  in  den  beiden  letzten  geführten  Untersuchungen  an  die  von  §  80 
gewonnen.     Wir    sehen,    daß    die    dort    angegebenen   Verhältniss«^ 
jedesmal  dann  eintreten,  wenn  wir  zwei  von  den  vier  Verzweigniig»r— 
punkten  der  zu  Grunde  gelegten  RiEMANNschen  Fläche  zusamnu 
fallen  lassen.     Wir  können  nämlich  von  den  zu  Beginn  von  § 
getroflfenen  Annahmen   über   die  Auswahl  der  zusammi 
Verzweigungspunkte  und  über  die  Zerschneidnng  der 
Fläche   durch    die    Formeln    der    linearen    Perif 
(Abschnitt  VIII)   zu   beliebigen   andern  Aar 
folgt  daraus:   Wenn  man  zuerst  eine  zwe 
getrennt  hegenden  Verzweigungspunkten  i 
liebig  gewählte)  Rückkehrschnitte  in  eine 
verwandelt  und  die  Periodicitätsmoduln 
diesen  Schnitten  mit  2(yj,  2g)^  bezeichl 
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punkte  zusammenrücken  läßt,  so  konvergiert  das  Periodenverhältnis 
T  =  «g/wj  im  allgemeinen  gegen  einen  bestimmten  reellen  rationalen 
Grenzwert;  und  man  kann  einen  beliebigen  solchen  Grenzwert  er- 
reichen, wenn  man  das  Schnittsjstem  zu  Anfang  passend  wählt.  Die 
Größe  h  =  e^"^  konvergiert  dabei  gegen  eine  Einheitswurzel.  Bei 
besonderer  Wahl  des  Querschnittsystems  wächst  das  Periodenverhältnis 
beim  Zusammenrücken  zweier  Verzweigungspunkte  in  der  Weise  ins 
Unendliche,  daß  lim  h  =  0  wird. 

Auf  Grund  dieser  Sätze  können  wir  die  Abhängigkeit  der  Theta- 
nullwerte  von  den  Verzweigungspunkten  unabhängig  von  den  Ent- 
wicklungen der  Paragraphen  47  und  59  folgendermaßen  feststellen: 
Wie  aus  §§  72  und  75  hervorgeht,  bleibt  O-^^oj^"^  ungeändert  bei 
jeder  linearen  Transformation,  die  mod.  2  zur  Identität  kongruent 
ist  Daraus  folgt  nach  §  78,  daß  dieser  Quotient  eine  eindeutige 
Funktion  der  Verzweigungspunkte  ist.  Femer  folgt  aus  §  53,  (3)  und 
§  48,  I,  daß  dieser  Quotient  für  jeden  von  a^,  a^,  a^  verschiedenen 
endlichen  Wert  von  a^  regulär  und  von  Null  verschieden  ist 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfällt,  wird  Ä  =  0,  also  &^  =  1  und 
0*3  verhält  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  regulär. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  nehmen  wir  erst  die 
Transformation  T^^ST  vor,  die  a^  und  a^  vertauscht  (§  78)  und  die 
Perioden  folgendermaßen  transformiert: 

Man  erhält  für  sie: 

'^  (jTi)  "  \yi)  ' 

lassen  wir  also  jetzt  a^   mit  cc^,   d.  h.  mit  Üq  zusammenfallen,   so 

wird  Ä  =  0,  «j  bleibt  endlich  und  von  Null  verschieden;  es  wird 
also  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  und  folglich  auch  die  linke 
Null,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  a^  mit  a^  zusammenfallen  soll,  so  findet  man  in  ganz 
analoger  Weise  durch  Anwendung  der  Transformation  T,  daß  dabei 
1^3*  ö}j  ~  2  regulär  und  von  Null  verschieden  bleibt 

Nun  müssen  wir  noch  untersuchen,  wie  i^j/l/öTj  sich  verhält, 
wenn  wir  a^  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Unbeschadet  der 
Allgemeinheit  können  wir  annehmen,  daß  dabei  a^  so  gegen  Null 
konvergiert,  daß: 

lim  (a^  «3)  =  a^; 
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n;  ein  solches  giebt  es  aber  anf  der  zweiblättrigen  Fläche  mit 
r  zwei  Verzweigungspunkten  nicht,  diese  Differenz  muß  also  kon- 
.nt  sein.  In  der  That  findet  man  durch  Ausführung  der  Integration 
ch  elementaren  Methoden: 

2 


limu  = 


(«1  -  ffo)  V<h 

Andererseits  ergiebt  jede  der'  Gleichungen  (4)   von    §   56   für 
jsen  Fall: 


irgleichung  von  (2)  und  (3)  führt  auf  die  Gleichung  (22)  von  §  80 
d  damit  auf  die  dort  noch  folgenden  Gleichxmgen  zurück. 

Aber  das  ist  nicht  die  einzige  Art,  wie  drei  Verzweigungs- 
nkte  in  einen  zusammenrücken  können,  sondern  ein  sehr  spezieller 
Jl.  Von  der  großen  Zahl  der  hier  denkbaren  Möglichkeiten  ist 
sonders  noch  eine  von  Interesse:  wir  können  die  drei  Verzweigungs- 
nkte  auch  so  zusammenrücken  lassen,  daß  ihr  Doppelverhältnis  mit 
m  vierten  einem  bestimmten  von  0,  1,  00  verschiedenen  Grenzwert 
ih  nähert  Nun  haben  wir  in  §  63  gesehen,  daß  jedes  elliptische 
itegral  I.  Gattung  sich  umformen  läßt  in  das  Produkt  aus  einem 
itegral  derselben  Art,  das  nicht  mehr  von  den  einzelnen  Ver- 
ipeigungspunkten,  sondern  nur  noch  von  ihrem  Doppelverhältnis 
bhängt,  und  einem  von  x  unabhängigen  Faktor.  Dieser  Faktor 
ebt  sich  weg,  wenn  wir  die  Quotienten  v  =  m/2  w^  t  =  0)3/«?^  bilden; 
ie  Thetafunktionen  werden  also  von  einem  solchen  Grenzübergang  gar 
icht  berührt. 

Wir  fragen  femer,  was  aus  unsem  Formeln  wird,  wenn  wir 
weimal  je  zwei  Verzweigungspunkte  zusammenrücken  lassen.  An 
er  ersten  oder  zweiten  Normalform  ist  die  Ausführung  dieses  Grenz- 
bergangs  nicht  möglich,  sodaß  man  bei  ausschließlichem  Gebrauch 
iner  dieser  Normalformen  an  diesem  Grenzfall  ganz  vorbeigeflihrt 
ird;  dagegen  kann  man  hier  die  dritte  Normalform  benutzen.  Setzt 
lan  nämlich  in  ihr  jia  =  1 ,  so  fällt  nicht  nur  der  Verzweigungs- 
unkt  jiA~2  mit  1,  sondern  gleichzeitig  auch  —  jia~^  mit  —  1  zu- 
ammen.  Wir  brauchen  aber  gar  nicht  erst  auf  eine  bestimmte 
lormalform  zu  transformieren,  sondern  können  mit  den  allgemeineL 
'ormeln  operieren.     Es  kommt  dann: 


) 


lim 


d%  1  1    _  *  —  «0 


1      /•            flf*                            1  1 

u  =  -—I  / =  7 -—log 


limo^j 


2  7ii 
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während  co,  über  alle  Grenzen  wächst     Die  Veriiältnisse  liegen 
hier  ganz  ebenso,  wie  in  dem  in  den  §§81 — 83  behandelten  F 
(Will  man  von  der  Gleichnng  (4)  von  §  81  zu  der  eben  abgeleite 
Gleichung  (4)  den  Grenzübergang  aasflihren,  so  muß  man  erst  yo 
unbestimmten  Integral  zum  bestimmten  übergehen,  bezw.  die  ante 
Grenze  anders  wählen,  als  es  dort  geschehen  ist) 

Was  endlich  den  Fall  betrifft^  daß  alle  vier  Verzweigungspunk^ 
zusammenrücken,  so  steht  dieser  zu  dem  Falle,  daß  drei  zusammen- 
rücken, ebenso  wie  das  paarweise  Zusammenrücken  von  je  zweien 
zu   dem  Zusammenrücken   von   nur   zweien:   es   ändert  sich  nichts 
Wesentliches  mehr. 

Zu  beachten  ist  übrigens,  daß  in  den  beiden  letzten  Fällen  die 
BiEMANNsche  Fläche  zerfallt,  indem  ihre  beiden  Blätter  sich  ganz 
voneinander  trennen. 


ZEHNTER  ABSCHNITT, 
BealitatsYerhältnisse. 

§  85.    Vorbemerkungen. 

r  ür  die  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen  auf  mecha- 
nische und  andere  physikalische  Probleme,  sowie  auch  für  bestimmte 
Fragen  der  Theorie  ist  es  erforderlich,  daß  man  weiß,  ob  sie  für 
bestimmte  Werte  des  Arguments  reell  sind  oder  nicht,  und  im 
ersteren  Falle,  daß  man  Grenzen  angeben  kann,  zwischen  denen 
ihre  Werte  liegen.  Auch  diese  Untersuchung,  wie  die  des  vorigen 
Abschnitts,  kann  sowohl  vom  Periodenparallelogramm,  wie  von  der 
RiEMANNschen  Fläche  aus  gefuhrt  werden ;  auch  hier  wollen  wir  zuerst 
den  erstgenannten  Weg  einschlagen. 

W^ir  müssen  dann  zunächst  fragen,  unter  welchen  Umständen 
reellen  Werten  der  Veränderlichen  u  auch  reelle  Werte  elliptischer 
Funktionen  entsprechen.  Dazu  ist  nach  I,  §  71  erforderlich,  daß 
konjugiert  complexen  Werten  von  u  auch  konjugiert  complexeWerte 


r 
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<3er  Funktion  gehören.  Dann  muß  aber,  wenn  irgend  eine  com- 
plexe  Zahl  2  co  Periode  der  Funktion  ist,  auch  die  zu  ihr  konjugiert 
complexe  Zahl  Periode  sein.  Da  nun  Summe  und  Differenz 
zweier  Perioden  wieder  Perioden  sind,  und  da  die  Summe  zweier 
konjugiert  complexen  Größen  reell,  ihre  Differenz  rein  imaginär  ist, 
so  folgt: 

Unter  den  Perioden  einer  doppeltperiodischen  Funktion,  die  für 
reelle  H^erte  des  Arguments  seihst  reell  ist,  sind  stets  sowohl  reelle,  als 
auch  rein  imoffinäre. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  entweder  bilden  die 
kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imaginäre  Periode  zu- 
sammen ein  primitives  Periodenpaar  (§  67),  oder  das  ist  nicht  der 
Fall.    Diese  beiden  Fälle  sind  getrennt  zu  behandeln. 

§  86.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Recliteclc;  pu  und  p'u. 

Wenn  die  kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imagi- 
näre Periode  zusammen  ein  primitives  Periodenpaar  bilden,  sodaß 
ein  elementares  PeriodenparaUelogramm  ein  Bechteck  ist^  bezeichnen 
wir  die  erstere  mit  2  co^,  die  letztere  mit  2  oo^.  Das  Periodenverhältnis 
r  =  (oJ(a^  wird  dann  positiv  imaginär,  sodaß  diese  Festsetzung  der 
bereits  §  14,  IV  getroffenen  und  seitdem  festgehaltenen  nicht  wider- 
spricht Die  Glieder  der  Reihen  §  17,  (3)  und  (4)  sind  dann  (für 
reelle  u)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  imaginär;  wir  erhalten 
somit  zunächst  den  Satz: 

I.  In  unserm  Fall  sind  die  Invarianten  y^,  g^  reell  und  die  Funk- 
tionen pu,  pu  nehmen  für  reelle  Werte  des  Arguments  selbst  reelle 
Werte  an. 

Wir  fragen  weiter  nach  den  Vorzeichen  dieser  Funktionen. 
Für  hinlänglich  kleine  Werte  von  u  geben  uns  darüber  die  Reihen 
§  18,  (2)  und  (3)  Auskunft,  da  für  solche  Werte  nach  I,  §  38,  VIII 
(vgL  auch  I,  §  43,  IV)  das  erste  Glied  dieser  Reihen  die  Summe 
aller  folgenden  überwiegt     Sie  zeigen  nämlich: 

n.  Für  dem  absoluten  Betrag  nach  kleine  reelle  Werte  von  u  ist 
in  unserm  FaUe  pu  positiv,  p  u  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie  u. 

Lassen  wir  nun  u  von  0  an  wachsen.    Zunächst  ist  p  u  positiv, 

p'  u  negativ;  pu  nimmt  also  ab.    pu  bleibt  negativ,  bis  es  Null  wird; 

das  geschieht  (vgl.  §  18,  p.  47)  zum  ersten  Male  bei  m  =  «j.     Dort 

wird  pu  =  e^,  also  folgt: 

14* 
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m.    H^enn   u   stetig   von  u   bis  co^  wächst,    nimmt  pu  stetig  van 

+  00  bis  gj  ab. 

Hätte  die  Gleichung 

1)  4z»-^,z-^3  =  0 

eine  Wurzel  z  ^  e^y  die  algebraisch  größer  als  e^  wäre,  so  würde 
pu  diesen  Wert  e  in  irgend  einem  Punkte  zwischen  0  und  co^  an- 
nehmen müssen.  Dann  wäre  aber  in  einem  solchen  Punkte  p'  u  =  0, 
was  nicht  sein  kann.    Also  folgt: 

IV.  e^=p(o^  ist  in  unserm  Falle  die  algebraisch  größte  Wurzel 
der  Gleichung  (1)  und  daher  notwendig  positiv. 

Lassen  wir  u  yon  to^  bis  2(0^  weiter  wachsen,  so  durchläuft 
pu  dieselben  Werte  in  umgekehrter  Beihenfolge;  denn  aus  §  17  (7) 
und  daraus,  daß  pu  eine  gerade  Funktion  von  u  ist,  folgt: 

pK  +  m)  =  /?((öi  -4 

ü.    8.   W. 

Um  auch  für  rein  imaginäre  Werte  von  u  über  das  Verhalten 
von  pu  Näheres  zu  erfahren,  gehen  wir  aus  yon  den  Homogeneitäts- 
relationen  §  17,  (10)  und  (11).  Setzen  wir  in  ihnen  ju  =  t,  so  er- 
halten wir: 

p(i/|wji,  ^8*=  -P(«**l«i»  «3)» 
bezw.: 

P{^\  92J  -9z)^  -Pi^i',  92f  99)' 

Sind  e^,  e^,  e^  die  Wurzeln  der  Gleichung  4  z*  —  y^  ;r  —  ^3  =  0, 
so  sind  —  «1,  —  ^2>  —  *3  ^^^  ^®^  Gleichung  ^z^—  g^z  +  g^=0. 
Wenden  wir  also  die  Sätze  11 — IV  auf  die  Funktion  p(u\  ^,,  —^3) 
an  und  übertragen  die  Ergebnisse  auf  die  Funktion  p{ui\  g^,  g^), 
80  erhalten  wir: 

V.  Wenn  u  rein  imaginäre  Werte  von  0  bis  «g  stetig  durchläuft, 
so  durchläuft  pu  stetig  wachsend  reelle  Werte  von  —  CX)  bis  zu  dei' 
algebraisch  kleinsten  (also  notwendig  negativen)  Wurzel  der  Gleichung  (1). 

Die  Werte  von  ;e?m  flir  andere  rein  imaginäre  u  ergeben  sich 
hieraus  wie  oben.  Übrigens  folgt  noch  aus  IV  und  V  mit  Rücksicht 
auf  §  18,  (12): 

VI.  In  unserm  Falle  sind  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  reell. 
Für  complexe  Argumente  (m  +  vi)   erhält   man    dann    die    zu- 
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gehörigen  Funktionswerte  durch  die  Additionstheoreme  (§  23).  Z.  B. 
ergiebt  sich  für  vi  =  ca^  aus  der  Gleichung  §  28,  6  (in  der  man  u 
und  V  yertausche): 


'  ^  ^     •      8/        8         2(pu-e^)  pu-i 


und  daraus  der  Satz: 

VUL  Wenn  u  Werte  j  deren  rein  imaginärer  Bestandteil  =  0^3  ist, 
von  OD^  bis  —  Q),  stetig  durchläuft  (also  auf  einer  durch  <o^  gezogenen 
Parallelen  zur  Axe  der  reellen  Zählen  sich  bewegt),  durchläuft  pu 
stetig  wcLchsend  reelle  Werte  von  e^  bis  e^. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  ebenso  wie  V  aus  HE: 

Vin.  Wenn  u  Werte^  deren  reeller  Bestandteil  =  cöj  ist,  von  ca^ 
bis  —  (0,  stetig  durchläuft  (also  auf  einer  durch  co^  gezogenen  Parallelen 
zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen  sich  bewegt)^  durchläuft  p  u  stetig 
abnehmend  reelle  Werte  von  e^  bis  e^. 

Wir  können  die  Sätze  IIT,  V,  VH,  VIII  zu  dem  einen  zu- 
sammenfassen: 

IX.  Wenn  u  den  Umfang  des  Rechtecks,  dessen  Ecken  in  den 
Punkten  0,  co^,  «—  co^,  oo^  Hegen,  im  positiven  Sinne  von  0  an  durch" 
läuft,  durchläuft  pu  beständig  abnehmend  alle  reellen  Werte  von 
+  00  Wff  —  00. 

Im  Innern  dieses  Rechtecks  ist  die  Funktion />»  überall  regulär; 
daraus  und  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt: 

X.  Durch  die  Funktion  p  u  mit  einer  reellen  und  einer  rein  imagi- 
nären Periode  wird  das  erwähnte  Rechteck  auf  die  negative  Halbebene 
konform  abgebildet. 

Damit  sind  wir  zur  Umkehrung  der  Entwicklungen  von  §  8 
gelangt,  in  denen  gezeigt  wurde,  daß  eine  Halbebene  durch  ein 
elliptisches  Integral  I.  Gattung  auf  ein  Bechteck  abgebildet  wird. 
Dort  waren  die  vier  Verzweigungspunkte  der  Halbebene  willkürlich 
gegeben,  hier  sind  es  die  Seitenlängen  des  Rechtecks. 

Die  analytische  Fortsetzung  der  gefundenen  Abbildung  vermöge 
des  Spiegelungsprinzips  kann  jetzt  ganz  ebenso  wie  in  §  9  vor- 
genommen werden.  Wir  erhalten  dadurch  zu  jedem  reellen  Wert 
von  z,  ausgenommen  e^,  «r^,  e^,  zwei  inkongruente  Werte  von  u, 
f&r  die  z  =  pu  ist,  und  schließen  daraus  auf  Grund  von  §  15,  II: 

XI.  Außer  in  den  bereits  angegebenen  und  in  den  aus  ihnen  durch 
die  Spiegelungen  hervorgehenden  Linien  ist  die  Funktion  pu  in  unserm 
Falle  nirgends  reell. 
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§  87.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck;  die  Sigma, 

die  Funictionen  Jacobi's  und  die  Theta. 

Für  die  Fortführung  unserer  Untersuchungen  ist  es  zunächst 
erforderlich  zu  wissen,  wie  es  in  dem  von  uns  betrachteten  Falle 
mit  der  Realität  der  in  §  32  eindeutig  definierten  Werte  gewisser 
Wurzelgrößen  steht  Darüber  geben  die  Darstellungen  dieser  Wurzel- 
größen durch  unendliche  Produkte  Auskunft    Sie  zeigen: 

I.  Versteht  man  unter  2(o^  die  reelle,  unter  2(o^  die  rein  imagi- 
näre Periode,  so  werden: 

V*i  "^  ^2  ^''^  y^"~  *3  P^^^^  reell; 
y^—  ^3  negativ  reell; 

y*s  —  e^  positiv  imaginär; 

j/tfj  -—  tf j  und  y^j  —  e^  negativ  imaginär. 

Die  Werte  der  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sind 
erst  bestimmt,  wenn  über  den  der  Quadratwurzel  aus  «j  bei- 
zulegenden Wert  eine  bestimmte  (an  und  für  sich  willkürliche)  Fest- 
setzung getroffen  wird.  Hier,  wo  (o^  reell  und  positiv  ist,  werden 
wir  diese  Festsetzung  zweckmäßigerweise  so  treffen,  daß  wir  \2^^ 
ebenfalls  reell  positiv  nehmen;  dann  werden  die  Arcus  von: 

4  4  4  4  4  4 

y^r^3 


ü. 

Die  Größen  y/t    und  y^'  werden   dann  beide  positiv  reell  und  also 
beide  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1. 

DiiB  ßealitätsverhältnisse  der  Sigmaquotienten  könnten  wir  aus 
ihren  Darstellungen  durch  unendliche  Produkte  (§31)  entnehmen 
Einfacher  ist  es,  direkt  an  ihre  Ausdrücke  durch  pu  anzuknüpfer 
und  die  den  auftretenden  Wurzelgrößen  beizulegenden  Werte  da 
durch  zu  bestimmen,  daß  wir  ihre  Werte  für  einzelne  Argument 
werte  durch  die  soeben  untersuchten  Wurzeln  aus  den  Differenzei 
der  (?„  ausdrücken  (§  32,  12,  13).  So  findet  man  z.  B.,  daß  di 
Funktionen : 


v«i  -  *»  y«2  -  "i 

y^2  ^3 

^H  -  ^2 

y^3  -  ^1 

bezw.  gleich: 

2)         0                '; 

2 

371 

4 

871 

4 

(JU  1 


(Tj  M  __  Vp  u  —  «1  a,  tt  _  Vp  M  —  6, 


in  den  Ecken  des  in   Satz  IX  von  §  86   erwähnten  Rechtecks  d 
in  der  folgenden  Tabelle  angegebenen  Werte  haben: 
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•i\ 


0 

«, 

-<»2 

«J 

au 

0 
1 
1 

1 

1 

00 

<r,w 

0 

a^u 

0 

00 

a^u 
ff,« 

V«, -«i 

00 

Aus  dieser  Tabelle  ergiebt  sich  f&r  die  von  Jacobi  eingeführten 
Funktionen  die  folgende: 

K     K+iK'       iK' 


<) 


0 

snw 

0 

cnw 

1 

dnw 

1 

1 


0 

h' 


1 

k 

00 

'k 

00 

0 

00. 

(In  der  Überschrift  dieser  Tabelle  ist  mit  Jacobi: 


5) 


6)t 


6)i 


gesetzt.) 

Aus  diesen  Werten  der  Funktionen  in  den  Ecken  des  Rechtecks 
schließt  man  anf  ihre  Werte  längs  seiner  Seiten.  Ihre  Werte  längs 
der  Seiten  der  anstoßenden  Rechtecke  ergeben  sich  dann  aus  dem 
Spiegelungsprinzip.  Die  Resultate  sind  in  den  nachfolgenden  Figuren 
dargestellt^  in  denen  die  Linien,  längs  deren  die  betr.  Funktion: 

positiv  reelle  Werte  hat,  ausgezogen  , 

negativ  reelle  Werte  hat,  gestrichelt , 

positiv  imaginäre  Werte  hat,         strichpunktiert  —  • •  — , 

negativ  imaginäre  Werte  hat,        punktiert 


/Ja« 


2.0 


I. 


A 


Ic       3o       ./!Ä"        Ij 


I         ! 
2iÄ:_.j?lAl__jwr 

-/  0 


o 
Fig.  36. 


I 

I 
I 
I 
I 


iv,K4iK'    iRfÜL  tä^  *äC^    i5Ä%Ä'' 


Zm.1  O  ^1  0 

MmCltW 


ix: 


Fig.  87, 
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sind.     Zum  Verständnis  dieser  Figuren  sei  noch  bemerkt:  gehen  toq 
einem  Punkte  verschiedene  Linien  aus,  längs  deren  z  positiv,  und 

andere,  längs  deren  z  negativ  reell  ist,  8o 
müssen  in  den  Winkelräumen  zwischen  ihnen 
abwechselnd  Linien  liegen,  längs  deren  z 
positiv,  bezw.  negativ  imaginär  ist  Bei  posi- 
tiver Umkreisung  eines  Punktes,  in  demz  =  0 
ist,  folgen  diese  Linien  in  der  Reihenfolge: 
+  1,  +  ij  — 1,  —t  aufeinander,  bei  positiver 
Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  z  =  oo  ist, 
in  der  entgegengesetzten« 

Wird   das  Argument   der   Thetafunktiotun 
durch  die  Gleichung: 

6) 


'k' 


y 


nüiK'  JCitiK'  tXtUC 


L. 


t?  = 


2(^1 


eingeführt,  so  wird  es  für  reelle  Werte  von  u 
ebenfalls  reelL  Die  Beihenentwicklongen 
§  42  (9)  und  §  44,  (1)  bis  (8)  enthalten  dann  für 
reelle  u  trigonometrische  Funktionen  reeller 
Winkel,  für  rein  imaginäre  m  =  Mj  2  können  an  ihrer  Stelle  Ex- 
ponentialfunktionen von  ttj  gesetzt  werden,  sodaß  man  erhält: 


k  I 

z.dnw 

Fig.  38. 


'?) 


Wenn  aber  die  reelle  Periode  dem  absoluten  Betrage  nach 
größer  ist,  als  die  rein  imaginäre,  so  ist  es  vorteilhafter,  Reihen  w 
benutzen,  die  nach  Potenzen  von: 


(OlTli 


8)  Aj  =  tf       ">• 

fortschreiten.     Dann  muß  man  auch  anstatt  v  die  Größe: 


9) 


U 

"1  =  2^.- 


einführen,    die    für    reelle   Werte   von   u   rein   imaginär,    fiir  rein 

imaginäre  Werte  von  u  reell  ist.     In  diesem  Falle  enthalten  also 

die    Entwicklungen    für    reelle    u   Exponentialfunktionen,    für  rein 
imaginäre  u  trigonometrische  Funktionen  reellen  Arguments. 
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§  88.   Das  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus. 

Wir  haben  noch   den   zweiten  Fall   zu  betrachten,   daß  zwar 
sowohl  reelle,  als  auch  rein  imaginäre  Perioden  vorhanden  sind,  daß 
aber  die  kleinste  reelle  und  die  kleinste  rein  imaginäre  Periode  zu- 
sammen kein  primitives  Periodenpaar  bilden. 
Wir  bezeichnen  die  erstere  mit  —  2  <o^,  die 
letztere  mit  —  2  g)^\    Im  Innern  des  durch 
sie  bestimmten  Parallelogramms  muß  min- 
destens noch  ein  Periodenpunkt  liegen ;  sei 
a  +  ßi  ein  solcher  Punkt.     Dann  ist  auch 
^- ^®-  a  —  ßi  eine  Periode,   also  sind   auch   2  a 

xmd  2)8  Perioden  und  folglich  ist  a  =  —  (Oj,  /?  =  —  (o^\    Es  giebt 
also  nur  einen  solchen  Punkt;  und  das  Periodenpaai*: 

1)  —  (»3  +  o>,'  =  2 toj,     -  «a  —  ft>,'  =  2 ft>8 

ist  ein  primitives.    Umgekehrt  ist  dann: 

2) 


ö>2  =   -  ö>l  —  ö>8> 


(ö,    =  ö>i  —  0)3. 


I.  In  diesem  Faüe  ist  also  ein  primitives  Periodenparallelogramm 
m  Rhombus. 

Hat  u  reelle  Werte,  so  sind  auch  in  diesem  Falle  die  Glieder 
der  Reihe  §  17  (4)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  complex, 
#«  erhält  also  reelle  Werte,  ebenso  p'u.  Für  sehr  kleine  reelle  u 
ist  pu  positiv,  pu  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  u. 
Nächst  u  stetig  von  0  bis  —  co^,  so  bleibt  p'u  negativ,  pu  nimmt 
siso  stetig  ab  von  +  od  bis  e^,  e^  ist  also  in  diesem  Falle  reell. 
Nächst  dann  u  wieder  bis  ^2(o^,  so  nimmt  pu  wieder  zu  von 
«)  Ins  00. 

Auch  wenn  u  rein  imaginäre  Werte  hat,  sind  die  Glieder  der 
erwähnten  Seihe  paarweise  konjugiert  complex.  pu  erhält  also  auch 
dann  reelle  Werte,  und  zwar  nimmt  es,  wenn  u  stetig  von  0  über 
^Qj,'  bis  2c»j'  wächst,  zuerst  stetig  zu  von  —  00  bis  /?(—  o)^')  =  e^ 
^d  von  da  wieder  ab  bis  —  00.  Es  ist  nämlich  —  co^'  =  —  cö,  —  2  Wj 
au  —(0,  äquivalent,  also  p{—  (o^')  =  p{—  co^)-  Dieselben  Werte 
fhirchläi]dPt  u  auch,  wenn  u  auf  geradem  Wege  von  2(0^  nach 
2öj  =  2  Q)j  —  2  a>/  geht 

Damit   sind   nun   aber   schon  zu  jedem  reellen  Werte  z  zwei 

iHmkte  u  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  gefunden,  in 

denen  pu  =^  z  wird.     Also  muß  in  allen  anderen  Punkten  desselben 

jfu  imaginär,  bezw.  complex  sein,  speziell  auch  in  co^  und  00^.    Die 
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beiden  Werte  po)^  =  e^,  pai^  =  e^  sind  also  in  diesem  Falle  kon- 
jugiert complex,  und  wir  haben  nur  noch  zu  untersuchen,  welchem 
von  ihnen  ein  positiver  und  welchem  ein  negativer  imaginärer  Be- 
standteil zukommt.  Zu  diesem  Zwecke  beachten  wir:  Wenn  u  den 
Umfang  des  Rechtecks  (0,  —  w^,  2aj^,  —  «02)  ^^  positiven  Sinne 
'  durchläuft,  durchläuft  z  zweimal  nacheinander  die  Axe  der  reellen 
Zahlen  von  +  00  über  e^  nach  —  00.  Dabei  bleibt  die  negative 
Halbebene  zur  Linken,  pu  nimmt  also  in  den  der  Begrenzung  be- 
nachbarten Teilen  des  genannten  Bechtecks  Werte  mit  negativer 
zweiter  Koordinate  an;  und  da  diese  zweite  Koordinate  im  Innern 
desselben  nirgends  Null  wird,  so  kann  sie  auch  ihr  Vorzeichen 
nicht  wechsehi  und  muß  folgUch  im  ganzen  Innern  negativ  sein. 
Also  folgt: 

U.  In  dem  hier  betrachteten  Falle  ist  von  den  beiden  konjugiert 
complexen  IVurzeln  der  Gleichung: 

e^  = /?cüj   diejenige^  deren  imaginärer  Bestandteil  positiv^  e^  =^  P^z  ^ 
jenige,  deren  imaginärer  Bestandteil  negativ  ist 

Das  Bild  des  genannten  Bechtecks  überdeckt  die  negative  Halb- 
ebene der  z-Ebene  doppelt;  der  Punkt  ^  =  ^3  ist  ein  Verzweigung«- 
punkt  dieses  Bildes. 

Das  Verhältnis  dieses  Falles  genauer  ins  einzelne  zu  verfolgen, 
haben  wir  nicht  nötig,  da  wir  ihn  später  durch  eine  quadratisclie 
Transformation  auf  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  aus- 
führlich diskutierten  zurückführen  werden. 


§  89.    Der  harmonische  Fall  (lemniskatische  Funktionen). 

Ein  gewisses  spezielles  Interesse  bietet  der  ünterfall  des  in  den 
Paragraphen  (86)  und  (87)  behandelten  Falles  dar,  daß  die  kleinste 
reelle  und  die  kleinste  rein  imaginäre  Periode  denselben  absoluten 
Betrag  haben,  daß  also  das  Periodenparallelogramm  ein  Quadrat, 

1)  ft>g  =  «j  2,     T  =  I,     Ä  =  tf- '^  =  0,04321  . .  • 

ist.    Es  werden  dann  in  der  Reihe  §  18  (5)  je  zwei  Glieder  einandtf 
entgegengesetzt  gleich  und  folglich: 

2)  ff,  =  0. 

Der  Homogenität  der  Formeln  wegen  dürfen  wir  unbeschadet  der    1 
Allgemeinheit  t 
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annehmen;  dann  wird: 

4)  <fj    =    1  ,  <?3  =  0,  «8  =  -  ^ 

und: 

5)  Ä2  =  Ä'a  =  ^. 

Die  vier  Verzweigungspunkte  (oo,  1,  0,  —  1)  liegen  in  diesem  Falle 
harmonisch  (L,  §  15,  IX). 

Die  Werte   der   Perioden   lassen   sich   in  diesem  Falle  durch 
GüiiEBSche  Integrale  ausdrücken;  man  findet  nämlich: 

1 

ü 
oder,  indem  man  y  =  x'  substituiert: 

1 

0 

Es  ist'  aber: 

rn)  r(i-)  =  -i^  =  «  y2,  r(^)  =  y^r, 


71 

Sin  — 
4 


also: 


Die  Werte  der  Funktionen  für  rein  imaginäre  Argumente 
drücken  sich  in  diesem  Falle  folgendermaßen  durch  ihre  Werte  für 
reelle  Argumente  aus: 

p (/«)  =  --  pu,     p'  (im)  =  ip  (?/),     (T (i?^)  =  t  CT  («;/), 

7)  \        (Ti(iw)  =  (f^\u\  '^^  ,     ^•-j   =  a^  (?/  1   -  6>3,    Wj)  =  CT,?/, 

a^{iu)  =  fTj  (m),     rTg  (im)  =  o-j  M. 

Man  nennt  die  diesem  Falle  zugehörenden  elliptischen  Funk- 
tionen auch  wohl  lemniskatische  Funktionen,  da  das  Problem  der 
Rektifikation  der  Lemniskate  auf  solche  Funktionen  führt 


§  90.    Der  äquianharmonische  Fall. 

Neben  diesem  Falle  stellt  sich  als  ein  ^l^        '    -»ter 

Fall   der,    daß   das   Periodenverhältnis    f^e 
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sechsten)    Einheitswurzel,     das     Periodenparallelogramm    also   ein 
Rhombus  mit  Winkeln  von  60  und  120  Grad  ist     Sei: 

also  da  1  +«  +  «*  =  0  ist,  co^  =  6*  ooy 

Es  geben  dann  in  der  Reihe  für  ff^  je  drei  Glieder  zusammen 
Null  und  folglich  ist  hier: 

2)  ff^  =  0. 

Setzen  wir  p^  =  4,  so  erhalten  wir  (vgl.  §  88,  H): 

3)  tfj  =  6,     «j  =  1 ,     «3  =  «*,  also  A  =  —  «. 
Die  Homogenitätsrelationen  geben  hier: 

Ip  {Bu)=^apu, 
p{6u)^   pu, 
(t{bu)  =  a(T  u. 

Aus  der  zweiten  dieser  Formeln  und  aus  §  22  ergiebt  sich,  daß  is 
diesem  Falle: 

5)  p'tt  -  «'t;  =  -  2  cr(u^r)cr(ti-er)a(ti-a«r) 

ist 

Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die  Werte  des  Arguments  an- 
geben, für  die  ;7  7/  =  0  wird.  Ist  nämlich  pu^  ==  0,  so  ist  nach  (4) 
auch  ;?  (6  «£j)  =  0  und  p  («*  Mj)  =  0.  Da  die  Funktion  p  u  jeden  Wert 
nur  in  zwei  Punkten  des  Periodenparallelogramms  annimmt  (§  15), 
so  können  die  drei  Punkte  Mj,  «m^,  e^u^  nicht  alle  inkongruent  sein. 

Sind  irgend  zwei  von  ihnen  kongruent,  so  ist  auch 
der  dritte  zu  beiden  kongruent,  da  das  Produkt 
jeder  Periode  mit  e  wieder  eine  Periode  liefert  An« 

6  Mj  =  Mj  +  2  Äj  0)^'+  2  A3  6  a>j 

ergiebt  sich  entweder  ti^  ^  0  oder 

6)  u,  =  ±1(1-«). 2(0,. 

Da  Mj  =  0  keine  Nullpunkte,  sondern  Pole  für  ;>» 
^'     '  liefert,  so  folgt: 

Die  Nullpunkte  der  Funktion  pu  liegen  in  diesem  Falle  in  de^ 
Schwerpunkten  u^  und  u^  der  beiden  gleichseitigen  Dreiecke j  in  die  dai 
Feriodenparallelogramm  zerlegt  werden  kann. 


I 
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Bemerkenswerte,  für  diesen  Fall   gültige  Formeln  sind  noch: 

7)  p{iuYS)  ^p{eu-  e^u)  =  -  J  -?^^ 

und: 

Q\  »      a{iuyd) 

Die  Richtigkeit  der  letzteren  kann  man  folgendermaßen  be- 
weisen: Da  tYS  =  6  —  6*  ist,  ist  das  Produkt  von  tj/ä  in  irgend 
eine  Periode  2Äj<0j  +  2h^<o^  wieder  eine  Periode,  nämlich  gleich 
(2Äj  —  4A3)cOj  +  (4Äj  —  2A3)(03.  Die  rechte  Seite  von  (8)  ist  also 
eine  elliptische  Funktion  DI.  Art;  sie  hat  t«  =  0  zum  zweifachen 
Pol   und    die    Punkte   u^   und   u^    zu    einfachen   Nullpunkten   (da 

«\y8=  — 2(öj,  ttt,y3  =  2(Ö3  ist).  Also  kann  sie  sich  von  pu 
nach  §  89,  n  nur  durch  einen  Exponentialfaktor  unterscheiden, 
^ergleichung  der  Reihenentwicklungen  zeigt,  daß  dieser  Exponential- 
fektor  sich  auf  die  in  (8)  angegebene  numerische  Eonstante  reduziert 


§  91.    Behandlung  der  Realitätsverhältnisse 
von  der  RiEHANN'schen  Fläche  aus. 

£b  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern,  wie  weit  die  Unter- 
suchongen  der  letzten  Paragraphen  sich  umkehren  lassen,  ob  man 
hä  reellen  Werten  der  Invarianten  immer  auf  einen  der  in  diesem 
Abschnitt  untersuchten  Fälle  geführt  wird;  eine  Frage,  deren  Be- 
aDfcvrortong  die  Erörterungen  des  VI.  Abschnitts  in  einem  wesent- 
lichen Punkte  ergänzt 

Wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  vierten  Grades  bekannt 
%ein  wird,  hängt  die  Realität  der  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung 
(ibo  in  unserm  Falle  der  Verzweigungspunkte  der  ßiEMANNschen 
Fläche,  wesentlich  ab  von  dem  For zeichen  der  Biskriminante  G 
(§32,  10):  ist  sie  positiv,  so  sind  die  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell, 
oder  sie  sind  paarweise  konjugiert  complex;  ist  sie  negativ,  so  sind 
zwei  Verzweigungspunkte  reell,  die  beiden  andern  konjugiert  complex. 

I.  Der  Fall  reeller  Verzweigungspunkte  ist  bereits  durch  die 
Untersuchungen  von  §  8  und  9  erledigt:  wir  haben  dort  gesehen, 
hB  und  wie  man  bei  geeigneter  Wahl  des  Querschnittsystems  ein 
)rimitiTe8  Periodenpaar  bestimmen  kann,  dessen  eine  Periode  reell 
ist,  die  andere  rein  imaginär.  Zwar  ist  dort  a^  als  positiv  voraus- 
(esetzt,   aber  das   ist  keine  wirkliche  Einschränkung:  für  negative 
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Werte   von  a^  hat  man  nur  die  beidea  Perioden  mit  Vorzeichen- 
wechsel  der  einen  zu  vertauschen. 

II.  Der  Fall,  daß  alle  vier  Ferzweigungspunkie  paarwmte  kimr 
jugiert  complex  sind,  läßt  sich  auf  den  vorigen  durch  eine  lineare 
Transformation  der  Integrationsvariabein  (§  62)  zurückführen.  Denn 
durch  vier  Punkte  der  z-Ebene,  die  paarweise  konjugiert  complex 
sind,  läßt  sich  stets  ein  Kreis  legen;  man  hat  nur  notig,  eine  solche 
lineare  Transformation  anzuwenden,  daß  dieser  Kreis  in  die  Axe 
der  reellen  Zahlen  einer  ^- Ebene  übergeführt  wird.  U.  a.  ist  das 
der  Fall  bei  den  in  §§  63  und  64  besprochenen  Transformationen 
auf  die  erste  und  zweite  Normalform;  sowie  auch  bei  der  auf  die 
dritte  Normalform,  sobald  man  die  Bezeichnung  so  wählte  daß  zwei 
konjugierte  Verzweigungspunkte  nach  db  1  verlegt  werden.  Die  Axe 
der  reellen  Zahlen  der  z-Ebene  geht  dabei  über  in  einen  Ejreis  der 
^-Ebene,  für  den  die  Verzweigungspunkte  paarweise  Spiegelbilder 
voneinander  sind  (I,  §  11, 11;  vgl.  I,  §  73,  IV). 

Umgekehrt  schUeßt  man  daraus:  sind  vier  Verzweigungspunkte 
gegeben,  die  auf  einem  Ejreise  liegen,  nnd  wird  verlangt^  eine  solche 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabein  vorzunehmen,  daB 
zu  reellen  Werten  der  neuen  Variabein  ^  auch  reelle  Werte  der 
Funktion  f^{di  bezw.  f^iX)  geboren,  so  kann  das  einmal  dadnrdi 
geschehen,  daß  man  den  genannten  Kreis  selbst  in  die  Axe  d^ 
reellen  ^  transformiert;  dann  aber  auch  dadurch,  daß  man  diese 
Axe  einem  der  beiden  Kreise  entsprechen  läßt,  für  die  die  Yff- 
zweigungspunkte  paarweise  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Beider 
in  §  8  besprochenen  konformen  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein 
Rechteck  entsprechen  diesen  beiden  Kreisen  die  zu  den  S^ta 
parallelen  Halbierungslinien  des  Bechtecks. 

Hat  das  Integral  eine  der  drei  Normalformen,  so  sind  diese 
beiden  Ejreise: 

für  die  I.  Normalform  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und  Radius 
A-*/t  und  der  vom  Mp.  Ä-i  und  R.  A-V.(Ä-i- 1)V.; 

für  die  II.  Normalform  der  Kreis  vom  Mp.  e^  und  R.y(tfj  —  «,)  («j  -^ 

und  der  vom  Mp.  e^  und  R.  y(«i  — «8)(^3'~^8)' 

für  die  IQ.  Normalform  die  Axe  der  rein  imaginären  Zahlea 

und  der  Kreis  vom  Mp.  0  und  R  ju"^. 

m.  Sind  zwei  Verzweigungspunkte  reell j  die  beiden  andern  ke^ 
jugiert  complex,  so  bezeichne  man  einen  der  reellen  Punkte  mit  «(i 
die  beiden  konjugiert  complexen  mit  a^  und  a^,  nnd  lege  dann  die 
Rückkehrschnitte  so,  wie  zu  Fig.  27,  p.  150  angegeben.     Zieht  xdmsl 
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e  dann  bis  zu  den  geraden  Verbindongslinien  der  betreffenden 
erzweigungspnnkte  zusammen  und  achtet  auf  die  richtige  Be- 
dmmung  der  Vorzeichen,  mit  denen  die  Quadratwurzeln  zu  nehmen 
nd,  so  sieht  man,  daß  die  beiden  Perioden  konjugiert  complex 
iisfallen;  w.  z.  b.  w. 

Vier  beliebig  vorgegebene  Punkte  können  durch  eine  lineare 
ransformation  in  zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  complexe  über- 
sfuhrt  werden,  wenn  es  einen  Kreis  durch  zwei  von  ihnen  giebt, 
ir  den  die  beiden  andern  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Es  giebt 
sinn  stets  auch  einen  Kreis  durch  die  beiden  letzteren,  für  den  die 
3iden  ersteren  Spiegelbilder  voneinander  sind;  wenn  also  eine 
»lohe  Transformation  überhaupt  möglich  ist,  ist  sie  stets  auf  zwei 
^rschiedene  Arten  möglich.  Für  die  zweite  Normalform  (die  erste 
t  hier  weniger  zweckmäßig)  sind  diese  beiden  Kreise  die  Axe  der 
wellen  Zahlen  und  der  Ejreis  vom  Mp.  e^,  der  durch  e^  und  e^  geht; 
ir  die  dritte  die  Axe  der  reellen  und  die  der  rein  imaginären  Zahlen. 


ELFTER  ABSCHNITT. 


Modulfanktionen. 

1 92.   Das  Periodenverhältnis  ais  Funiction  des  Doppeiverliältnisses 

der  Verzweigungspunicte. 

in  den  Untersuchungen  der  vorhergehenden  Abschnitte  haben 
vir  bald  die  Perioden,  bald  die  Verzweigungspunkte  der  Biemann- 
ichen  Fläche  als  gegeben  angenommen.  Die  Frage,  wie  diese 
iweierlei  Arten  von  Größen  miteinander  zusammenhängen,  haben 
rir  bisher  nur  ganz  gelegentlich  gestreift;  wir  müssen  sie  jetzt 
fstematisch  in  Angriff  nehmen. 

Zu  diesem  Zwecke  beginnen  wir  mit  folgender  Überlegung: 
lind  die  Verzweigungspunkte  gegeben,  so  sind  dadurch  nach  den 
Irgebnissen  von  §  78  auch  die  Perioden  bis  auf  ganzzahlige  lineare 
abstitutionen  festgelegt.  Sind  aber  umgekehrt  die  Perioden  ge- 
lben, so  können  dadurch'  die  Verzweigungspunkte  keinesfalls  völlig 
^mmt  sein.     Denn  wir   haben  in  §  62  gesehen,   daß  wir  jedes 
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elliptische  Integral  I.  Gattung  durch  lineare  Transformation  der 
Integrationsvariabeln  in  ein  anderes  Integral  derselben  Form  über- 
führen können.  Dieser  Transformation  können  wir  auch  die  Rück- 
kehrschnitte unterwerfen,  durch  die  die  Perioden  definiert  sind  (TgL 
§    6,    Vni);    bezeithnen    wir    dann    die    Perioden    des    Integrals 

-~-,  bezw.  mit  2ö>/,  2(ö ',  so  können  wir  aus  Gleichung  (5)  von 

§  62  schließen: 

1)  (o^^iaS-  ßr)G)^,     (o^^iaS-  ßr)(o^j 
also: 

2)  Tj  =  t/. 

Man  pflegt  nun  die  Definitionen  11  und  IQ  yon  §  62  durch  den 
Zusatz  zu  ergänzen: 

I.  Eine  Kavariante,  die  die  Variable  nicht  enthält,  sondern  nur  dk 
Koeffizienten,  heißt  eine  Invariante. 

Dann  kann  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  so  aussprechen: 

II.  Die  Perioden  sind  (transscendente)  Invarianten  der  Grundform  f 
vom  Gewichte  —  1;  das  Periodenverhältnis  ist  eine  absolute  Invariasßk* 

Schon  daraus  kann  geschlossen  werden,  daß  durch  die  Perioden, 
bezw.  das  Periodenverhältnis  nur  solche  Funktionen  der  Koefflzienten 
von  f  bestimmt  sein  können,  die  selbst  Invarianten,  bezw.  absolute 
Invarianten  von  f  sind. 

Wir  erhalten  eine  noch  bestimmtere  Formulierung  dieses  Satzes, 
wenn  wir  wie  am  Schlüsse  von  §  62  statt  der  Koeffizienten  die  Ver- 
zweigungspunkte einführen.  Dabei  müssen  wir  nur  beachten,  dsB 
bei  der  linearen  Transformation  auch  a^  einen  neuen  Wert  bekomiDt 
(vgl.  §  62,  7),  und  also  im  allgemeinen  von  Fimktionen  der  Vc^ 
zweigungspunkte  und  des  a^  reden.  Beschränken  wir  uns  aber  anf 
absolute  Invarianten,  so  brauchen  wir  auf  a^  nicht  zu  achten.  Denn 
eine  solche  bleibt  auch  invariant  bei  der  Substitution: 

2:  = 


a  I 

für  die: 

y(?)  =  «Y(?) 

wird;  sie  hängt  also  jedenfalls  nur  von  den  Verhältnissen  der  Korf* 
fizienten  von  f  ab,  bezw.  nur  von  den  Verzweigungspunkten,  nicht 
auch  noch  von  a^.  Wir  kennen  aber  bereits  aus  I,  §  15  alle  In- 
varianten von  vier  Punkten  gegenüber  linearer  Transformation:  sie 
sind  alle  Funktionen  ihres  Doppelverhältnisses.  Damit  haben  wir 
den  Satz  gewonnen: 
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HL  Das  Verhältnis  der  Perioden  eines  elliptischen  Integrals 
L  Gattung  hängt  nur  ab  von  dem  Doppelverhältnis  seiner  Ferztoei" 
gungspunkte  — 

und  also  anch  umgekehrt: 

IV.  Das  Doppelverhältnis  der  Verzweigungspunkte  eines  elliptischen 
Integrals  I  Gattung  ist  eine  Punktion  des  Verhältnisses  seiner  Perioden. 


§  93.    Die  durch  einen  Zweig  dieser  Funiction  vermitteite 

leonforme  Abbiidung. 

Um  die  in  den  beiden  letzten  Sätzen  definierten  Funktionen 
näher  zu  untersuchen,  bringen  wir  zunächst  das  Integral  durch  eine 
lineare  Substitution  der  Integrationsvariabeln  auf  die  erste  Normal- 
form (§  64): 

dx 


«-/ 


j/»(i  -«)(i  -  ;ix) 


Die  Perioden  können  dann  (vgl.  §  6,  Viil)  dargestellt  werden  durch 
die  Integrale: 

^       J  >/»(l  -x)(l  -Xx) 
(-5) 

^  J    yx(l   -X){1   -XX) 

Für  jeden  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Wert  von  X  haben  diese 
/  Integrale  endliche  bestimmte  Werte,  die  natürlich  von  X  abhängen; 
und  man  kann  folgendermaßen  zeigen,  daß  sie  analytische  Funk- 
'  tionen  von  X  sind,  die  in  der  Umgebung  jedes  von  0,  1,  oo  ver- 
Khiedenen  Wertes  Xq  sich  regulär  verhalten.  Da  die  Rückkehr- 
schnitte nicht  durch  den  Punkt  liX^  gehen  dürfen,  können  wir 
annehmen,  alle  ihre  Punkte  seien  von  1 :  Xq  um  mehr  als  eine 
angebbare  Oröße  e  entfernt.  Dann  ist  für  alle  diese  Punkte  die 
Entwicklung  von: 

ynrü  =  y(T-"v)  ( i  _  -^^  i* 

1     Mi;-*)' 

ach    Potenzen  von  X  —  Xq  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergent, 

>lange  \X  —  Xq\  <  X^e M" ^  ist,  wenn  mit  M  das  Maximum  von  z 

^  ..iiigs    des  Schnittes   bezeichnet  wird   (der   in   keinem  Falle    durch 

iT  =  oo  hindurchzugehen  braucht).     Also  darf  man  gUedweise  inte- 

BuRKHABOT,  FunktloneiL    IL  15 
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grieren   und   erhält   so   2g}^   und  2(0^  als  in  der  Umffebkng  vonl^ 
reguläre  Punktionen  von  A  darffesteUt: 

Weiter  geht  aus  der  Ungleichung  (3)  von  §  53  hervor,  diB 
2(D^  nicht  Null  werden  kann,  solange  X'  von  Oy  1,  cD  verschieden  ist 
Also  kann  aus  dem  vorigen  Satze  geschlossen  w^den: 

I.  Jeder  Zweig  des  Periodenverhalttässes  ist  in  der'  Umgebung  jede$ 
von  Oy  ly  00  verschiedenen  Wertes  eine  reguläre  Funktion  des  Doppel- 
Verhältnisses  der  Verzweigungspunkte, 

Daraus  folgt,  daß  jeder  einfach  zusammenhängende  Teil  der 
Ebene  A,  der  keinen  dör  drei  Punkte  0,  1,  oo  in  seinem  Innern 
enthält  —  z.  B.  die  positive  Halbebene  —  durch,  jeden ^  Zweig  der 
Funktion  t[X)  auf  einen  Bereich  der  r-Ebene  abgebildet  wird,  d^ 
in  seinem  Innern  keinen  Verzweigungspunkt  enthält.  Daraus  allein* 
folgt  freilich  noch  nicht  (ebensowenig  wie  in  §  8),  daß  ein  solcher 
Bereich  sich  nicht  teilweise  selbst  überdecken  kann.  Wollen  wir 
zeigen,  daß  das  nicht  der  Fall  ist,  so  müssen  wir  die  Kontur  eines 
solchen  Bereiches  bestimmen,  d.  h.  wir  müssen  untersuchen,  welche. 

Werte   von   t  reellen  Werten  von  l 
-^A      -^B  entsprechen.    Wir  können  das  durch 

- >'  ■  ^       '/x        oo    folgende  Überlegungen  ausführen: 

Pjg  41  Fassen  wir  zunächst  reelle  Werte 

von  X  ins  Auge,  die  zwischen  0  und  1 
liegen.  Dann  liegen  die  vier  Verzweigungspunkte  so,  wie  in  Fig.  41 
angegeben;  wir  können  die  Rückkehrschnitte  wie  in  Fig.  28  legen 
und  sie  dann  bis  dicht  an  die  Übergangslinien  heran  zusammen- 
ziehen. Wir  erhalten  so  zwei  Perioden  ausgedrückt  durch  bestimmte 
Integrale  zwischen  den  Verzweigungspunkten  :^ 


1)  2  wi  =«  2:  r 


dx 


y»(i  -'*)(!  -  Ix) 

0 


2)  2'a>,  =.2j 


0 

dz 


yx(l  -x)(l  -  ix) 


-  QO 


Dabei  können  wir  in  dem  ersten  dieser  Integrale,  da  der  Ausdruck 
unter   der  Quadrat\vurzel   reell  und  positiv  ist,   der  Quadratwurzel 

^  Indem  wir  jeden  Schnitt  gerade  bis  zu  diesen  zwei  Verzweigungspunkten 
zusammenziehen  und  nicht,  was  an  und  f&r  sich  ebenso  gut  möglich  wfli« 
(vgl.  §  56)  zu  den  beiden  andern,  erreichen  wir  den  Vorteil,  däff  die  Greisen 
Ton  J.  unabhängig  werden. 


?.  Die  durch  einen  Zweig  von  r  (A)  vermitteUe  konforme  Abbildung,    22T 

■    I      I    ■■        ■  Wu    n  1  ■      I  , 

dirlich  ihren  positiven  Wert'  beilegen;   dann   ist  aber   in  däm 

iten  Integral  der  Wert  der  Quadratwurzel  nicht  mehr  willkürlich, 

lern  wir  müssen,  wenn  wir  mit  früheren  Festsetzungen  (§  6,  VI 

§  53,  II)  in  Übereinstimmung  bleiben  wollen,  die  Quadratwurzel 

negativ  imaginär   nehmen,   sodaß   2(0^  positiv  imaginär  wird. 

können  schreiben: 

0  oc 

i  J  |>/-»(1 -»)(1 -i»)|        j  |V*(1  +*)(!  +  ix)y 

Diese  Darstellungen  lassen  nun  erkennen,  wie  sich  die  Perioden 
Funktionen  von  X  im  Intervall  (0  ...  1)  verhalten.  Lassen  wir 
lieh  X  von  0  bis  1  stetig  wachsen,  so  wächst  auch  jedes  einzelne 
nent  des  Integrals  (1).  Da  aUe  Elemente  des  Integrals  dasselbe 
;hen  haben,  so  folgt:  der  durch  das  Integral  (1)  dargestellte 
ig  der  Funktion  2oo^  von  l  wächst,  wenn  A  stetig  von  0  bis  l 
hst,  von: 


■s 


^*        =2;r 


2  j_^^^^  =  2  n. 


V*(i-*) 

0 

ins  Unendliche. 

DagtBgen  nimmt  jedes  Element  des  zweiten  Inte^mls  mit  wach- 
lem  X  ab.  iSlso  folgt:  wenn  X  stetig  von  0  bis  I  wächst,  ninmit 
Jt  stetig  ab  Von  oo  bis: 

OD 

dx 

i/r(r+"*) 

0  • 

Aus  den  beiden  abgeleiteten  Sätzen  folgt: 

I.   Wenn  X  stetig  wachsend  die  reellen   Werte  von  0  bis  1   durch-' 
?,    durchläuft   ein   bestimmter    Zweig   der    Funktion   r(A)    ebenfalls 
'g  und   ohne    umzukehren    die  positiv 
ginären  Werte  von  icc  bis  0. 

Wenn  nun  X  an  den  Punkt  1  heran^ 
mit,  lassen  wir  es  in  einem  Halbkreis 
um  diesen  Punkt, Herum  ausbiegen,  **6-'^- 

er  zur  !£lechten  bleibt  Dabei  biegt  1/A  in  die  negative  Halb- 
le  aus;  lassen  wir  es  wie  in  §  78  das  Schnittsystem  vor  sich 
(chieben,  so  erhalten  wir  Fig.  42. 

Es  wird  also: 
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wenn  mit  a,  ß  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 

IM  00 

dx  r  dz 


7) 


d» r 

0  1 

1  0 

^  __    r dx r dx 

J  1/*(1  -*)(1  -Ix)  ~ J  1/«(1  -x)(l  -  Xx)  ' 

l/X  -CX) 


Die  Quadratwurzel  ist  in  a  reell,  in  /?  imaginär;  nehmen  wir 
sie  in  a  positiv  reell,  so  müssen  wir  sie  in  ß  negatiy  imaginär 
nehmen,  sodaß  a  positiv  reell,  ß  positiv  imaginär  ¥rird.  Durch  An- 
wendung der  Transformation: 


8)  z  =  -|,     A,  bl- 

anden wir: 


y  i       ^  —  -r  > 


9)  a=.^c—=j'  ß  =  yj:;f-=il , 


0  -  00 


sodaß  e^/V^^  und  /?/]/Ä^  durch  die  oben  schon  benutzten  Integrale 
ausgedrückt  sind.  Wenn  l  von  1  nach  oc  geht,  geht  k^  von  1 
nach  0;  zufolge  Satz  (1)  durchläuft  dann  ß/a  stetig  und  ohne  um- 
zukehren rein  imaginäre  Werte  von  0  über  i  nach  co,  also  folgt: 

n.   JVenn  A  stetiff  wachsend  reelle   Werte  von  1  bis  OD  durchläuft^ 

8 
durchläuft  X  =  — — ^    ohne    umzukehren    einen   Halbkreis    von   0  über 


—   nach   —  1. 


1  -  t  2 

Andererseits    können   wir  auch  l,  wenn  es  auf  seinem  Wege 
(Satz  I)  von  1  in  0  angekommen  ist,  nach  rechts  ausbiegend  einen 

kleinen  Halbkreis  um  0  herum  beschreiben  und 
dann  die  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  be- 
schreiben lassen.  Dabei  biegt  l/X  um  oo  herum  in 
die  negative  Halbebene  aus ;  ein  Bild  der  Kugel  mit 
ihren  Rückkehrschnitten,  von  + 1  aus  stereographisch 
projiziert,  sieht  dann  folgendermaßen  aus  (wenn  wir 
p.     ^g  in  der  Ausgangsfigur  Übergangslinien  von  0  nach  1 

und  von  l/X  nach  oo  legen). 
Es  wird  also  in  diesem  Falle: 

10)  (^i  =  rj    ö>3  =  -  y  +  *? 

wenn  mit  /  und  S  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 
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11) 


1  IM 

J  V*(l  -x)(l  -Ix)       J  YxCT^ 


dx 


-  00 

0 


00  u 

J  Yx(i  -x)(i  -Ix)    j  y 

1  IM 


x){l  -  i  x) 


dx 


x(l  -  x)(l  -  Xx) 


und  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  so  bestimmt  werden,  daß  y 
positiy  reell,  d  positiv  imaginär  wird.     Die  Substitution: 


12) 


z-l-C,     X-      ^^,     X^-  j—j 


f&hrt  diese  Integrale  über  in: 

/  1 


13) 


di 


0 


S 


Vl-^  Ji 


dl; 


l/l-i,Jl/C(l-t)(l-i,C) 

—  00 


Wenn  l  yon  0  bis  —  cx)  abnimmt,  nimmt  X^  von  0  bis  1  zu; 
also  geht  nach  (I)  S/y  stetig  ohne  umzukehren  auf  gerader  Linie 
von  00  über  i  nach  0;  und  daraus  folgt  vermöge  (10): 

ITT.  Wenn  k  von  0  bis  ^  oo  geht,  durchläuft  r  Werte,  deren 
reeller  Teil  =  —  ^  ist,  von  oo  über  —  1  +  i  bis  ^  1  stetig  ohne 
umzukehren. 

Wir  können  die  drei  Sätze  I  bis  HI  in  die  eine  Aussage  zu- 
sammenfassen : 

IV.  Wenn  A  die  Begrenzung  der  positiven  Halbebene  durchläuft, 
durchläuft  ein  bestimmter  Wert  der  Funktion  t(A)  einmal  ohne  um^ 
zuhehren  die  Begrenzung  eines  Kreisbogendreiecks  mit  den  Ecken  0,  —  /,  cX). 

Wie  in  I,  §  11  ist  beim  Ausspruch  dieses  Satzes  eine  gerade 
Linie  als  spezieller  Fall  eines  Kreisbogens  behandelt 

Aus  diesem  Satze  und  daraus,  daß  r  als  Funktion  von  l  im 
Linem  dieser  Halbebene  nirgends  verzweigt  ist,  folgt  nun: 

V.  Durch  diesen  Zweig  der  Funktion  t  von  X  wird  die  positive 
Halbebene  auf  das  genannte  Kreisbogendreieck  umkehrbar  eindeutig  und 
konform  abgebildet. 

Also  wird  umgekehrt  durch  die  Funktion  A  von  r  das  genannte 
Dreieck  konform  auf  die  Halbebene  abgebildet  und  ea  folgt: 
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VI.  A  (t)  nimmt  jeden  camplexen  Wert,  dessen  imaginärer  Bestand- 
teil positiv  istj  in  einem  und  nur  in  einem  Funkte  im  Innern  diesei 
Dreiecks  an. 


§  94.    Analytische  Fortsetzung  dieser  Abbildung. 

Das  so  definierte  Fnnktionenelement  müssen  wir  nun  mit  Hilfe 
des  Spiegelungsprinzips  (I,  §  73)  analytisch  fortsetzen.  Bezeichnen 
wir  die  zu  einer  complexen  Ghröße  konjugierte  durch  UberstreicheD, 
so  drücken  sich  die  drei  Spiegelungen  an  den  drei  Seiten  des  Dreiecb 
analytisch  aus  durch  die  Gleichungen: 

1)  -^ :  t'  =  —  r , 

2)  J3:-.i-x:'  =  _(-.i_F)  oder  r  =-t-2, 

3)  /^:(T'  +  i)(F  +  i)  =  i   oder   t^    -xlg^' 

Durch  jede   dieser   drei  Spiegelungen   entsteht  aus  dem  ursprfing- 
lichen,  in  der  Fig.  44  mit  (1)  bezeichneten  Dreiecke  ein  neues,  das 


AB 


ABA 


3   2  3 


Fig.  44. 


als  ein  durch  die  Funktion  t(A)  vermitteltes  Bild  der  negativen 
Halbebene  anzusehen  ist  (In  der  Figur  ist  jedes  dieser  Bilder  mit 
demselben  Buchstaben  bezeichnet,  wie  die  zugehörige  Spiegelung) 
Diese  drei  Dreiecke  schließen  sich  an  das  erste  lückenlos  an,  greifen 
nirgends  übereinander  und  bilden  mit  ihm  zusammen  einen  einfach 
zusammenhängenden  Bereich,  der  ganz  auf  einer  Seite  jedes  Kreises 
und  jeder  Geraden  liegt,  von  dem  bezw.  von  der  ein  Stück  zu  seiner 
Begrenzung  gehört.  Jede  dieser  Begrenzungslinien  steht  rechtwinklig 
auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen;  diese  geht  bei  jeder  der  genannten 
Spiegelungen  in  sich  über. 

Irgend  eines  dieser  Bilder  zusammen  mit  dem  ursprünglichen 
Dreieck  bildet  einen  'FvMdamentalhereich  der  .'Funktion  X  von  t 
(I,  §  17.  VI). 
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Spiegeln  wir  nun  die  ganze  bereits  erhaltene  Figur  an  einer 
ihrer  Begrenzungslinien ^  so  erhalten  wir  eine  neue  Figur,  die  mit 
der  ersten  keinen  Punkt  (auch  keinen  Bandpunkt)  außer  der  spie- 
gelnden Linie  gemein  hat  und  die  folglich  mit  der  ersten  zusammen 
wieder  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  überall  einfach 
überdeckt,  der  ganz  auf  einer  Seite  von  jeder  seiner  Begrenzungs- 
linien  liegt  Diesen  Bereich  spiegeln  wir  abermals  an  einer  seiner 
Seiten;  dadurch  erhalten  wir  wieder  einen  Bereich  mit  denselben 
Eigenschaften  u.  s.  w. 

Da  die  Axe  der  reellen  2^hlen  bei  jeder  dieser  Spiegelungen 
in  sich  übergeht,  so  bleiben  alle  diese  successive  erhaltenen  Bereiche 
in  der  positiven  Salbebene.  Es  fäJlt  aber  auch  jeder  Punkt  der 
positiven  Halbebene  schließlich  in  eines  der  durch  wiederholte 
Spiegelung  entstehenden  Dreicke.  Denn  einerseits  kann  man  durch 
wiederholte  Spiegelung  an  den  zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen 
parallelen  Seiten  der  Figur  beliebig  große  positive  und  negative 
reelle  Teile  von  r  erreichen,  andererseits  sieht  man  folgendermaßen 
ein,  daß  man  auch  alle  Werte  von  r  mit  noch  so  kleinem  rein 
imaginären  Bestandteil  schließlich  erreicht:  Das  Äusgangsdreieck 
and  die  durch  wiederholte  Spiegelung  an  seinen  geradlinigen  Seiten 
hervorgehenden  Dreiecke  enthalten  alle  Werte  von  r,  deren  rein 
imaginärer  Bestandteil  >  \  ist.  Durch  Spiegelung  an  den  Kreis- 
bogen erhält  man  ein  Gebiet,  dem  alle  Werte  von  t  angehören, 
deren  rein  imaginärer  Bestandteil  >  -^  ist  u.  s.  f.  Nach  n- maliger 
Wiederholung  sind  bereits  alle  Werte  von  r  in  das  Gebiet  ein- 
bezogen,  deren  imaginärer  Bestandteil  > ist;   und  n  kann 

über  alle  Grenzen  wachsen.    Also  folgt: 

I.  Durch  wiederholte  Spiegelung  kann  die  Funktion  A(t)  über  die 
ganze  positive  .Halbebene  hin  analytisch  fortgesetzt  werden. 

Darüber  hinaus  aber  ist  die  analytische  Fortsetzung  nicht  mehr 
möglich.  Denn  je  mehr  im  uns  der  Axe  der  reellen  Zahlen  nähern, 
desto  kleiner  werden  die  Dreiecke;  und  zwar  sinkt  jede  ihrer  Aus- 
dehnungen unter  jede  Grenze.  Da  aber  die  Funktion  in  jedem 
Paare  benachbarter  Dreiecke  jeden  Wert  annimmt,  so  folgt,  daß  sie 
in  jeder  Nähe  jedes  Punktes  der  Axe  der  reellen  Zahlen  jeden  Wert 
üoch  unendlich  oft  anninamt  Jeder  solche  Punkt  ist  also  :ein 
wesentlich  aingulärer  (I^  §  68)  und  es  gilt  der  Satz: 

n.    Die  Axe   der  reellen  Zahlen  ist  für  die  Furiktion  A(t)  eine 
natürliche  Grenze. 
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In  der  That  ist  man  auf  die  Existenz  von  Funktionen  mit 
natürlicher  Grenze  durch  dieses  Beispiel  zuerst  aufioaerksam  geworden. 

Einen  analytischen  Ausdruck  von  A(t)  erhält  man,  wenn  man 
die  Gleichungen  (15)  bis  (17)  von  §  56  mit  der  Definition  von  l 
(§  63,  7)  verbindet     Man  findet  so: 

Wie  die  am  Schlüsse  von  Band  I  untersuchten  Funktionen  ist 
die  Funktion  X  (r)  eine  automorphe  Funktion,  Setzt  man  eine  gerade 
Anzahl  der  Spiegelungen  (1)  bis  (3)  in  beliebiger  Beihenfolge  und 
Wiederholung  zusammen,  so  erhält  man  eine  lineare  Substitution, 
die  die  Funktion  X{t)  in  sich  transformiert.  Insbesondere  erhält 
man  so  (vgl  §  68,  III): 

5)  -2'=^J3:t'  =  t  +  2, 

6)  y  =  JBr  :r'  =  — FV  -  2  =  -  |^t3± 

'  -1-2t  1  +  2t  ' 

7)  T=^rA:T'=      "^  ^ 


-1+2t         1  -  2t 

in.  Aus  diesen   drei  linearen  Substitutionen  (zwischen  denen  noch 
die  Relation 

8)  2YT=\ 

besteht)  lassen  sich  alle  linearen  Substitutionen  zusammensetzen^  die  die 
Funktion  l  (r)  in  sich  überfuhren;  denn  da  u^*  =  J3*  =  I^*  =  1  ist, 
läßt  sich  jedes  Produkt  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen 
(1)  bis  (3)  in  ein  Produkt  aus  21,   Y,  T  überflihren. 

Andererseits  erkennt  man,   wenn  man  X{t)  durch  die  «„  a^^' 
drückt  und  die  Gleichungen  von  §  72  berücksichtigt: 

IV.  X  (t)  bleibt  bei  allen  denjenigen  linearen  Periodentransformationen 
unffeändertj  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent  sind. 

Aus   diesem  Satz   und  aus  11   folgt  als  Analogon  zu  Satz  JS 
von  §  68: 

V.  Jede  modulo  2  zur  Identität  kongruente  lineare  Periodentrant'    . 
formation  läßt  sich  aus  2,    Y,   T  zusammensetzen.  \ 

■ 

Andererseits  zeigen  die  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  U)»  : 

daß   zwei   modulo  2    zur  Identität   kongruente   Substitutionen  sich  j 

stets    zu    einer   Substitution    derselben    Art    zusammensetzen;   mi^  ! 
andern  Worten: 

VI.  Die    modulo   2    zur   Identität  kongruenten   linearen  Transfer'    j 


§  95,    Bationale  Funktionen  von  l  als  Funktionen  von  r,       233 


mationen  bilden  für  sich  eine  Gruppe,  die  in  der  Gruppe  edler  linearen 
ganzzahligen  Transformationen  als   Untergruppe  enthalten  ist. 

Nun  sind  die  drei  Transformationen  2,  Y,  T  modulo  2  zur 
Identität  kongruent;  also  lassen  sich  aus  ihn^n  nur  solche  Trans- 
formationen zusammensetzen,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent 
sind.     Damit  ergiebt  sich  aus  III  die  folgende  Umkehrung  von  IV : 

Vn.  i(T)  bleibt  nur  bei  denjenigen  linearen  Periodentransformationen 
ungeändert,  die  modulo  2  zur  Identität  kongruent  sind. 


§  95.    Rationale  Funktionen  von  l  als  Funictionen  von  r. 

Nachdem  wir  im  yorigen  Paragraphen  X  als  eindeutige  auto- 
morphe Funktion  von  r  erkannt  haben,  können  wir  auf  Grund 
von  I,  §  33,  vn  (vgl.  auch  I,  §  70)  schließen,  daß  jede  rationale 
Funktion  von  A  ebenfalls  eine  eindeutige  automorphe  Funktion  von  t 
mit  folgenden  Eigenschaften  ist: 

1.  Sie  bleibt  ungeändert  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenten Modulsubstitution. 

2.  Sie  ist  im  Innern  und  auf  dem  ßande  des  Fundamental- 
bereichs überall  bis  auf  Pole  regulär,  abgesehen  von  den  Ecken. 

3.  Wenn  r  sich,  ohne  den  Fundamentalbereich  zu  verlassen, 
einer  seiner  Ecken  unbegrenzt  nähert,  konvergiert  sie  entweder  gegen 
einen  Grenzwert  oder  sie  wird  bestimmt  unendlich  in  dem  1,  §  48 
definierten  Sinne. 

4.  Sie  nimmt  jeden  Wert  im  Fundamentalbereich  von  A(t) 
ebenso  oft  an  wie  jeden  andern  (sofern  man  die  Aussage:  eine 
Funktion  nimmt  einen  bestimmten  Wert  in  einer  Ecke  des  Bereichs 
^-mal  an,  in  geeigneter  Weise  versteht). 

Von  diesem  Satze  gilt  nim  folgende  Umkehrung: 

Jede  eindeutige  analytische  Funktion  von  r,  die  die  Eigenschaften 
(t)  bis  (3)  hat,  ist  eine  rationale  Funktion  von  x  und  hat  folglich  auch 
die  Eigenschaft  (4). 

Man  kann  solche  Funktionen,  in  Analogie  mit  der  in  §  4  a.  E. 
definierten  Bezeichnung,  kurz:  Funktionen  des  Fundamentalbereichs 
^  i(r)  nennen. 

Zum  Beweis  betrachte  man  die  Abbildung  des  Fundamental- 
fcöreichs  auf  die  A- Ebene;  diese  erscheint  dabei  längs  zweier  der 
^frei  Strecken  {od  ...  0),  (0  ...  1),  (1  ..  .  oo)  aufgeschnitten,  während 
^gs  der  dritten  die  positive  und  die  negative  Halbebene  zusammen- 
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hängen.  Eine  Funktion  von  r,  die  die  Eigenschaft  (2)  hat,  geht 
dabei  über  in  eine  Funktion  von  A,  die  wegen  §  93, 1  in  der  ganzen 
aufgeschnitten«!  Ebene,  mit  Ausnahme  der  Punkte  0,  1,  oo  bis  auf 
Pole  regulär  ist  Hat  sie  als  Funktion  von  r  auch  die  Eigenschaft 
(1),  so  hat  sie  als  Funktion  von  X  in  einander  gegenüberli^enden 
Punkten  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte  je  denselben  Wert;  die 
Schnitte  können  also  getilgt  werden  und  sie  zeigt,  sich  jals  eindeutige 
Funktion  von  l  (vgl.  I,  §  67, 1).  Hat  sie  endlich  als  Funktion  von 
r  auch  die  Eigenschaft  (3),  so  folgt  aus  I,  §  48,  daß  sie  als  Funktion 
von  A  auch  in  jedem  der  Punkte  0,  1,  cx)  entweder  regulär  ist  oder 
einen  Pol  hat  Dann  ist  sie  aber  nach  I,  §  44,  VI. eine  rationale 
Funktion  von  A;  w.  z.  b.  w. 

§  96.    Die  Invariante  J  als  Funiction  von  l. 

Unter  den  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten  rationalen 
Funktionen  von  A  sind  auch  solche,  die,  als  Funktionen  von  r  be- 
trachtet, nicht  nur  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kongruenten^ 
sondern  überhaupt  bei  jeder  Modulsubstitution  ungeändert  bleiben. 
Über  die  Natur  solcher  Funktienen  giebt  schon  §  76  einigermaßen 
Auskunft:  da  wir  durch  Monodromie  der  Verzweigungspnnkte  jede 
Modulsubstitutix^n  erzielen  können,  so.  muß  umgekehrt  jede  Funktion 
der  eben  genannten  Art,  als  Funktion  der  Verzweigungspunkte  be- 
trachtet, bei  jeder  Vertauschung  dei  selben  ungeändert  bleiben,  also 
eine  symmetrische  l\inktion  von  ihnen  sein.  Näheres  lehrt  die  fol- 
gende Untersuchung: 

Die  Substitutionen  S  und  T  führen: 


A  = 


^  -  ^j 


^1    -^8 

nach  8§  69  und  70  bezw.  über  in: 


-?i— ^  =  ^-^    und    -?»^lfi-=  1 -A; 

6|    ~~  6«  K  ~~    1  cq   "^  Cj 

eine  Funktion  von  r,  die  bei  S  und  T  ungeändert  bleibt,  muß  also 
als  Funktion  von  A  ungeändert  bleiben,  wenn  man  X  durch  einen 
dieser  Werte  ersetzt  Sie  ist  also  als  Funktion  von  X  eine  auto- 
morphe Funktion,  die  die  beiden  linearen  Transformationen  in  sich: 

1)  X'  =  y^    und    ;/  =  1  -  A 

lind  folglich  nach  I,  §  18,  V  auch  jede  aus  ihnen  durch  Zusammen- 


§  97.    Fundamentedbereich  von  J  als  Funktion  von  r.  235 


Setzung  entstehende  lineare  Transformation  zuläßt;  also  die  Trans- 
formationen (vgl.  §  60): 

2)  Cr:.A'^^;      C^a:r=j^;     US:l'^^^ 

Wir  haben  aber  schon  in  I,  §§  15  und  22  gesehen,  daß  diese 
sechs  linearen  Transformationen  (die  Identität  mitgerechnet)  eine 
Gruppe  bilden;  jede  Funktion  der  genannten  Art  muß  also  als 
Funktion  von  X  eine  Invariante  dieser  Gruppe  sein.  Aber  auch 
umgekehrt:  jede  eindeutige  Funktion  von  A,  die  sich  dieser  Gruppe 
gegenüber  invariant  verhält,  bleibt  als  Funktion  von  r  bei  8  und  T 
und  folglich  nach  §  68  überhaupt  bei  jeder  Modulsubstitution 
invariant. 

Eiine  solche  Funktion  haben  wir  bereits  in  I,  §  22  kon- 
struiert, nämlich: 

3)  "  =  ( W^) j  • 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  benutzt  man  an 
ihrer  Stelle  gewöhnlich  lieber  die  Funktion: 

die  nach  der  dort  angegebenen  Methode  aus 

entsteht.    Beide  Funktionen  lassen  sich,  als  symmetrische  Funktionen 
der  6,  rational  durch  g^  und  g^  ausdrücken;  man  erhält: 

WO: 

die  durch  §  32,  Gleichung  (19)  definierte  Diskriminante  der  Grund- 
form f  ist 

§  97.    Fundamentalbereich  von  J  als  Funktion  von  r. 

Als  rationale  Funktion  sechsten  Grades  von  A  nimmt  J  im 
Fundamentalberei^h  von  l  jeden  Wert  sechsmal  an.  Daran  knüpft 
sich  die  Frage,  ob  es  nicht  möglich  ist,  einen  Fundamentalbereich 

TOD  A  in  sechs  Teilbereiche  so   zu   zerlegen,  daß  jeder   derselben 

ein  Fnndamentalbereich  von  /  ist. 
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Man  kann  diese  Frage  direkt  angreifen,  indem  man  yersncht, 
einen  Bereich  zn  konstruieren  von  der  Beschaffenheit,  daß  zu  jedem 
Punkt  der  positiven  Halbebene  ein  und  nur  ein  ^jäguivalenter^'  Punkt 
in  ihm  vorkommt;  wenn  man  nämlich  als  äquivalent  zwei  Punkte 
bezeichnet,  deren  jeder  durch  eine  Modulsubstitution  aas  dem  andern 
hervorgeht.  Dann  ist  die  Frage  bereits  durch  die  Entwicklungen 
von  §  79  erledigt,  die  nur  in  anderer  Ausdrucksweise  das  folgende 
Resultat  geben: 

L  Zu  jedem  Punkt  der  positiven  Halbebene  existiert  ein  äguhndenUr 
in  dem  Dreieck  j  das  vom  Einheitskreis  und  den  beiden  im  Abstand 
±  \  zur  Axe  der  rein  imaginären  Zahlen  gezogenen  Parallelen  be- 
grenzt ist 

Es  bliebe  dann  nur  zu  zeigen,  daß  dieses  Dreieck  nicht  zwei 
zu  einander  äquivalente  Punkte  enthalten  kann  (mit  andern  Worten, 
daß  die  in  §  79  gelehrte  Reduktion  nur  auf  eine  Art  möglich  ist), 
was  ebenfalls  mit  einfachen  Hilfsmitteln  geschehen  kann. 

Ist  das  gezeigt,  so  kann  man  folgendermaßen  weiter  schließen: 
Zu  jedem  endlichen  Wert  von  /  gehören  drei  bis  auf  die  Reihen 
folge  und  einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmte  Werte  TOn  e^y  «j,  e^ 
also  ein  bestimmtes  System  untereinander  äquivalenter  Werte  des 
Periodenverhältnisses,  unter  denen  einer  dem  genannten  Dreieck 
angehört.  Also  nimmt  /  jeden  endlichen  Wert  in  einem  und  nnr 
in  einem  im  endlichen  gelegenen  Punkte  des  genannten  Dreiecks  an. 

Wir  können  aber  auch  an  die  Entwicklungen  von  I,  §  22  an- 
knüpfen. Wir  haben  dort  bereits  die  ^-Ebene  in  sechs  Bereiche  von 
der  Art  eingeteilt,  daß  w,  also  auch  /  in  jedem  dieser  Bereiche 
jeden  Wert  einmal  und  nur  einmal  annimmt,  und  jeden  dieser  Be-  . 
reiche  wieder  in  zwei  Teilbereiche,  deren  einer  der  positiven,  dff 
andere  der  negativen  tr- Halbebene  entspricht;  es  handelt  sich  also 
nur  noch  darum,  diese  Einteilung  in  das  in  §  93  entworfene  Bild 
der  A-Ebene  zu  übertragen.  Dazu  müssen  wir  nur  die  Linien  der 
T-Ebene  bestimmen,  die  den  Grenzlinien  jener  Bereiche  entsprechen. 
Dazu  verhelfen  uns  die  Untersuchungen  von  §  88;  sie  zeigen:  wenn 
2cöj  und  2(03  konjugiert  complex  sind,  r  also  eine  Größe  vom  ab- 
soluten Betrage  1  ist,  werden  e^  und  e^  konjugiert  complex,  | 
eg  reell,  also:  ■ 

^'  ^""^I^^"*"*"        2(e,-e,)  I 

eine  Größe,   deren   reeller  Bestandteil    =  ^  ist     Auch  wissen  wir 
bereits    aus   §  89,   daß   für  r  =  z     A  =  |    und   aus  §  90,   daß  ßr    ] 
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T  =  —  ■i-  +  -|-'|^  ^  =  ^--  -öV^  '"^A-  Laseen  wir  also  X  die  Strecke 
von  \  bis  \  —  Y^  stetig  durchlaufen,  so  durchläuft  t  stetig  einen 
Bogen  des  Einheitskreises,  der  von  den  genannten  beiden  Punkten 
begrenzt  ist  Dabei  kann,  es  nicht  umkehren,  da  nach  §  93,  I  Mr 
alle  TOD  0,  I,  00  verschiedenen  Werte  von  i.  i.  eine  reguläre  Funktion 
von  T  ist;  und  es  kann  auch  nicht  den  Einheitskreis  vollständig 
durchlaufen,  da  es  doch  noch  in  der  positiven  Halbebene  bleibt. 
Also  durch^uft  t  dabei  den  in  der  positiven  Halbebene  gelegenen, 
von  den  beiden  genannten  Punkten  begrenzten  Bogen  des  E^nheits- 
kreises  einfach  ohne  umzukehren. 

Damit  ist  für  eine  der  Linien,  durch  die  die  Erteilung  der 
Ji-Ebene  bewirkt  vrird,  das  Bild  in  der  r-Ebene  gefunden;  die  Bilder 
der  übrigen  sind  teils  aus  §  93  bekannt,  teils  ergeben  sie  sich  aus 
der  eben  bestimmten,  durch  wiederholte  Anwendung  des  Spiegelungs- 
prinzips  und  der  zusammengehörigen  Substitutionen  (vgl.  68,  3  und 
§  96,  2): 
2)  t^   :i'  =  i^,      t'  =  _L±Z; 


3) 


U^:l'  = 


So  erhält  man  folgende  Figur  und  u. 

I.  0'ena  t  den  Umfang  det  in  der  Figur 
gekraffierten  Dreiecks  durchlauft,  durchläuft 
J  gerade  einmal,  ohne  umzukehren,  die  Axe 
der  reellen  Zahlen. 

TL  DietM  Dreieck  zusammen  mit  dem 
durch  Spiegelungen  an  einer  »einer  Seiten  arte 
ihm  entetehenden  bilden  einen  Fundamental- 
bereich der  Funktion  J{t). 

Diese    Spiegelungen    fuhren   t    bezw. 
über  in: 
4)  _F,     -F+  1,     -r-i. 

Durch  jede  dieser  Spiegelungen  entsteht  aus  dem  Dreieck  ein 
neues,  das  als  ein  durch  die  Funktion  t  von  /  vermitteltes  Bild 
der  negativen  Halbebene  anzusehen  ist  u.  s.  w.  Ganz  wie  in  §  94 
kann  bewiesen  werden,  daß  die  durch  fortgesetzte  Spiegelung  ent- 
stehenden Bilder  schließlich  die  ganze  positive  Halbebene  über- 
decken, daß  also  J{t)  eine  in  dieser  Halbebene  definierte  eindeutige 
Funktion  von  r  ist;  es  geht  das  übrigens  auch  daraus  hervor,  daß 


Fig.  45. 
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J  eine  eindeutige  Funktion  von  A  und  l.  eine  solche  von  r  ist 
In  jedem  Dreieck  der  Figur  nimmt  J  entweder  jeden  Weirt  mit 
positiver  oder  jeden  mit  negativer  zweiter  Koordinate  gerade  einmal 
an.    Wenn  also  die  Gleichung  besteht: 

5)  /(t,)  =  /{T3),  . 

müssen  die  Punkte  r^  und  r,  in  Dreiecken  derselben  Art  an  ent- 
sprechenden Stellen  liegen.  Dreiecke  derselben  Art  gehen  aber 
durch  eine  gerade  Anzahl  von  Spiegelungen  auseinander  hervor.  Je 
zwei  der  Spiegelungen  (4)  geben,  nacheinander  angewendet,  eine 
der  linearen  Substitutionen,  die  x  bezw.  in: 

1+T,      -T-i,      1-T-i 

überführen.  Das  sind  aber  gerade  die  in  §  68  bezw.  mit  8^  7,  \J 
bezeichneten  Substitutionen.  Aus  ihnen  entstehen  durch  Zusanmien- 
Setzung,  wie  wir  dort  gesehen  haben,  die  sämtlichen  Modulsubstita- 
tionen  und  nur  sie.     Also  folgt: 

Mne  Gleichung  der  Form  (5)  besteht  stets  dann,  und  nur  dann, 
wenn  r^  mit  r^  durch  eine  Modulsubstitution  zusammenhängt 

Damit  ist  der  Satz  von  §  78  auf  ganz  anderem  Wege  wiede^ 
gewonnen. 

An  diese  Sätze  lassen  sich  nun  für  die  Funktion  /(r)  ganz 
analoge  Folgerungen  knüpfen,  wie  in  dem  §  95  an  die  entsprechen- 
den Sätze  von  §§  93  und  94  über  die  Funktion  X  (r).  Wir  brauchen 
sie  nicht  alle  noch  einmal  explicite  auszusprechen;  nur  auf  einen 
Punkt  sei  aufmerksam  gemacht:  Die  Funktion  /(r)  und  ihre  ratio- 
nalen Funktionen  sind  auch  in  den  innerhalb  der  positiven  E[alb- 
ebene  gelegenen  Ecken  der  Fundamentalbereiche  bis  auf  Pole  regulär; 
nur  die  auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen  liegenden  Ecken  (einschl.  00) 
sind  wesentlich  singulare  Punkte  für  diese  Funktionen. 

§  98.    Beziehungen  zwischen  den  zu  /(r)  und  A(t)  gehörigen 

Gruppen. 

Wir  müssen  nun  die  Beziehung  zwischen  den  Funktionen  J(t] 
und  A(r)  noch  näher  untersuchen.  Jede  ganzzahlige  lineare  Sub- 
stitution (Modulsubstitution)  führt  J{t)  in  sich  über,  aber  nach  §  W 
nicht  immer  auchA(T).  In  der  That  wissen  wir  bereits  au6l,§22^ 
daß  zu  jedem  Werte  von  /  sechs  Werte  von  X  gehören;  wir  wissen 
ferner  aus  §  69,  daß  wir  durch  lineare  Periodentfansfbrmation  jede 
mögliche  Vertauschung  der  drei  Größen  e,   also   auch  jeden  Wert 
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von  X  erhalten«  können.  Man  hat,  um  die  hier  herrschenden  Be- 
ziehungen übersichtlich  ausdrücken -zu  können,  die  Äusdrucksweise 
eingeführt: 

I.  Zwei  lineare  Periodentransformationen  mit  den  Koeffizienten 
(^9  ßf  7i  ^)  hezw,  (a',  /?',  y',  5')  heißen  nach  dem  Zähknmodul  n 
kongruent,  wenn: 

1)  a  zz  a,     ß'  =  ß,     y  =  y,     d'  =  S    (mod.  n) 

ist. 

Mkn  erkennt  dann  zunächst: 

Sind  S  und  S^  modulo  n  zu  einander  kongruent,  so  kann  ge- 
setzt werden: 

2)  Äj  =  :SSy 

wo  JS^(=«^Äj  5-^)  eine  modulo  n  zur  Identität' kongruente  Substitution 
bedeutet  Da  für  »  =  2  keiner  der  Werte  von  X  durch  SS  geändert 
wird,  80  folgt: 

IL  Zloei  nach  dem  Modul  2  kongruente  lineare  Periodentransfor- 
mationen  haben  auf  X  denselben  Einfluß. 

Wir  fassen  nun  alle  nach  dem  Modul  2  kongruenten  linearen 
Periodentransformationen  zu  einer  Klasse  solcher  Transformationen 
zusammen  und  fragen  zunächst,  virieviele  verschiedene  solche  Klassen 
es  giebt  Dabei'  haben  wir  zu  l>eacbten,  daß  die  Transformations- 
koe£fizienten  an  die  Bedingung  aS  —  ßy  =  1  gebunden  sind.  Aus 
ihr  folgt:  wenn  a  gerade  ist,  müssen  /?  und  y  notwendig  ungerade 
sein,  S  aber  kann  gßrade  oder  ungerade  sein  —  das  giebt  zwei 
Klassen.  Ist  a  ungerade  und  6  gerade,  so  müssen  ß  und  y  un- 
gerade sein  —  eine  Klasse.  Sind  a  und  S  beide  ungerade,  so 
dürfen  ß  und  y  nur  nicht  beide  ungerade  sein  —  drei  Klassen. 
Ük  man:  sich  leicht  durch  Bildiing  von  Beispielen  (s.  unten)  davon 
überzeugen  kann,  daß  zu  jeder  dieser  Klassen  wirklich  lineare 
Periodentransformationen  gehören,  so  kann  man  sagen: 

in.  Die  Modulgruppe  kann  zerlegt  werden  in  sechs  Klassen^  von 
je  untereinander  modulo  2  kongruenten  Transformationen. 

Es  ist  vielfach  zweckmäßig,  von  jeder  solchen  Klasse  einen  be- 
stimmten Repräsentanten  anzugeben;  wie  schon  in  §§  69  und  96 
mögen  wir  als  Bepräsentanten  etwa  wählen: 


^  Man  beachte,  daß  von  diesen  Klassen  nur  eine  eine  Gruppe  \At\  tfämlich 
diejenige,  die  aus  den  zur  Identit&t  kongruenten  Transformationen  besteht 
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Man  kann  dann  jede  Modulsubstitation  F  auf  eine  und  nur  auf 
eine  Weise  auf  die  Form  bringen: 

3)  ^=«t^„ 

in  der  F.  eine  der  sechs  genannten  Substitutionen^  r^  =  r^^~^eine 
nach  dem  Modul  2  zur  Identität  kongruente  Substitution  bedeutet 
Man  kann  dasselbe  auch  durch  die  Kongruenz: 

4)  F  =  P]    (mod.  2) 

ausdrücken  und  sich  mit  Hilfe  der  Zusammensetzungsformeln  (1, 
§  14,  11)  davon  überzeugen,  daß  aus  F^  1F  rmd  r  =  fT  folgt 
daß  auch  FF  ^  JFJF  ist  Infolgedessen  kann  man  von  der  „Är- 
sammensetzung  der  Klassen''  reden:  sind  C.y  C^,  C^  Bezeichnungen  ftr 
drei  Klassen^  F.,  F^  allgemein  Zeichen  für  iSransformationen  der 
ersten,  bezw.  der  zweiten  dieser  Klassen,  so  drückt  die  Gleichung: 

5)  CjC,  =  C, 

aus,  daß  die  Klasse  (7^  aus  den  sämtlichen  Produkten  F,  F^  besteht 
Diese  Zusammensetzungen  der  Klassen  bilden  eine  Gruppe,  die  ab- 
strakt genommen  mit  der  Gruppe  der  sechs  linearen  Transformationen 
identisch  ist,  die  die  sechs  Werte  von  X  ineinander  überflihren  (I,  §  22). 

§  99.    Untergruppen  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index. 

Es  sei  P  eine  Untergruppe  der  Modulgruppe  F  von  unendlich 
hoher  Ordnung,  d.  h.  eine  Gruppe,  die  aus  unendlich  vielen,  aber 
nicht  allen  Modulsubstitutionen  besteht  Ihre  Substitutionen  seien 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit: 

1)  1,     ^1,     ^2» ^P 

bezeichnet.  Ist  dann  F^  eine  Substitution  von  Fj  die  nicht  zu  F 
gehört,  so  sind  die  Substitutionen: 

2)  r,,     F^v,,     F,v^,....F,v, 

alle  voneinander  und  von  den  Substitutionen  (1)  verschieden.  Denn 
wäre  F^  r.  =  f]  Vj^,  so  würde  folgen  v.  =  v^^;  und  wäre  F^v.=^  t?j,  so 
würde  folgen  F^  =  Vj^v.-^,  Da  aber  n.  V.  die  Substitutionen  (1) 
eine  Gruppe  bilden,  ist  Vj^v."'^  unter  ihnen  enthalten;  also  wäre 
Tj  unter  ihnen  enthalten,  gegen  die  Voraussetzung. 

Sind  außer  den  Substitutionen  (1)  und  (2)  noch  andere  in  F 
enthalten,  so  sei  F^  eine  von  diesen.  Dann  folgt  ganz  ebenso,  (IäB 
die  Substitutionen: 

3)  Fg,     F^v^,     ^2  ^2 »  •  •  •  ^  ^'t  •  •  • 
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alle  Yoneinander  und  von  den  Sabstitationen  (1)  y erschieden  sind. 
Sie  sind  aber  auch  alle  von  den  Substitutionen  (2)  verschieden. 
Denn  wäre  etwa  ^»^  =  ^i  »j,  so  würde  folgen:  Tj  =  ^i^k^i''^l  ^^^ 
da  Vj^v.-^  zu  (1)  gehört,  würde  F^  zu  (2)  gehören,  gegen  die  Vor- 
aussetzung. 

Sind  die  Substitutionen  von  F  damit  noch  nicht  erschöpft,  so 
kann  man  eine  vierte  Zeile  ansetzen: 

und  von  dieser  ebenso  zeigen,  daß  alle  ihre  Substitutionen  von- 
einander und  von  den  Substitutionen  der  vorhergehenden  Zeilen 
verschieden  sind. 

Hätten  wir  bei  Aufstellung  der  Zeilen  z.  B.  an  Stelle  von  ^ 
irgend  eine  andere  Substitution  F^Vj^  benutzt,  so  würde  an  Stelle  der 
Zeile  (2)  die  folgende  getreten  sein: 

2a)  ^i^h^     ^i^h^i^     F.Vj^v^, . . .  .  F^Vj^v. . . . 

Aber  da  die  Substitutionen  (1)  n.  V.  eine  Gruppe  bilden,  so  sind 
die  Substitutionen: 


V       üj»!,       Vj,V^'"Vj^V^ 


•  • 


nur  durch  die  Beihenfolge  von  ihnen  verschieden.  Also  gilt  das- 
selbe von  (2  a)  und  der  i^^^  Zeile  des  zuerst  erhaltenen  Schemas, 
und  es  besteht  der  Satz: 

L  Die  durch  eine  Untergruppe  F'  gelieferte  Einteilung  der  Sub^ 
itituHonen  von  F  in  Zeilen  ist  bis  auf  die  Reihenfolge  der  Zeilen  und 
die  Beihenfolge  der  Substitutionen  innerhalb  der  einzelnen  Zeile  durch 
r  allein  vollständig  bestimmt  und  nicht  abhängig  von  der  Auswahl 
der  Substitutionen  F^,  F^  .  .  ,  .,  die  wir  zur  Bildung  der  Zeilen  be- 
tnttzt  haben, 

EXn  solches  System  von  Substitutionen  1 ,  /^ ,  F^  .  . ,,  deren 
jede  aus  je  einer  Zeile  dieser  Einteilung  im  übrigen  ganz  wiU- 
kürUch  herausgegriffen  ist,  nennen  wir  ein  zu  F'  innerhalb  F  ge- 
hörendes  System  von  Repräsentanten. 

Es  kann  vorkommen,  daß  immer  noch  Substitutionen  übrig 
bleiben,  wieweit  man  auch  in  der  Bildung  der  Zeilen  gehen  mag; 
ee  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  nach  Bildung  der  jti^°  Zeile 
sämtliche  Substitutionen  der  Gruppe  erschöpft  sind.  Wir  wollen 
^ns  hier  nur  mit  dem  letzteren  Falle  weiter  beschäftigen.  Man 
pflegt  zu  definieren: 

n.    Besteht   das    aufgestellte    Schema  aus  fA  Zeilen,    so   heifit  die 
^Untergruppe  F'  innerhalb  F  vom  Index  fA. 

Bukkuardt,  Failirtlonen.    II.  \^ 
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§  100.    Fundamentalbereich  einer  Untergruppe  der  Moduigruppe. 

Den  abstrakten  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  stellen 
wir  nun  auch  entsprechende  geometrische  Darstellungen  zur  Seite. 
Um  sie  bequem  formulieren  zu  können,  definiert  man  zunächst: 

I.  Geht  ein  Punkt  r  durch  eine  Substitution  van  P  in  einen 
andern  x  übery  so  heißen  x  und  x  „äquivalent  in  Bezug  auf  F'^  oder, 
wo  kein  Mißverständnis  möglich  ist,  einfach:  „relativ  äquivalent^. 

In  demselben  Sinne  spricht  man  auch  von  zwei  in  Bezug  auf 
r'  äquivalenten  Dreiecken,  bezw.  Doppeldreiecken  der  Modulteilong. 

Wir  wählen  nun  irgend  ein  Doppeldreieck  der  Modulteilung  ab 
Ausgangsbereich  1  und  bezeichnen  jedes  andere  mit  dem  Zechen 
derjenigen  Substitution,  durch  die  es  aus  dem  ersten  hervorgeht  An 
das  Doppeldreieck  1  stoßen  drei  weitere  Doppeldreiecke  an;  diese 
sind  jedenfalls  nicht  alle  drei  zu  1  in  Bezug  auf  F'  äquivalent 
Denn  sonst  würde  F  die  Substitutionen  S  und  T  enthalten  tind 
folglich  nach  §  68  mit  F  identisch  sein.  Sei  F^  eines  von  ihnen, 
das  zu  1  nicht  relativ  äquivalent  ist;  wir  f&gen  es  zu  1  hinzn. 
Das  von  1  und  F^  gebildete  Polygon  ist  von  einem  Exanze  weiterer 
Doppeldreiecke  umgeben ;  sind  unter  diesen  noch  eines  oder  mehrere 
vorhanden,  die  weder  mit  1,  noch,  mit  F^  relativ  äquivalent  sind,  so 
bezeichnen  wir  eines  von  ihnen  mit  F^  und  fügen  es  dem  von  1 
und  Fj  gebildeten  Polygon  hinzu.  So  fahren  wir  fort,  indem  wir, 
solange  es  möglich  ist,  dem  gerade  erreichten  Polygon  aus  dem  es 
umgebenden  Kranze  von  Doppeldreiecken  jedesmal  ein  solches  wei- 
teres anhängen,  das  mit  keinem  der  bereits  in  das  Polygon  auf- 
genommenen Doppeldreiecke  relativ  äquivalent  ist 

Wir  setzen  nun  insbesondere  voraus,  die  Untergruppe  F  sei 
von  endlichem  Index  fi.  Dann  muß  der  eben  geschilderte  ProzeB 
nach  einer  endlichen  Anzahl  fiQ^fi  von  Schritten  zum  Abschluß 
kommen ;  denn  es  giebt  dann  nicht  mehr  als  fj,  inäquivalente  Klassen 
untereinander  relativ  äquivalenter  Doppeldreiecke.  Man  habe  also 
ein  aus  fi^  Doppeldreiecken  bestehendes  Polygon  von  der  Beschaffen- 
heit erhalten,  daß  jedes  an  dieses  Polygon  anstoßende  Doppeldreieck 
jD^  mit  einem  Doppeldreieck  D^  des  Polygons  relativ  äquivalent  ist 
Dann  muß  D^  am  Eande  des  Polygons  anliegen.  Denn  eines  der 
zu  D^  benachbarten  Doppeldreiecke  Df  gehört  dem  Polygon  an  und 
ist  mit  einem  zu  JD.  benachbarten  Doppeldreiecke  D^'  relativ  äqui- 
valent Dieses  letztere  kann  dem  Polygon  nicht  angehören,  weü 
ihm  D!  angehört;   also  liegt  JD.  zu  einem  dem  Polygon  nicht  an- 
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gehörenden  Doppeldreieck,  nämlich  j9^^  benachbart,  mit  andern  Worten, 
es  liegt  am  Bande  des  Polygons  Dabei  ist  die  gemeinsame  Seite 
von  D^  und  D!  relativ  äquivalent  zu  der  gemeinsamen  Seite  von 
B.  und  DJ,  d-  h.  die  Randkurven  unseres  Polygons  sind  einander 
paarweise  relativ  äquivalent.  Wie  in  früheren  Fällen  rechnen  wir 
von  zwei  solchen  Eandkurven  immer  nur  die  eine  mit  zu  dem 
Polygon. 

IL  Treffen  wir  diese  Festsetzung^  so  sind  in  dem  Polygon  keine 
zwei  zu  einander  relativ  äquivalente  Punkte  enthalten. 

Denn  zwei  solche  Punkte  würden  einander  auch  in  Bezug  auf 
r  äquivalent  sein,  also  an  homologen  Stellen  zweier  Doppeldreiecke 
liegen.  Dann  würde  die  Modulsubstitution,  die  einen  dieser  Punkte 
in  den  andern  überflihrt,  gleichzeitig  das  eine  dieser  Doppeldreiecke 
ganz  in  das  andere  überführen  und  folglich  der  Untergruppe  P  an- 
gehören, gegen  die  Voraussetzung. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

HL  Das  Polygon  enthält  zu  jedem  Punkte  r  der  positiven  Halb' 
dfene  einen  relativ  äquivalenten. 

Zum  Beweis  verbinden  wir,  was  stets  möglich  ist,  den  Punkt  r 
mit  irgend  einem  Punkt  r^  des  Polygons  durch  einen  Weg,  der  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Doppeldreiecken  der  Modulteilung  durch- 
setzt.   Durchlaufen  wir  diesen  Weg  von  r^,  aus,  so  gelangen  wir  bei 
Überschreitimg   des   Polygonrandes   in   ein   Doppeldreieck  D^^   das 
TL  Konstr.  mit  einem  Doppeldreieck  D^  des  Polygons  relativ  äqui- 
Yalent  ist     Wir  können  also  zu  dem  nun  folgenden  Teil  unseres 
Weges  einen   relativ   äquivalenten   Weg   ausfindig   machen,   dessen 
Anfang  innerhalb  i>.  verläuft.     Indem  wir  ihn  verfolgen,  gelangen 
wir  entweder  zu   einem   innerhalb  des  Polygons  gelegenen,   mit  r 
relativ  äquivalenten  Punkt,  oder  wieder  an  den  Rand  des  Polygons 
und  über  ihn  hinüber  in  ein  Doppeldreieck  DJ.    Auch  dieses  ist 
mit  einem  Doppeldreieck  D^   des  Polygons   relativ  äquivalent;   wir 
können  wieder  zu  dem  nun  folgenden  Teil  des  Weges  einen  relativ 
äquivalenten  Weg  angeben,  der  zunächst  innerhalb  D^  verläuft  u.  s.  w. 
SchUeßlich  müssen  wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  r  relativ  äquivalenten 
Punkt  kommen.     Denn   da   der  ursprüngliche  Weg  von  r^  nach  r 
nur  eine  endliche  Anzahl  Doppeldreiecke  durchsetzte,  muß  dasselbe 
mit  jedem  zu  ihm  relativ  äquivalenten  Weg  der  Fall  sein. 

Damit  ist  Satz  III  bewiesen;  insbesondere  folgt,  daß  die  oben 
mit  fi^  bezeichnete  Zahl  der  Doppeldreiecke  des  Polygons  nicht 
<  pLj  sondern  s=s  /i  ist 

16* 
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Seiner  Entstehung  aus  der  Modulteilung  zufolge  überdeckt  das 
Polygon  keinen  Teil  der  Ebene  mehrfach.  Man  kann  es  auch  stets 
als  einfach  zusammenhängend  ansehen;  denn  wenn  auch  ja  etwa  ein 
neu  hinzukommendes  Doppeldreieck  mit  zweien  seiner  Eänder  an 
das  vorher  schon  gebildete  Polygon  anstoßen  sollte,  so  brauchte  man 
es  doch  nur  längs  einer  dieser  Seiten  mit  jenem  zu  yereinigen, 
während  man  längs  .  der  andern  keinen  Zusammenhang  anzu- 
nehmen hätte. 

Man  nennt  ein  nach  den  Vorschriften  dieses  Paragraphen  kon- 
struiertes Polygon  einen  Fundamentalbereich  der  Untergruppe  f. 
Unter  erlaubter  Abänderung  desselben  versteht  man  die  Ersetzung 
eines  oder  mehrerer  seiner  Doppeldreiecke  durch  relativ  äquivalente. 


§  101.    Modulfkinktlonen. 

Zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Theorien  der  beiden  vorher- 
gehenden Paragraphen  stehen  uns  bereits  zwei  durchgeführte  Bei- 
spiele zu  Gebote:  nämlich  einmal  die  Modulgruppe  F  selbst,  dann 
diejenige  Untergruppe  vom  Index  6,   die   aus   allen  modulo  2  zur 
Identität  kongruenten  Modulsubstitutionen  besteht    In  jedem  dieser 
beiden  Fälle  hatten  wir  zu   der    Untergruppe  gehörende  JUodu^unk- 
tioneri  kennen  gelernt,  nämlich  Funktionen,  die  bei  allen  Substitutionen 
der  Gruppe  unverändert  bleiben,  die  femer  im  Innern  und  am  Eande 
des  Fundamentalbereichs   der  Gruppe,   ausgenommen  seine   Ecken 
vom  Winkel  0,    bis   auf  Pole   regulär   sind,    die  endlich  einem  be- 
stimmten Grenzwert  sich  nähern  oder  in  dem  I,  §  48   definierten 
Sinne  bestimmt  unendlich  werden,   wenn  r  sich  im   Fundamental- 
bereich einer  solchen  Ecke  unbegrenzt  nähert.    Wir  hatten  in  beiden 
Fällen  gesehen,  daß  sich  alle  solchen  Funktionen  durch  eine  unter 
ihnen  (im  einen  Fall  J,  im  andern  Fall  k)  rational  ausdrücken  lassen 
und  daß  also  zwischen  irgend  zweien  unter  ihnen  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  r  unabhängigen  Koeffizienten  besteht    Eine  solche 
Funktion  eines  Bereiches,  durch  die  sich  jede  andere  Funktion  des 
Bereiches  rational  ausdrücken  läßt,   nennt  man  eine  Hauptfunktion 
des    Bereiches;    man    erkennt,    daß   jede    lineare   Funktion  einer 
Hauptfunktion   wieder   eine   Hauptfunktion   desselben   Bereiches  ist 
(daß   man    also   nicht  etwa  von   der  Hauptfunktion  eines  Bereiches 
sprechen    kann).     Für   eine   solche  Hauptfunktion   ist   der  „Funda- 
mentalbereich der  Untergruppe"  zugleich  „Fundamentalbereicb  der 
Funktion"  in  dem  I,  §  17,  VI  definierten  Sinne.     Man  beachte  aber, 


. 
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daß  nicht  zu  jeder  Untergruppe  Hauptfunktionen  gehören  (ebenso- 
wenig wie  zum  PeriodenparaUelogramm,  vgL  §  14,  VI). 

Jede  Funktion  des  Bereiches  irgend  einer  Untergruppe  der  Modul-' 
gruppe  bezeichnen  wir  als  Modulfunktion^  im  allgemeinsten  Sinne;  eine 
Hauptfunktion  eines  solchen  Bereiches  speziell  als  einen  HauptmoduL 

Betrachten  wir  nunmehr  gleichzeitig  zwei  Untergruppen  P  und 
P'  von  r,  von  denen  die  letztere  in  der  ersteren  enthalten  sei. 
Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  daß  -zu  F'  Hauptfunktionen 
gehören;  sei  z  eine  derselben.  Jede  Punktion  w  von  P  ist  dann 
zugleich  eine  Funktion  von  /*",  also  eine  rationale  Funktion  von  z. 
Somit  ist  umgekehrt  z  eine  algebraische  Funktion  von  w,  d.  K  JVurzel 
einer  algebraischen  Gleichung^  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  w  sind;  das  Gleiche  gilt  von  jeder  rationalen  Funktion  von  z. 

Wir  werden  diesen  Satz  besonders  auf  den  Fall  anzuwenden 
haben,  daß  die  hier  mit  JT  bezeichnete  Gruppe  die  Modulgruppe  F 
selbst  ist  Er  sagt  dann  aus,  daß  jeder  Hauptmodul  und  folglich 
jede  Modulfunktion,  die  zu  einer  Untergruppe  mit  Hauptmodul  gehört, 
eine  algebraische  Funktion  von  J  ist, 

(Wollten  wir  weitergehende  Sätze  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  als  bekannt  voraussetzen,  so  könnten  wir  zeigen,  daß 
die  Voraussetzung  der  Existenz  eines  zur  Untergruppe  gehörenden 
Hauptmoduls  nicht  erforderlich  ist,  daß  vielmehr  jede  Modulfunktion 
algebraisch  von  /  abhängt.) 

§  102.  Ausgezeichnete  Untergruppen  und  zugehörige  Faktorgruppen. 

In  dem  speziellen  Falle  von  §  98  hatten  wir  eine  „Zusammen- 
setzung der  Klassen'^  kennen  gelernt:  wenn  dort  das  Produkt 
r.  Fj  =  Fl  war,  so  gehörte  das  Produkt  jeder  Substitution  der  i*«»* 
Zeile  mit  jeder  Substitution  der  k^^  Zeile  der  /*«"  Zeile  an.  Etwas 
Analoges  findet  keineswegs  bei  jeder  der  in  §  99  besprochenen 
Untergruppen  statt  Denn  soll  es  zu  jeder  Kombination  der  In- 
dices  t,  i,  r,  s  einen  Index  t  von  der  Beschaffenheit  geben^  daß: 

ist,  so  folgt: 

^d  daraus: 

2)  ^-^r^  /^  =  t?^ü^-i  =  einer  Substitution  t;^ 

^  In  älteren  Darstellungen  wird  speziell  die  hier  mit  A(t)  bezeichnete 
Funktion  Modalfunktion  genannt. 
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(da  doch  die  Sabstitutionen  v  für  sich  eine  üntergrappe  bilden  sollen). 
Umgekehrt,  wenn  es  zu  jedem  Indexpaare  k,  s  einen  Index  ie  yon 
der  Beschaffenheit  giebt^  daß  die  Gleichung  (2)  oder: 

2a)  ^r^U^f'u^u 

besteht,  so  folgt  daraus  rückwärts: 

*  r     *    »  u    9  t 

und  daraus  wieder  Gleichung  (1).    Man  definiert  nun: 

I.  Die  Substitution  ^ "  ^  »,  ^  heißt  die  Transformierte  von  v^  ver- 
möge   V^;  sie  heifit  auch:  innerhalb  F  mit  v^  gleichbereehtigt. 

Dann  gilt  der  Satz: 

n.  Die  Transformierten  aller  Substitutionen  einer  Untergruppe  P 
von  r  vermöge  einer  Substitution  von  F  bilden  eine  Gruppe  j  die  nä 
F  innerhalb  F  gleichberechtigt  heißt 

Denn  aus  v^v^  =  v^  folgt: 

F  -^v  F    F-^vFzszF-^vvFssF-^vF 

Definiert  man  weiter: 

ni.    Eine  Untergruppe  von  F,   mit  der  jede  zu  ihr  innerhalb  F 
gleichberechtigte  identisch  ist,  heißt  innerhalb  F  ausgezeichnet  — 
so  lautet  der  zu  Anfang  bewiesene  Satz: 

IV.  Eine  Zusammensetzung  der  Klassen  findet  dann  und  nur  dann 
statt,  wenn  F  eine  ausgezeichnete   Untergruppe  von  F  ist 

Es  sei  nun  z  eine  zur  Untergruppe  F  gehörende  Modulfunktion. 

Ersetzt  man  r  durch  irgend  einen  der  Werte    ^^(t),    F^v^{t) , 

so  erhält  man  aus  z  eine  „miV  z  gleichberechtigte^^  Modulfunktion  r- 
Diese  genügt  derselben  Gleichung: 

3)  /-(z,  7)  =  0 

wie  z\  denn  die  linke  Seite  ist  als  Funktion  von  r  betrachtet  iden- 
tisch NuU,  bleibt  also  Null  bei  der  Substitution  von  F.v^{t)  für  h 
durch  die  z  in  z^  übergeht,  während  /  ungeändert  bleibt  (vgl.  \ 
§  66,  IV).     Wir  können  sagen: 

V.  Gleichberechtigte  Modulfunktionen  sind  Wurzeln  einer  und  der* 
selben  algebraischen  Gleichung  mit  in  J  rationalen  Koeffizienten, 

Umgekehrt  kann  man  auch  immer  eine  solche  Gleichung  bilden, 
deren  sämtliche  Wurzeln  untereinander  gleichberechtigte  Modül- 
funktionen  sind.  Denn  die  symmetrischen  Funktionen  der  sämtUchen 
untereinander  gleichberechtigten  Modulfunktionen  sind  nach  §97  a.£- 
rationale  Funktionen  von  /. 
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Es  findet  aber  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  je  nach- 
dem wir  es  mit  einer  ausgezeichneten  oder  mit  einer  nicht  aus- 
gezeichneten Untergruppe  zu  thun  haben.  Die  Funktion  z.  nämlich, 
die  aus  z  durch  die  Substitution  von  ^(t)  flir  r  hervorgeht: 

bleibt  ungeändert,  wenn  man  auf  r  eine  der  transformierten  Sub- 
stitutionen ^|~^»,  ^1  anwendet;  denn  es  ist: 

Gleichberechtigte  Modulfunktionen  gehören  also  zu  gleichberechtigten 
Untergruppen.  Ist  insbesondere  die  Gruppe  F*  eine  ausgezeichnete^  so 
gehören  alle  mit  z  gleichierechtigten  Modulfunktionen  zu  einer  und 
derselben  Gruppe,  nämlich  eben  zu  F*. 

Eine  Folge  davon  ist,  daß  sie  alle  bei  allen  Substitutionen  o^ 
»3 . . .  ungeändert  bleiben  und  bei  allen  Substitutionen  F.v^^  F^v^  ,  . . 
in  derselben  Weise  untereinander  vertauscht  werden.  Man  kann 
also  durch  Ausübung  von  Modulsubstitutionen  auf  r  nicht  beliebige 
Vertauschungen  der  Wurzeln  der  z-Gleichung  erzielen,  sondern  nur 
fi  bestimmte  solche  Vertauschungen.  Diese  bilden  eine  Gruppe, 
deren  Gesetze  sich  aus  den  Gesetzen  der  Zusammensetzung  der 
Klassen  ergeben;  sie  heißt  die  zu  F'  in  Bezug  auf  F  gehörende 
Pakiorgruppe  G.  Für  diese  Faktorgruppe  ergiebt  sich  aus  §  97 
am  Ende  der  Satz: 

Jede  rationale  Punktion  der  Wurzeln  z,  die  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  eine  beliebige  Fertauschung  der  Gruppe  G  unter  ihnen  vornimmt^ 
ist  eine  rationale  Punktion  von  J, 

(Auch  wenn  P  nicht  ausgezeichnet  ist,  kann  man  eine  Gruppe 
von  Vertauschungen  der  Wurzeln  konstruieren,  die  die  letztgenannte 
Eigenschaft  hat;  aber  die  Anzahl  dieser  Vertauschungen  ist  dann 
größer  als  der  Index  jti  von  7^.) 
• 

§  103.    Hauptkongruenzuntergruppen  der  Modulgruppe. 

Eine  der  Untersuchung  besonders  leicht  zugängliche  Untergruppe 
wird  von  denjenigen  linearen  Periodentransformationen: 


1) 


{ 


gebildet,  die  in  Bezug  auf  irgend  einen  Zahlenmodul  zur  Identität, 
d.  L  zu  der  Transformation: 


OJi'^C»!,        «3'  ==«8 
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kongruent  sind  (§  98, 1);  man  überzeugt  sich  nämlich  mit  Hilfe  der 
Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11),  daß  diese  Transformationen 
in  der  That  eine  Gruppe  bilden.  Man  nennt  sie  die  HaupteangruenZ' 
gruppe  n^  Stufe;  überhaupt  nennt  man  eine  Gruppe  linearer  Trans» 
formationen  eine  Kongruenzgruppe  n*®'  Stufe,  wenn  sie  alle  Trans- 
formationen enthält^  die  zu  irgend  einer  ihrer  Transformationen 
modulo  n  kongruent  sind. 

Wir  müssen  zuerst  den  Index  der  Hauptkongmenzgruppe 
n^  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  aller  linearen  Periodentnuisfor- 
mationen  bestimmen,  wollen  uns  aber  dabei  auf  den  Fall  beschränken, 
daß  n  Primzahl  ist.  Wir  beachten  zunächst:  Verstehen  wir  nnter  F 
in  §  99  die  Hauptkongruenzgruppe  n*^  Stufe,  so  enthält  jede  Zeile 
des  dort  aufgestellten  Schemas  gerade  diejenigen  Substitutionen,  die 
mit  der  ersten  Substitution  der  Zeile  nach  dem  Modul  n  kongruent 
sind.  Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  „der  Anzahl  der 
modulo  n  verschiedenen  Substitutionen*';  mit  andern  Worten,  der 
modulo  n  verschiedenen  Zahlsysteme  (a,  /?,  y,  d),  die  der  Glei- 
chung (§  67,  9): 

2)  «^  -  /9y  =  1 
genügen. 

Diese  Gleichung  kann  jedenfalls  nicht  bestehen,  wenn  a  und  ß 
beide  durch  n  teilbar  sind.  Sind  aber  u  und  ß  nicht  beide  durch 
n  teilbar,  so  kann  man  die  Gleichung  (2)  als  eine  diophantische 
Gleichung  für  y  und  S  ansehen  und  sie  als  solche  nach  elementaren 
Methoden  auflösen;  ist  y^,  8^  irgend  eine  Lösung,  so  ist  die  all- 
gemeinste: 

3)  r  =  ro  +  «^       d  =  d,+ßt 

unter  t  irgend  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Sind  t^  und  t^  zwei 
Werte  derselben,  y^,  d^  und  y^j  S^  die  zugehörigen  Werte  von  y 
und  S,  so  ist  dann  und  nur  dann  gleichzeitig  y^  m  y^  und  ä^  =i  S^ 
(mod.  n\  wenn  t^  el  t^  (mod.  n)  ist;  denn  a  und  ß  sollten  «icht  beide 
durch  n  teilbar  sein,  und  n  war  als  Primzahl  vorausgesetzt  Man 
hat  also  n^  —  1  Möglichkeiten,  a  und  ß  zu  wählen,  und  dann  noch 
für  jede  derselben  n  Möglichkeiten  in  der  Wahl  von  t  Im  ganzen 
besitzt  also  die  Gleichung  (2)  n{n^  —  1)  modulo  n  verschiedene 
Lösungssysteme;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

I.  Wenn  n  Primzahl  ist,  beträgt  der  Index  der  Hauptkongruenz- 
gruppe  w'*^  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  der  linearen  Periodentram- 
formationen: 

4)  7l(7i^-l). 
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Betrachten  wir  aber  nicht  die  Gmppe  der  homogenen  Unearen 
Transformationen  der  Perioden,  sondern  die  der  gebrochenen  Unearen 
Substitutionen  des  Perioden  Verhältnisses,  so  ist  der  Index  im  all- 
gemeinen ein  anderer.  Denn  die  beiden  linearen  Periodentrans- 
formationen (a,  ß,  Yy  S)  und  (—  a,  —  /9,  —  y,  —  S)  sind  als  solche, 
wenn  n  ungerade  ist,  modulo  n  verschieden,  geben  aber  dieselbe 
Modulsubstitution;  sonst  geben  verschiedene  Periodentransformationen 
auch  verschiedene  Modulsubstitutionen.  Die  Anzahl  der  modalo  n 
verschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  also  dann  nur  halb  so  groß 
als  die  der  verschiedenen  Periodentransformationen,  mit  andern 
Worten,  es  gilt  der  Satz: 

n.  Wenn  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  beträgt  der  Index  der 
HaupAongruenzgruppe  n^**  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  der  Modul' 
subttiiuiianen: 

5)  -"^^. 

Ist   aber  n^2,   so   sind  die  beiden  Periodentransformationen 

('i^j  ßf  y>  ^  ^^^  (—  «>  —  Ä  -^  Yf  —  ^)  modulo  n  kongruent;  dann 
ist  also  in  der  Zahl  7i(n^  —  1)  von  je  zwei  solchen  schon  nur  die 
eine  mitgerechnet  und  es  tritt  beim  Übergang  zu  den  Modulsubsti- 
tationen  keine  weitere  Reduktion  ein;  die  Anzahl  der  modulo  2 
Terschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  6,  wie  wir  bereits  in  §  98,  m 
gesehen  haben. 

Für  beliebige  (nicht  nur  für  primzahlige)  Werte  von  n  gilt 
tlbrigens  der  Satz: 

HL  Die  Hauptkongruenzgruppe  w'*^  Stufe  F^  ist  in  der  Gesamt-^ 
gruppe  der  linearen  Periodentransformationen,  hezw.  der  Modulsubsti- 
tutionen eine  ausgezeichnete  Untergruppe. 

Ist  nämlich  A  eine  ihrer  Operationen,  F  irgend  eine  andere 
lineare  Periodentransformation,  bezw.  Modulsubstitution,  so  ist,  wie 
ans  den  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11)  folgt,  AF=  V 
(mod.  n)  und  ebenso  V  Ä^i  V\  also  ist  auch 

wid  diese  Substitution  gehört  also  ebenfalls  zu  jT^,  w.  z.  b.  w. 

Infolgedessen   gelten   für  sie   die  Sätze   von  §  102;    und   man 
kami  darauf  eine  einfache  Darstellung  der  zugehörigen  Faktorgruppe 
gründen.     Diese   Darstellung   erscheint  jedoch   in  konkreterer  Be- 
deutung,  wenn   man   sie   an   die  Untersuchung  der  gegenüber  der 
Hauptkongruenzuntergruppe   invarianten  Funktionen  anknüpft,  was 
im  folgenden  Paragraphen  geschehen  soll. 
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UbrigeDS  kann  man  den  Begriff  der  Haaptkongruenzuntei^rappe 
auch  auf  die  Gruppe  derjenigen  linearen  Transformationen  in  den 
drei  Variabein  u,  od^,  (o^  übertragen,  bei  denen  pu  und  pu  un- 
geändert  bleiben,  nämlich: 

Im'  =  ti  +  2  Äj  Q>j  +  2  Äj  a>3, 

Eine  solche  Transformation  heißt  ,,modulo  n  zur  Identität  kon- 
gruent", wenn  k^,  Äg,  a  — 1,  ß,  y,  S  —  l  alle  durch  n  teilbar  sind. 
Auch  hier  bilden  die  modulo  n  zur  Identität  kongruenten  Trans- 
formationen eine  Untergruppe,  die  man  auch  als  Hauptkongnienz- 
gruppe  n^  Stufe  bezeichnet;  und  eine  Funktion  von  u,  (Oj,  eoj,  die 
bei  allen  diesen  Transformationen  ungeändert  bleibt,  heißt  eine 
elliptische  Funktion  n*^  Stufe. 

Aus  den  Sätzen  von  §  34  und  §  72  geht  hervor,  daß  die  Sigma- 
quotienten  und  die  Funktionen  Jacobis  in  der  That  Funktionen 
zweiter  Stufe  im  Sinne  dieser  Definition  sind,  wie  wir  sie  im 
IV.  Abschnitt  schon  vorgreifend  genannt  haben. 

§  104.    Das  spezielle  Teilungsproblem. 

Die  Aufgabe:  aus  den  Werten  der  elliptischen  Funktionen  eines 
bestimmten  Periodenparallelogramms  für  den  Ärgumentwert  u  die  Werte 
derselben  Funktionen  für  den  Ärgumentwert  ujn  zu  berechnen  (also  die 
Umkehrung  der  in  §  27  behandelten  Aufgabe)  bezeichnet  man  als 
da^  allgemeine  Teilungsproblem  der  elliptischen  Funktionen.  Den 
speziellen  Fall  dieses  Problems,  daß  u  eine  Periode  ist,  bezeichnet 
man  als  das  spezielle  leilungsproblem.  Die  Lösungen  dieses  letzteren  sind 
also  Funktionen  allein  der  Perioden;  wollen  wir  aber  untersuchen, 
was  für  Funktionen  sie  sind,  so  müssen  wir  erst  eine  Festsetzung 
darüber  treffen,  was  für  elliptische  Funktionen  wir  „teilen**  wollen. 
Wir  wollen  zunächst  die  spezielle  Teilung  der  elliptischen  Funk- 
tionen erster  Stufe  untersuchen. 

Sei  f{u  I  coj,  (O3)  eine  solche,  d.  h.  also  eine  rationale  Funktion 
von  p{u  I  «j,  «3)  und  p{u  |  w^,  CÖ3),  deren  Koeffizienten,  falls  sie  noch 
von  ft)j  und  «3  abhängen,  rationale  Funktionen  von  g^  und  g^  sind; 
dann  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Werte: 
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Man  erkennt^  zunächst,  daß  von  diesen  Werten  nur  m^  unter- 
einander verschieden  sind;  denn  zufolge  der  Voraussetzung,  daß  f 
eine  Funktion  erster  Stufe  sei,  ist  allgemein: 

wenn  k^,  k^  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Man  drückt  das 
wohl  so  aus,  daß  man  sagt: 

I.  Die  Indices  X,  fjL  kommen  nur  moduh  m  in  Betracht. 

Nehmen  wir  nun  eine  lineare  Periodentransformation  (§  67,  2) 
vor.  Da  f  eine  Funktion  erster  Stufe  sein  sollte,  so  erhalten  wir 
zunächst  die  Gleichung: 

wenn  nämlich  k',  fi   aus  der  Gleichung: 

4)  X'  Co/  +  jti'  CO3'  =  ^  Q>i  +  jti  ö>3 

bestimmt,  also: 

k'^      SX'-rfA 

gesetzt  wird;  mit  andern  Worten: 

n.  Werden  die  Perioden  linearer  Transformation  unterworfen, 
so  wird: 

wetm  die  Indices  durch  die  Gleichungen  {5)  bestimmt  sind;  die  trans- 
formierten Teilwerte  sind  also  dieselben,  wie  die  ursprünglichen,  nur 
in  anderer  Reihenfolge. 

Man  schreibt  auch  wohl: 

dann  sind  die  Indices  aus  den  Gleichungen: 
gx  1  X^aX  +  rii, 

\  fl    ^  ßX  +  S fJL 

zu  bestimmen. 

(Man  nennt  die  Substitution  (5)  die  zur  Transformation  der 
Perioden  kontragrediente,  (8)  die  transponierte  Substitution.) 

Ist  insbesondere  die  Periodentransformation  modulo  m  zur  Iden- 
tität kongruent,  so  wird  aus  (5)  oder  (8): 


"    { 


252  ModtUfunkHonen. 


also  mit  Rücksicht  auf  (2): 

d.  h.: 

ni.  Jeder  einzelne  der  m^^  Istwerte  fx^  ^  bleibt  für  sich  toh 
geändert,  wenn  man  auf  die  Perioden  eine  Transformation  der  Haupt- 
kongruenzgruppe  n'*^  Stufe  anwendet. 

Betrachten  wir  insbesondere  solche  Teilwerte,  die  nur  vom 
Verhältnis  der  Perioden  abhängen.  Solche  sind  im  Innern  der  posi- 
tiven T-Halbebene  überall  bis  auf  Pole  regulär,  wie  aus  den  Dar- 
stellungen von  pu,  p'uj  g^j  g^  durch  gleichmäßig  konvergente  Beihen 
sich  ergiebt;  und  wenn  r  innerhalb  des  Fundamentaldreiecks  blei- 
bend ins  unendliche  geht,  so  nähern  sie  sich  entweder  einem  be- 
stimmten Grenzwert,  oder  sie  werden  bestimmt  unendlich.  Daraus 
folgt  nach  §  96  a.  E.: 

IV.  1  eilwerte  fx^  ^  der  bezeichneten  Eigenschaft  sind  Wurzeln  einer 
Gleichung  vom  Grade  n',  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von 
/(r)  sind. 

Man  kann  jedoch  von  dieser  Gleichung  einen  Linear&ktor 
ohne  weiteres  abspalten:  denn  f^^  ist  sofort  vermöge  der  Definition 
der  Funktion  f  rational  durch  /  ausdrückbar.  Die  so  auf  den 
Grad  n^  —  \  reducirte  Gleichung  heißt  die  spezielle  Teilungsgleiehnaig, 
Eine  weitere  Reduktion  dieser  Art  ist  nämlich,  wenn  n  Prtmzahl  ist, 
nicht  mehr  möglich,  solange  nicht  über  f  noch  speziellere  Voraus- 
setzungen getroffen  werden.  Denn  dann  können  wir  a,  ß,  y,  S  90 
bestimmen,  daß  k\  (j!  beliebig  vorgeschriebene  Werte,  außer  (0,  0) 
annehmen,  wenn  {X,  ja)  gegeben  sind.  Führen  wir  dann  r  auf  einem 
ganz   in   der   positiven  Halbebene  verbleibenden  Wege  von  r  nach 

T  =  '^ — ^  über,  so  folgt  durch  analytische  Fortsetzung  längs  dieses 

Weges  nach  I,  §  66,  IV  aus  der  Gleichung: 

die  andere: 

oder  wegen  (7)  und  §  97,  (5): 

12)  G(f,,,^r(r),  J{t))  =  0; 

d.  h.: 

V.  Genügt  (für  n  Primzahl)  irgend  ein  von  f^^  verschiedener  Telr 
wert  einer  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  wwi  / 
sind,  so  genügt  ihr  jeder  von  f^^  verschiedene  Teilwert 
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Die  symmetrischen  Funktionen  der  n^—l  Teilwerte  fx,  f^,  außer 
/*o^»  sind  also  rationale  Funktionen  von  J.  Aber  außer  ihnen  giebt 
es  auch  noch  andere  rationale  Funktionen  der  />,  ^,  die  dieselbe 
Eigenschaft  haben.  Denn  wenn  man  dadurch^  daß  man  J  in  seiner 
Ebene  beliebige  geschlossene  Wege  durchlaufen  läßt,  r  in  alle 
möglichen  äquivalenten  Punkte  überführt,  erhält  man  nach  §  108  IE 
nur  ^n(n*— 1)  [bezw.  6  für  n  =  2]  relativ  zu  F  inäquivalente 
Punkte;  durch  solche  „Monodromie  von  /"  (vgl.  §  78)  erhält  man 
also  aus  einer  beliebigen  ersten  Anordnung  der  /i,^  nicht  (n^— 1)!, 
sondern  nur  j-n(n*—  1)  [bezw.  6]  verschiedene  andere  Anordnungen. 
Man  drückt  das  so  aus: 

YL  Die  Monodromiegruppe  der  speziellen  Teilungsgleichung  in 
Bezug  auf  J  enthält^ 

wenn  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  \  n  (n^  —  1)^ 
wenn  n  =  2  ist,  sechs 

Vertauschungen  der  Wurzeln. 

Für  diese  Monodromiegruppe  geben  die  bereits  aufgestellten 
Formeln    eine  übersichtliche    Darstellung:    ersetzen    wir    r    durch 

^  ,  ß  1    80    tritt  an   Stelle   der   Wurzel  fx,  f^    allgemein   diejenige 

Wurzel  fx'^  ^',  deren  Indices  durch  die  Gleichungen  (8)  bestimmt 
nnd.  Wir  bekommen  aber  noch  eine  etwas  einfachere  Darstellung, 
▼enn  wir  die  Zahlen  a,  ß,  y,  S  auf  ihre  kleinsten  Reste  modulo  n 
reduzieren.  Für  diese  kleinsten  Reste  (für  die  wir  keine  neuen  Be- 
seichnungen  einführen  wollen),  tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (9)  von 
§  67  die  Kongruenz : 

13)  aS'-ßr^l     (mod.  n). 

(In  der  That  kann  man  zu  jedem  Zahlenquadrupel,  das  diese 
Kongruenz  befriedigt,  ein  anderes 

14)  a'  =  a  +  na,     ß'  =  ß  +  nb,     y  =  y  +  nc,     S'  =  d  +  nd 

«0  bestimmen,   daß   es  die  Gleichung  dS  —  ß!y'  ^\  erfüllt;   man 
hat  dazu  nur,  wenn  aJ  —  /S7'=1+äw  ist,  die  Gleichung: 

n(arf— Äc)  +  (a^  +  ^a  — A;'  —  c/9)  +  ä=:0 

2u  befriedigen. 

VII.  Dann  treten  zur  Darstellung  der  Monodromiegruppe  an  Stelle 
*fcr  Gleichungen  (8)  die  Kongruenzen: 


_1 


sul  3l  öbl  ZaauumaBetzvngafonefaL  (L  §  14^  11)  ist  eben&Ik  an 
Si&Iit    OS    »Tiifrh  hirimeichei»    das    KoagiBuiiiiachen    modülo  n 


Kia  mäa»  tibd  diese  Monodroade^rvjppe  eben  d^  im  Torigen 


;»*.»;•— i;.f-;i 


Kbl  (KAckte  olvicafcs^  dsB  bei  «sgcndcM  ■  je  xvei  der  Traos- 
I4\»  JK  sidi  Bar  dsrcb  emen  memammmat  Yoneicheii- 
s^BJngel  iJer  KotäSuEMiteii  modolo  ■  «MendcideB.  die  Worzelii  der 
TqgniiiggiffrturM:.  «ottan  sie  nvr  tqm  I\  ■  iiidi  an  ■blHuii  abhingen, 


&  »  V  irs«id  eiüe  rfttiocA>  Fmkö»  der  Wnneln  des 
^ezieLI«».  TeiJiT!.g^rocIrin^  Wenden  wir  axf  die»  Wnneln  die 
säaLäichea  Verta^Kh:x:i£«!i  der  Mooodraüecrvppe  ea.  so  erhalten 
wir  ^os  fr  eote  Beib.<e  toc  \m  s'—  I  FssktMMB.  Wie  im  Torigen 
PsracruÄec  siett  ican  ei^.  i^  die  «ymmecndbes  Fsnktionen 
dbe^er  F:xJiraLHifl9i  r^ocjie  Fvaksk^aen  tok  /  lisJ  diA  ako  fp 
euer  Glek^zsx  ^rsi  Gride  s  %  =  t*  *^--l'  eesöp»  deren  Eoeffi- 
iiexi»a  r&^ioc^Le  F^r^k^i^cec  ^oa  /  id^io.  Frue  »ide  Gkkhmig 
aeziz.«  SLja  eis.«  '^jl^^skät  ^^«Mübre-iAr  ^et  jyrräffif  Im 

£^  k&2z.  Acer  .isc^  ^•z^^js.^'X^  iii  -rm  d^n  s  s*  Werten,  die 
rxr:!  ü^  V^rüsaüixzÄC.  der  MrCfCtir.sLsfxrzjßfe  des  Teilungs- 
zr:öifiiis  iü  V  i«*rr:!ri?*i*e- .  ZL-irer»,  sahKü  vir  ecvm  r,  einander 
piöii  ▼frif  z.  xz*I  XTTir  :^  *«rl:-fiiii*  W^rfc  ^zfL  r.  Ass  I,  §  66.  IV 
TTÜn  a.71.  iaii  i^f  •  «  W^-se^  r.-a  v  rt  ir  r  fHinndar  ^eich 
viri'fc»  iii  ii«:  t  ^iz.  T-r£rTr  t:c.  «  «  :sc  t3A  iai  v  Wi  ^en  Opera- 
"iiTiiffjL  isr  Mrii'.cr.Mii'eirL.Tc-f  iz.  :i*r  «  t  T^fr^ci^joä»  Werte  über- 

u  w  'S'rsrjf    riCfjiLAl'f  y:iz.Vr?:crfg    ttc  /:   r  «lmt   u<c-  in  diesexi' 

Jii"iT':g>Hi  -Ja  »*  sLi'i     A:i':i    i^f^s*  'i-l^aiinir  ~:«£S£iicaa.*e?  r--4n  als 


:iilt±   J^f^itOfTMOf  öy    ^rjMu^fST'/OtlfTits. 


Itü  t   J^irn^ci-fii  Äf«:  lL:-r':«ir:2L:»ecrt.:c»f,  ':•*£  Sfüjfz.  der  ein- 

li-sirt  ^sn    r    fL«:i    n?:;::    izi-tr:,    rclifa   ly-C^-ja^ij:   sz?*    Gruppe 

lanii  9  nii  i»iai  li'ini  x  f~     l^.f   'J^n.TC«»ii.   it   Ji  i^esiir  Weise  iti 


§  105.     JResolventen  des  spexieUm  Teilimgsproblems.  265 

einander  verschieden,  aber  innerhalb  der  Monodromiegruppe  des 
Teilungsproblems  untereinander  gleichberechtigt 

Umgekehrt  werden  wir  Resolventen  des  speziellen  Teilungs- 
problems erhalten,  wenn  wir  Untergruppen  seiner  Monodromiegruppe 
bestimmen  und  zu  jeder  solchen  Untergruppe  Funktionen  suchen, 
die  gerade  bei  ihr  unverändert  bleiben.  Von  solchen  Untergruppen 
seien  die  folgenden  aufgeführt: 

1.  Eine  Untergruppe  wird  gebUdet  von  denjenigen  Substitutionen, 
ftür  welche 

1)  cc  =  l,    ß^EO,     S^.l     (mod.  n) 

ist  Die  Anzahl  der  Operationen  dieser  Untergruppe  beträgt  n,  ent- 
sprechend den  n  noch  möglichen  Werten  von  y.  Eine  Funktion  xp, 
die  bei  diesen,  und  nur  bei  diesen  Operationen  ungeändert  bleibt, 
ist  der  Teilwert  /j^  selbst;  die  zu  dieser  Untergruppe  gehörige  Besol- 
ventengleichung  ist  also  die  spezielle  Teilungsgleichung  selbst.  Als  Grad 
dieser  Oleichung  finden  wir  hier  ^(n^— 1),  während  wir  in  §  104 
»'— 1  gefunden  haben;  das  erklärt  sich  folgendermaßen:  Aus  pu, 
p'u,  g^^  g^  können  wir  keine  ungerade  Funktion  rational  zusammen- 
setzen^  die  nur  vom  VonoA^nverhältnis  abhängig  wäre;  denn  p'u  ist 
die  einzige  ungerade  Funktion  unter  ihnen.  Es  ist  also  bei  den- 
jenigen Funktionen,  von  denen  hier  die  Bede  ist,  notwendig 
/i,  ^  ==/Li,  »^;  die  Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  reduziert 
dch  dalier  auf  \  (n^  —  1). 

2,  Eine  zweite  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Sub- 
stitutionen^  die  die  n  —  1  Teilwerte : 

*)  /io>  /io»  •••/»!- 1,0 

nnr  unter  sich   permutieren.     Sie   sind   charakterisiert   durch   die 

Kongmens: 

3)  /9  =  0    (mod.  n). 

Ihre  Anzahl  bestimmt  sich  folgendermaßen:  Aus  (3)  und  §  104,  (13) 
folgt: 

4)  «5  =  1     (mod.  n). 

Diese  Kongruenz  kann  {n  immer  als  Primzahl  vorausgesetzt)  be- 
friedigt werden,  indem  man  dem  a  einen  beliebigen  zu  n  inkon- 
graenten  Wert  beilegt  und  dann  S  dazu  bestimmt;  ß  bleibt  ganz 
beUebig.  Man  erhält  so  n(n—\)  Lösungen  der  vorgelegten  Kon- 
gruenz; von  diesen  geben  aber  bei  ungeradem  n  je  zwei  dieselbe 
Hodulsubstitution.  Die  Ordnung  dieser  Untergruppe  beträgt  also 
}«(ii  —  \\  ihr  Index  folglich  n  +  1.     Daraus  folgt: 
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und  in  den  Zusammensetzangsformeln  (I,  §  14,  11)  ist  ebenfedls  an 
Stelle  des  Qleichheitszeichens  das  Eongmenzzeichen  modulo  n 
zu  setzen. 

Man  sieht,  daß  diese  Monodromiegruppe  eben  die  im  vorigen 
Paragraphen  erwähnte  Faktorgmppe  ist. 

Man  beachte  übrigens,  daß  bei  ungeradem  n  je  zwei  der  Trans- 
formationen (14),  die  sich  nur  durch  einen  gemeinsamen  Vorzeichen- 
wechsel der  Koeffizienten  modulo  n  unterscheiden,  die  Wurzeln  der 
Teilungsgleichung,  sofern  sie  nur  vom  Periodenverhältnis  abhängen, 
in  derselben  Weise  versetzen. 

§  105.    Re8olventen  des  speziellen  Tellungsproblems  und 

Untergruppen  seiner  Gruppe. 

Es  sei  %p  irgend  eine  rationale  Funktion  der  Wurzeln  des 
speziellen  Teilungsproblems.  Wenden  wir  auf  diese  Wurzeln  die 
sämtlichen  Yertauschungen  der  Monodromiegruppe  an,  so  erhalten 
wir  aus  xp  eine  Beihe  von  ^n(n*--l)  Funktionen.  Wie  im  vorigen 
Paragraphen  sieht  man  ein,  daß  die  symmetrischen  Funktionen 
dieser  Funktionen  rationale  Funktionen  von  /  sind,  daß  also  t^ 
einer  Gleichung  vom  Grade  ju(n)  =  ^n(n*—  1)  genügt,  deren  Koeffi- 
zienten rationale  Funktionen  von  /  sind.  Eine  solche  Gleichung 
nennt  man  eine  GAioissche  Resolvente  des  speziellen  Teilungsproblems, 
wenn  die  fJi(n)   Werte  von  %p  alle  voneinander  verschieden  sind. 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  daß  von  den  fi(n)  Werten,  die 
durch  die  Vertauschungen  der  Monodromiegruppe  des  Teilungs- 
problems aus  yj  hervorgehen,  mehrere,  sagen  wir  etwa  v,  einander 
gleich  werden,  und  zwar  für  beliebige  Werte  von  r.  Aus  I,  §  66,  IV 
folgt  dann,  daß  die  fjL(n)  Werte  von  xp  zu  je  v  einander  gleich 
werden,  daß  also  v  ein  Teiler  von  ju  (n)  ist  und  daß  \f)  bei  den  Opera- 
tionen der  Monodromiegruppe  in  nur  fjLJv  verschiedene  Werte  über- 
geführt wird.  Wieder  sind  die  symmetrischen  Funktionen  dieser^ 
fjLJv  Werte  rationale  Funktionen  von  /;  i/;  genügt  also  in  diesen^ 
Falle  einer  Gleichung  des  Grades  ju/v,  deren  Koeffizienten  ratio] 
Funktionen  von  J  sind.  Auch  diese  Gleichung  bezeichnet 
eine  Resolvente  des  Teilungsproblems, 

Die  V  Operationen  der  Monodromiegrupp'" 
zelne  Wert   i/;   sich   nicht   ändert,   bilden 
(I,  §  18,  6),  eine  Untergruppe  der  Mo 
nung  V  und  dem  Index  fifv.    Die  GH 
den  verschiedenen  Werten  von  tp  | 
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einander  verschieden,  aber  innerhalb  der  Monodromiegruppe  des 
Teilungsproblems  untereinander  gleichberechtigt 

Umgekehrt  werden  wir  Resolventen  des  speziellen  Teilungs- 
problems erhalten,  wenn  wir  Untergruppen  seiner  Monodromiegruppe 
bestimmen  und  zu  jeder  solchen  Untergruppe  Funktionen  suchen, 
die  gerade  bei  ihr  unverändert  bleiben.  Von  solchen  Untergruppen 
seien  die  folgenden  aufgeführt: 

1.  Eine  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Substitutionen^ 
f&r  welche 

1)  a=l,    ß  =  0,     3=1     (mod.  n) 

ist  Die  Anzahl  der  Operationen  dieser  Untergruppe  beträgt  n,  ent- 
sprechend den  n  noch  möglichen  Werten  von  y.  Eine  Funktion  xp, 
die  bei  diesen,  und  nur  bei  diesen  Operationen  ungeändert  bleibt, 
ist  der  Teilwert  f^^  selbst;  die  zu  dieser  Untergruppe  gehörige  Besol- 
veniengleichung  ist  also  die  spezielle  Teilungsgleichung  seihst.  Als  Grad 
dieser  Gleichung  finden  wir  hier  ^(n*--l),  während  wir  in  §  104 
n'— 1  gefunden  haben;  das  erklärt  sich  folgendermaßen:  Aus  pu, 
p'Uf  ff 2,  ff^  können  wir  keine  ungerade  Funktion  rational  zusammen- 
setzen,  die  nur  vom  Feriodenverhältnis  abhängig  wäre;  denn  pu  ist 
die  einzige  ungerade  Funktion  unter  ihnen.  Es  ist  also  bei  den- 
jenigen Funktionen,  von  denen  hier  die  Rede  ist,  notwendig 
/i,  ^  =/L;i^  «^;  die  Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  reduziert 
sich  dalier  auf  J  (n*  —  1). 

2.  Eine  zweite  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Sub- 
stitutionen, die  die  n  —  1  Teilwerte : 

2)  /io>  /io»  •••/«- 1,0 

nur  unter   sich   permutieren.     Sie   sind   charakterisiert   durch   die 
Kongruenz: 

3)  ß  =  0    (mod.  n). 

Hure  Anzahl  bestimmt  sich  folgendermaßen:  Aus  (3)  und  §  104,  (13) 
folgt: 

ud  1:12  l     (mod.  n). 

kann   {71   immer   als  Primzahl   vorausgesetzt)   be- 

man    dem  a   einen  beliebigen  zu  n  inkon- 

^dmn  S  dazu  bestimmt;   ß   bleibt  ganz 

-  1)  Lösungen  der  vorgelegten  Kon- 

r  bei  ungeradem  n  je  zwei  dieselbe 

lg   dieser   Untergruppe   beträgt  also 

+  1.    Daraus  folgt: 
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Die  symmetrischen  Funktionen  der  n  —  1  Teilwerte  (2)  genügen 
Gleichungen  der  Ordnung  n  +  ^>  deren  Koeffizienten  rationale  Funk- 
tionen von  J  sind. 

Wir  werden  dieser  Untergruppe  im  nächsten  Paragraphen  von 
einer  andern  Seite  her  wieder  begegnen. 


§  106.    Das  spezielle  Transformatlonsprobleiii. 

Im  Yin.  Abschnitt  haben  wir  die  lineare  Periodentransformation^ 
d.  h.  den  Übergang  von  g)^  und  0)3  zu: 


1) 


{ 


mit  der  Bedingung: 

2)  aS'-'ßr^-l 

untersucht  Jetzt  wollen  wir  die  Frage  behandeln:  welche  Beziehung 
haben  die  Modulfunkäonen  von  r,  insbesondere  J{t),  zu  denjenigen  von  r, 
wenn  an  die  Stelle  der  Bedingung  (2)  die  andere  tritt: 

3)  ad'-ßy^n, 

unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden? 

Zu  diesem  Zweck  müssen  wir  vor  allem  zusehen,  welchen  Ein- 
fluß auf  diese  Funktionen  eine  lineare  Transformation  der  ursprüng- 
lichen Perioden  hat;  wir  wollen  zu  diesem  Zweck  zunächst  den 
speziellen  Fall:     a  =  l,    ß  ==  y  =  0,     S  ==  n,     also: 

4)  «j  =  Cüj ,       «3  =  n  «3 ,       T  =  w  T 

ins  Auge  fassen,  üben  wir  auf  die  ursprünglichen  Perioden  die 
lineare  Transformation: 

16)1'  =  a(o^+  ß(o^, 
{ad^ßr=l) 
aus,  so  treten  an  Stelle  der  c5  neue  transformierte  Perioden: 

f«#-         ^=  flJ_        =  l£.   ffj_      -r-  li    tll^     =  l£.   tu.      -T-  '"'' 

6) 


(ü^  r=z  nco^  =  ny 0}^  +  n 8 (ü^  =  nycj^  +  Scj^, 


Dieses  Periodensystem  ist  dann,   und  nur  dann  zu  («j,   (O3)    äqui- 
valent^ wenn  ß  durch  n  teilbar  ist     Daraus  folgt: 
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L  Der  transformierte  Wert  der  Invariante  e/,  J(nx)  bleibt  un- 
geändert  bei  allen  denjenigen  Ätodulsubstiiutianeny  für  die 

7)  /9  =  1     (mod.  71) 

ist 

Diese  Modalsubstitutionen  bilden,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  in  der  Modolgruppe  eine  Untergruppe  vom 
Index  n  +  1.  Andererseits  folgt  aus  den  entsprechenden  Eigen- 
schaften Yon  J{t)j  daß  J{nT)  im  Innern  der  positiven  Halbebene 
überall  regulär  ist  und  einem  bestimmten  Grenzwert  sich  nähert 
oder  bestinunt  unendlich  wird,  wenn  r  innerhalb  eines  Dreiecks  der 
Fig.  44  (p.  230)  verbleibend  sich  der  Axe  der  reellen  Zahlen  un- 
begrenzt nähert    Also  ergiebt  sich  aus  §  97  am  Ende: 

IL  J(nT)  genügt  einer  algebraischen  Gleichung  des  Grades  n  +  1, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J(t)  sind. 

Man  bezeichnet  diese  Gleichung  wohl  als  „Modulargleichung 
erster  Stufe."  Ihre  übrigen  Wurzeln  sind  die  Werte,  die  aus  J{nT) 
durch  Anwendung  von  Modulsubstitutionen  auf  r  hervorgehen,  die 
der  Bedingung  (7)  nicht  genügen;  also  allgemein  die  Werte: 


/ 


/    r  +  ^A 


Aus  Satz  U  geht  hervor,  daß  unter  diesen  Werten  gerade  n  +  1 
verschieden  sind.  In  der  That:  ist  ß  durch  n  teilbar,  etwa  gleich 
ß^n,  so  ist 

y  +  3i          nr  +  d  ,nt 
71  -i =  — £ 

tt  +  ßi  a  +  ß^  .nt 

mit  nr  äquivalent.  Ist  aber  ß  nicht  durch  n  teilbar,  so  bestimme 
man  die  Zahl  a^  so,  daß 

a  =  a^ß  +  k^n 
wird.     Dann  ist: 

,  Y  —  öa,  +  no 

y  +  öl   __  '  n 

^       n 

T   Ja  n 

mit äquivalent,  indem  die  Determinante 

Äj  .n(^  —  {y  ^  (i  a^) ,  ß  =  a  d  —  ß  y  =^  1 
ist.     Andererseits  sind  von  den  n  +  1   Werten: 

Q.  r  r  +  l  r  +  2  t  +  «-1 

o)  nr,         '  y  -,....  — 

'  n  n  n  n 

BuaEUAROT,    Funktiooen.    II.  17 
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für   allgemeine    Werte   von    r   keine   zwei   äquivalent;    wir   köonen 
daher  sagen: 

ni.   Die  n  +  1    Wurzeln  der  Modulargleichung  erster  Stufe  sind: 

Daraus,  daß  die  beiden  erstgenannten  Größen  Wurzeln  einer 
und  derselben  Gleichung  mit  in  /(r)  rationalen  Koeffizienten  sind, 
ergiebt  sich  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft  dieser  Gleichung. 
Ersetzt  man  nämlich  r  durch  r/n,  so  geht  J(nT)  in  </(r)  und  J[x] 

in  e^(— )  über;   daraus  folgt: 

IV.  Die  Modulargleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  man  J(t)  und 
J(nr)  vertauscht 

Die  Modulargleichung  erster  Stufe  ist  übrigens  schon  bei  deo 
kleinsten  Werten  von  n  ziemlich  wenig  übersichtlich;  es  liegt  das 
daran,  daß  schon  bei  diesen  Werten  J^nx)  nicht  UauptmoAvl  fiir 
die  durch  die  Kongruenz  (7)  definierte  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe ist. 

Im  Falle  n  =  2  können  wir  übrigens  die  transformierten  Werte 
von  T  sehr  einfach  durch  bereits  früher  eingeführte  Größen  aas- 
drücken. Für  jedes  n  ist  nämlich  die  durch  (7)  definierte  Unter- 
gruppe in  der  Hauptkongruenzgruppe  n'«*^  Stufe  enthalten.  Grehört 
also  zu  dieser  Gruppe  ein  Hauptmodul,  so  läßt  sich  /(nr)  rational 
durch  ihn  ausdrücken ;  das  Gleiche  gilt  von  den  übrigen  Werten  (9), 
da  die  Hauptkongruenzgruppe  n^^  Stufe  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe der  Modulgruppe  ist.     Für  n  =  2  haben  wir  gesehen,  daß 

A(t)  Hauptmodul  ist;    also   sind   e7(2T),   «^(o)»  '^f""^")    rationale 

Funktionen  von  A(t).  Um  diese  rationalen  Funktionen  wirklich 
aufzustellen,  beachten  wir  zunächst,  daß  jede  dieser  Funktionen 
auch  noch  bei  gewissen  Modulsubstitutionen  ungeändert  bleibt,  bei 
denen  A  (t)  seinen  Wert  ändert.  J  (2  r)  z.  B.  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  t  durch  r  +  1  ersetzt;  dabei  geht  A  nach  §  96  über  in 

.  —     Daraus  folgt,  daß  J  (2  r)  eine  symmetrische  Funktion  von  / 
und   j     .  >   d.  h.  eine  rationale  Funktion  von 

^-  +  / - 1  =  A --1     •^"•^    ^ir- 1  =  xi-f  = « 

ist 

Um  sie  weiter  zu  bestimmen,  gehen  wir  davon  aus,  daß  /{-^) 
im  Innern  des  Fundamentalbereichs  von  l  nirgends  unendlich  wird» 


I 

1 
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vohl  aber  in  seinen  Ecken.    In  der  Umgebung  von  r  =  loo  wird 
lach  §  82,  (15): 

A(t)  =  16Ä(1  -  8A  +  44A»  +  . . .), 
ilso 

a--256Ä»<^-^*  +  ***'  +  "^' 

=  -256A»(l  -  16Ä  + 152 Ä« +  ..)(!  +  16A  +  128A»  +  ..) 
=  -  256A»{1  +  O.A  +  24A«  +  ..}, 
erner  nach  §  96,  (4): 

üso: 

andererseits  wird  dort 

«-2=  ±-A-*{l-48A*+..} 

a-^=-^A-3+.. 

In  der  Umgebung   von  a  =  0   findet   also    eine   Entwicklung   statt, 
deren  Anfangsglieder  sind: 

10)  /(2r)=-|';(a-2-|.«-i  +  ..). 

Um   das   Verhalten   in    der   Umgebung   von    r  =  0   zu    unter- 


en 


suchen,   setzen   wir    //j  =  «      ^  ;    wir   haben  dann  nach  §  82,  (16) 
und  §  96,  (4): 

1  -A(t)=  16Ai(1  -8^1  +44Äj2+  .  .) 
A(t)=  1  -  16Aj  +  128/ii2+  .., 
a  =     (l-lg^  +  l28V+  ..)« 

=  -^A,-Hl-32A,+512Ä,2..)(l  +  8Ä,  +  20Ä,«+..) 

-=  -  ^Ai-Ml  -  24Ä,  +  276*1»+  ..}, 

17* 
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In  der  Umgebung  von  a  =  od  lautet  also  die  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  a  mit  fallenden  Exponenten 

Endlich  setzen  wir:  A^  =  «»»«(' +  i)  =  ^  h\  dann  kommt: 
A,=:-^  =  -16A(l  +  8Ä  +  44Ä»+..), 

A=  ,7^1  =  16Ä(1+8A  +  44A»+..)(1  +  16A+128A»+..)-^ 

=  16A(l  +  SA  +  44A»  +..)(!-  16*  +  128A»+  ..) 
=  16A(1-8A  +  44A»+..), 

a  =  -256A»{l  +24A»  +  ..}, 

übereinstimmend  mit  dem  oben  gefundenen  Werte. 

Es  ist  also  /(2r)  eine  rationale  Funktion  von  a,  die  fär  a  =  0 
von  der  zweiten,  flir  a  =  oo  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß 
wird,  sonst  überall  endlich  bleibt  Die  angegebenen  Anfangsglieder 
der  Reihenentwicklung  geben  den  Ausdruck: 

y.,o   .  _   -  a»  +  3.2*a«  -  3.2»a  +  2"  _    (- a  +  16)« 
''^^^)-  108^5  -         108  a«        • 

Aus    diesem   Ausdruck    erhält    man    die   Formeln   für    •^(-^l  ^^ 

/(— — ^|,  wenn  man  bezw.  die  Substitutionen  T  und  US  anwendet; 

dabei  geht  a  nach  §  96  bezw.  über  in: 

(l^xy  (1  -  ii)t 

1  -X-  1    ""  X 

und: 

i-«  1 

C   =     T^ 


x-^-\        iß-i) 


§  107.    Transformation  von  Funktionen  höherer  Stufe. 

Sei  z(t)  eine  Modulfunktion  m^^  Stufe;  mit  andern  Worten, 
die  Untergruppe  /),  der  Modulgruppe,  bei  deren  Operationen  :W 
ungeäudert  bleibt,  sei  durch  Kongruenzen  modulo  m  definiert  Wie 


§  107,    Transformation  von  Funktionen  höherer  Stufe,  261 


wir  in  §  101  gesehen  haben,  besteht  dann  zwischen  z  nnd  </(r)  eine 
algebraische  Gleichung,  deren  Grad  in  Bezug  auf  z  gleich  fi  ist; 
ihren  Ghrad  in  Bezug  auf  J  nennen  wir  v  und  schreiben  sie: 

1)  g(z,  j)  =0. 
Durch  die  Transformation  n*"  Ordnung: 

2)  r=-?^!^,     (arf-Äc  =  n) 

entsteht  aus  z{x)  eine  transformierte  Funktion: 

3)  z(T)  =  z(r), 

die  ebenfalls  eine  Modulfunktion  ist;  zwischen  ihr  und  /  besteht 
ganz  ebenso  die  Gleichung: 

4)  G  (z,  /)  =  0. 

Andererseits  besteht  nach  §  106,  U  und  IV  zwischen  /  und  /  eine 
Gleichung: 

r  +  1,    w  +  1\ 
J,       /  J  ==  0; 

durch  Elimination  von  J  aus  (4)  und  (5)  erhält  man  eine  Gleichung: 

6)  F{z,  «0  =  0, 

die  in  z  vom  Grade  ju(n  +  1),  in  J  vom  Grade  v{n  +  1)  ist  Eli- 
miniert man  noch  aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (1)  das  J, 
so  erh&lt  man  eine  Gleichung  höheren  Grades,  die  jeden  der  (jl  Werte 
von  z  mit  jedem  der  ju(n  +  1)  Werte  von  z  verknüpft.  In  beson- 
deren Fällen  zerfallen  aber  diese  letzteren  in  ju  Systeme  von  je 
«  +  1  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Werte  eines  jeden  solchen 
Systems  Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  eines  bestimmten  z  sind.  Eine  solche  Gleichung  nennt 
man  eine  Modulärgleichung, 

Um  hierüber  noch  einige  nähere  Angaben  machen  zu  können, 
bestimmen  wir  die  Gruppe  eines  der  transformierten  z -Werte,  z.  B. 
die  von  z(nr).     Soll  die  Substitution: 

diesen  Wert  in  sich  überfuhren,  so  muß 

7)  nx'  =  -r±±-^l- 

a  ■{■  -—n% 
n 
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mit  nz  relativ  zu  der  Gruppe  /^^  von  z  äquivalent  sein.  E^  muB 
also  ßjn  eine  ganze  Zahl,  d.  h. 

8)  ß~0    (mod.  «) 

sein;  und  außerdem  müssen  die  vier  ganzen  Zahlen: 

9)  ^'      n'     ^^'     * 

den  Bedingungen  genügen^  durch  die  die  Substitutionen  der  Unter- 
gruppe Ff^  charakterisiert  sind.     Mit  andern  Worten: 

I.  Die  Gruppe  77^  von  z(nT)  ist  die  größte  gemeinsame  Unter- 
gruppe der  durch  die  Kongruenz  (8)  definierten  Untergruppe  -Tn  +  i 
(§  106,  I)  und  derjenigen  Gruppe  /^ ,  die  aus  der  Gruppe  /^  von  z(x) 
entsteht,  indem  man  ß  und  y  durch  ßjn  und  ny  ersetzt. 

Diese  Gruppe  F'^  selbst  ist  an  und  für  sich  nicht  in  der  Modul- 
gruppe  enthalten;  aber  die  ihr  mit  /^«^i  gemeinsame  Untergruppe 
gehört  der  Modulgruppe  an. 

Ist  speziell  F^^  durch  Kongruenzen  nach  einem  Modul  m  definiert, 
der  zu  n  relativ  prim  ist,  so  sind  die  beiden  Bedingungssysteme  (8) 
und  (9)  ganz  unabhängig  voneinander  und  können  durch  ein  ein- 
ziges Bedingungssystem  modulo  mn  ersetzt  werden.  Mit  andern 
Worten,  es  gilt  der  Satz: 

n.  Ist  m  relativ  prim  zu  w,  so  fuhrt  Transformation  n^  Ordnung 
einer  Modulfunktion  m'^  Stufe  auf  eine  Modulfunktion  mn^  Stufe. 

Man  kann  dann  auch  leicht  aus  einem  Repräsentantensystem  K 
von  Ff^  (§  99,  I)  ein  solches  für  F^  ableiten.  Man  kann  nämlich  zu 
jeder  Modulsubstitution  F{t)  von  K  eine  Modulsubstitution  P^(r)  an- 
geben, deren  Koeffizienten  sich  aus  denjenigen  von  F{t)  durch  die 
Kongruenzen  bestimmen: 

10)  cc'  =  a,     nß'  ~  ßf     y  =  ny^     S  ~8    (mod.  m). 

Dann  kann  man  eine  Modulsubstitution  v{x)  bilden,  die  modulo  w 
zu  V'{;t\  modulo  n  aber  zu  irgend  einer  andern  Modulisubstitution  w(t) 
kongruent  ist  Nimmt  man  dabei  für  w{j)  der  Reihe  nach  die 
sämtlichen  Substitutionen  eines  Eepräsentantensystems  der  /i  +  b 
so  erhält  man  die  ju(7i  +  1)  Substitutionen  eines  Eepräsentanten- 
systems der  Fj^,  Die  ju{n  +  1)  Werte,  die  durch  diese  Substitutionen 
aus  z(nT)  hervorgehen,  müssen  dann  sämüich  derselben  Gleichung  (6) 
genügen,  wie  aus  I,  §  66,  IV  folgt;  denn  /  bleibt  bei  allen  diesen 
Substitutionen  ungeändert. 

Wenn  wir  aber  nicht  nur  /(t),  sondern  auch  z{t)  als  gegeben 
ansehen,  so  dürfen  wir  nur  solche  Substitutionen  in  Betracht  ziehen, 
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die  der  Untergruppe  T"^  angehören;  wir  müssen  also  statt  der 
Gruppe  /^  die  größte  gemeinsame  Untergruppe  von  /^^  und  /^^  in 
die  vorhergehenden  Üherlegungen  einführen.  Dabei  können  sehr 
verschijßdene  Möglichkeiten  eintreten;  am  einfachsten  gestaltet  sich 
die  Sache^  wenn 

11)  n  =  1     (mod.  m) 

und  außerdem  /),  die  Hauptkongruenzuntergruppe  m^^  Stufe  {§  103) 
ist  Denn  dann  wird  (vgl.  10)  /^  mit  F^  modulo  m  identisch,  also 
die  gemeinsame  Untergruppe  von  /*«  + 1  und  /^  mit  der  von  /),  + 1 
und  /),.  Fj^  ist  also  in  diesem  Falle  selbst  Untergruppe  von  7^,,, 
und  zwar  Untergruppe  vom  Index  n  +  1.  Man  erhält  dann  ein 
Repräsentantensystem  von  Fj^  innerhalb  F^,  wenn  man  jede  Sub- 
stitution eines  Repräsentantensystems  der  i^  +  i  durch  eine  modulo  n 
zu  ihr,  modulo  m  zur  Identität  kongruente  ersetzt.  Die  symmetri- 
schen Funktionen  der  n  +  1  Werte,  die  aus  z{nT)  durch  die  Sub- 
stitutionen dieses  Repräsentantensystems  hervorgehen,  sind  dann 
zu  Ffj^  gehörige  Modulfunktionen;  also  rationale  Funktionen  von  z, 
wenn  z  Hauptmodul  {§  101)  ist     Demnach  gilt  der  Satz: 

in.  Eine  Modulargleickung  existiert  insbesondere  dann,  wenn  z 
Hatiptmodul  m^  Stufe  und  der  Transformationsgrad  n^  1  (mod,  m)  ist 

Z.  B.  existieren  Modulargleichungen  zwischen  A(wt)  und  A(t) 
für  jeden  ungeraden  Transformationsgrad. 

§  108.    Transformation  zweiten  Grades  der  Moduifunictionen 

zweiter  Stufe. 

Ist  der  Transformationsgrad  n  nicht  relativ  prim  zu  der  Stufen- 
zahl m  der  zu  transformierenden  Funktionen,  so  ist  eine  große 
Mannigfaltigkeit  verschiedener  Fälle  zu  unterscheiden.  Wir  wollen 
uns  daher  mit  der  Untersuchung  eines  besonders  wichtigen  Falles 
begnügen. 

Das  Doppelverhältnis  l  bleibt,  wie  wir  §  94,  IV,  VII  gesehen 
haben,  bei  denjenigen  Modulsubstitutionen  invariant,  die  modulo  2 
zur  Identität  kongruent  sind.     Soll  also  die  Substitution 

l)  r'^'^-t'      oder     2  t' =  ^-^4J|^ 

den  transformierten  Wert  A(2t)  in  sich  überführen,  so  muß  ß  gerade 
Sein,  und  außerdem  muß  die  Substitution  (a,  \ß,  2y,  S)  mod.  2  zur 
Identität  kongruent  sein;  mit  andern  Worten: 
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L  Die  Gruppe  der  Punktion  X(2r)  besteht  aus  denjenigen  Modvl' 
Substitutionen^  die  den  Kongruenzen: 

2)  u^S^l     (mod.  2),      ß  =  0    (mod.  4) 

genügen;  X(2t)  ist  also  eine  Modulfunktion  vierter  Stufe, 

Wir  müssen  zunächst  den  Index  dieser  Untergruppe  bestimmeD. 
Zu  diesem  Zweck  fragen  wir  vor  allem,  wieviele  mod.  4  verschiedene 
Modulsubstitutionen  es  giebt,  und  dann,  wieviele  unter  ihnen  den 
Bedingungen  (2)  genügen. 

Seien  cc,  ß  irgend  zwei  Zahlen,  die  nur  nicht  beide  gerade 
sein  dürfen,  so  kann  man  zu  ihnen  stets  zwei  andere  7^,  d  so  be- 
stimmen, daß 

3)  aS-ßy  =  \     (mod.  4) 

wird;  und  das  allgemeinste  Lösungssystem  dieser  Kongruenz  ergiebt 
sich  aus  irgend  einem  speziellen  in  der  Form: 

4)  r  =  ro  +  «^    S:r^d,  +  ßt. 

Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Paare  von  Zahlen  o,  /?,  die 
nicht  beide  gerade  sind,  beträgt  12;  nimmt  man  nämlich  a  =  l 
oder  cc  =  3,  so  kann  man  /9  =  0,  1,  2,  3  setzen  (8  Möglichkeiten); 
nimmt  man  aber  u  =i  0  oder  0;  =  2,  so  sind  nur  ß  =  l  und  /?  =  3 
zulässig  (4  Möglichkeiten).  Zu  jedem  dieser  12  Paare  {a,  ß)  Uefem 
die  Gleichungen  (4)  4  Paare  (/,  S),  wenn  man  der  Reihe  nach 
^  =  0,  1,  2,  3  setzt;  und  diese  sind  inkongruent,  da  a  und  ß  nicht 
beide  gerade  sind.  Also  erhalten  wir  im  ganzen  12. 4  =  48  ver- 
schiedene Lösungen  der  Kongruenz  (3).  Aus  jeder  dieser  Lösungen 
läßt  sich  eine  zu  ihr  kongruente  Lösung  der  Gleichung: 

5)  ad^-ß'y'  =  1 
durch  die  Formeln  ableiten  (vgl.  §  104,  13): 

6)  a=^a,     ß'  =  ß  +  U,     y'^y  +  ^c,    S' =  ^  +  Ad. 

a  und  ß  können  nämlich  nicht  beide  gerade  sein;  infolgedessen 
können  wir  b  so  bestimmen,  daß  ß'  zu  rc  relativ  prim  wird.  Setzen 
wir  dann 

aS-ßy^l+Ae 

und  bestimmen,  was  dann  stets  möglich  ist,  c  und  d  so,  daß: 

a'  rf  —  /?'  c  =  —  e 

wird,  so  erfüllen  die  Werte  (6)  die  Gleichung  (5). 
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Von  den  so  gefundenen  48  modulo  4  verschiedenen  Klassen 
Yon  Lösfingssystemen  der  Gleichung  (1)  geben  zwei  solche,  und  nur 
zwei  solche,  die  sich  nur  durch  die  Vorzeichen  sämtlicher  vier 
Größen. unterscheiden,  dieselbe  Modulsubstitution;  wir  erhalten  also 
den  Satz: 

n.  Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  von  Modul- 
suistituiianen  beträft  24. 

Wollen  wir  aus  diesen  nur  diejenigen  herausgreifen,  die  den 
Bedingungen  (2)  genügen,  so  haben  wir  statt  der  oben  abgezählten 
12  Paare  von  Zahlen  {a,  ß)  nur  die  beiden  (1,0)  und  (3,0)  zu  berück- 
sichtigen. Soll  dann  die  Kongruenz  (3)  bestehen,  so  muß  im  ersten 
Falle  3=  l,  im  zweiten  ^=3  (mod.  4)  sein;  die  Kongruenz  ^=1 
(med.  2)  ist  also  in  jedem  Falle  erfüllt  und  es  sind  für  t  alle  vier 
Werte  zulässig.  Wir  erhalten  also  8  modulo  4  verschiedene  Zahlen- 
quadrupel, die  den  Kongruenzen  (2)  und  (3)  gleichzeitig  genügen 
und  folglich  4  modulo  4  verschiedene  Klassen  von  Modulsubstitutionen, 
die  il(2r)  in  sich  überführen.     Hieraus  und  aus  Satz  11  folgt: 

HL  Der  Index  der  Gruppe  von  X(2t)  innerlialb  der  Gruppe 
sämtlicher  Modulsubstitutianen  beträgt  6. 

Daraus  folgt  (§  101),  daß  A(2t)  einer  Gleichung  sechsten  Grades 
genügt,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  /(r)  sind.^ 

Sehen  wir  aber  ueben  /(r)  auch  noch  1(t)  als  bekannt  an,  so 
erhalten  wir  eine  Gleichung  niedrigeren  Grades.  Die  Gruppe  von 
il(2r)  ist  nämlich,  wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Kongruenzen  (2) 
hervorgeht,  eine  Untergruppe  der  Gruppe  von  A(r);  es  kommt  also 
nur  noch  darauf  an,  ihren  Index  innerhalb  dieser  letzteren  zu  be- 
stimmen. Dazu  bestimmen  wir  wieder  zunächst  die  Anzahl  der 
modulo  4  verschiedenen  Substitutionen,  die  modulo  2  zur  Identität 
kongruent  sind.  Das  geschieht  auf  demselben  Wege,  auf  dem  oben 
Satz  n  abgeleitet  worden  ist;  der  Unterschied  ist  nur,  daß  jetzt 
von  den  oben  bestimmten  Zahlenpaaren  (a,  ß)  nur  4,  nämlich  (1,  0), 
(1,  2),  (3,  0),  (3,  2)  zulässig  sind,  und  daß  t  nur  die  beiden  Werte  0 
und  2  annehmen  darf.  Da  auch  hier  je  zwei  Lösungssysteme  die- 
selbe Modulsubstitution  geben,  so  sehen  wir: 


^  Die  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 
V1+2t'        1(2?)'  \       i)  \2/*  \2  +  r/ 


- '  ( ;-) 


Vi+t/  \      2      I'         \\  -  X  )  ^  1  +  T  \ 
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IV.  Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  van  moduh  2 
zur  Identität  kongruenten  Modulsubstitutionen  beträgt  4. 

Als  Repräsentanten  dieser  4  Klassen  kann  man  z.  B.  die  4  Sub- 
stitutionen betrachten,  die  r  bezw.  durch: 

^^        1+2t'       ^■*-^'        i+2r 

ersetzen. 

Von  diesen  vier  Klassen  genügen  zwei,  nämlich  die  durch  r 
und  T  +  2  repräsentierten,  den  Bedingungen  (2);  daraus  folgt: 

V.  Der  Index  der  Gruppe  von  k(2T)  innerhalb  der  Gruppe  von 
X(t)  ist  gleich  2. 

In  der  That  überzeugt  man  sich  direkt,  etwa  mit  Hilfe  des 
Satzes  Y  von  §  94,  daß  bei  jeder  modulo  2  zur  Identität  kon- 
gruenten Modulsubstitution  die  beiden  Werte: 

;1(2t)  =  ;.(2t4-4) 
und: 

^(7-:v,)-»(2-f^)[-MTiw+*)i 

entweder  jeder   für   sich   ungeändert  bleiben   oder  unter   sich  ver- 
tauscht werden.     Daraus  folgt  wegen  §  95: 

VI.  Die  beiden  Funktionen  X(2t)  und  Xl- — ^^J   sind   Wurzeln 

einer  quadratischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  X(t)  sind. 

Es  existiert  also  auch  in  diesem  Falle  eine  Modulargleickmg 
der  in  §  107  bezeichneten  Art. 


§  109.    Explicite  Aufstellung  der  Modulargleichung  für  die  qua- 
dratische Transformation  von  A(t). 

Der  letzte  Satz  des  vorigen  Paragraphen  würde  bereits  zur  ex- 
pliciten  Aufstellung  der  Modulargleichung  ausreichen:  wir  würden 
nur  noch  nötig  haben,  die  symmetrischen  Funktionen  (Summe  und 

Produkt)  von  A(2t)  und  x(- — ^  j  durch  ihre  Pole  und  Nullpunkte 

oder  Residuen  zu  charakterisieren. 

Wir  gelangen  aber  mit  weniger  Aufwand  von  Rechnung  zuiß 
Ziele,  wenn  wir  noch  weitere  Eigenschaften  der  Modulargleichung 
mit  herbeiziehen.     Zunächst: 
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L  N^en  die  Gleichung: 
1)  /i(Mr),  A(2t))=0 

treten  zwei  analog  abzuleitende  (vgl,  auch  §  106,  III): 

und: 

Ersetzt  man  iu  der  zweiten  dieser  Gleichungen  r  durch  2r,  so 
geht  sie  über  in: 

4)  /•a(M2r),  A(r))=0. 

Da  zwischen  X(t)  und  A(2r)  keine  Gleichung  von  niedrigerem  Grade 
bestehen  kann^  so  muB  diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  sein. 
Daraus  folgt': 

n.  Das  Polynom  f\  (x,  y)  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
mit  f^  (y,  x)  identisch  und  folglich  auch  in  Bezug  auf  x  vom  zweiten 
Grade. 

Femer  folgt  aus  §  108,  VI  und  §  96,  (2): 

in.  Ist  y^X(2r)  eine  IFurzel  der  Gleichung  f\  (x,  y)^0,  so  ist 

Xl- — —]  =  .  die  andere;  das  Polynom  f\  ist  also  rücksichtlich  y 

recKpTok» 

Ersetzt  man   femer   r   durch    1  +  r,    so   geht    x  =  A(r)   nach 

§  96,  I  über  in  r-,   1  —x  also  in ,  y  bleibt  ungeändert; 

daraus  folgt: 

IV.  Fuhrt  man,  statt  x,  /  —  x  =  |  ein,  so  erhält  man  aus  f^  (x,  y) 
m  Polynam  q>^  Q,  y),  das  auch  in  Bezug  auf  |  reciprok  ist,  also  die 
Gestalt  hat: 

5)     (^1»  +  Bi+  Ä)y^  +  (C|2  +  D^  +  C)y  +  {^|2  +  BI  +  Ä). 

Weiteren  Aufschluß  erhält  man  durch  Bestimmung  des  Ver- 
haltens Yon  I  und  y  in  den  Ecken  des  Fundamentalbereichs 
von  X  (§  93): 

Für  r  =  tcx)  wird  x  =  0,  $  =  1,  2t  =  loo,      ■ —  —  =  1,   also 

ein  Wert  von  y  =  0,  der  andere  =  oo;  daraus  folgt: 

yi  +  ^  +  ^  =  0. 


h 
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Für  T  =  0  wird  x  =  1,  |  =  0,  2t  =  0,  y^^  =  0,  also  beide  , 
Werte  von  y  =  1;  daraus  folgt: 

7)  C^^2A. 

Für  T  =  1  wird  x  =  cx),  |  =  00,  äquiv.   2t  =  2,  also 

beide  Werte  von  y  =  1 ;  das  giebt  nichts  Neues. 
Die  Gleichung  (1)  hat  also  die  Form: 

8)  ^(|_l)«(y_i)«  +  (2)_4J)|y  =  0. 

Das  einzige  hier  noch  unbekannte  Eoeffizientenverhältnis  2):  J  be- 
stimmen wir,  indem  wir  an  einer  der  genannten  Stellen  noch  die 
Art  des  Unendlichwerdens  herbeiziehen.  Wir  brauchten  dazu  nur 
je  den  ersten  Koeffizienten  der  betr.  Reihenentwicklungen,  wollen 
aber  doch  die  drei  ersten  Koeffizienten  berechnen,  um  die  vorher- 
gehenden Überlegungen  wenigstens  teilweise  zu  verifizieren.  Wir 
haben  nach  §  82,  (16)  (vgl.  auch  §  106): 

1=  1  -  16A+  128  A»+  .., 

y  =  16  A»-  128  A*+  .., 

(I-  1)»  =  256A>{1  -  16Ä  +  152  A»+  ..}, 

(y-l)»=l-32Ä»+  ... 

(I  _  1)2 (y  _  1)2  =  256Ä2(1  -  16Ä  +  120 A»  +  . .), 

^y  =  16A«(1  -  16A  +  120 A»  +  . .). 

Gleichung  (8)  ist  also  erfällt^  wenn 

256 /f+  16(i>-4^)  =  ü 

ist;  mit  andern  Worten: 

V.  Die  zwischen  ^  =  1  -^  X(t)  und  y  =  X(2t)  bestehende  Modulat' 
yleichung  lautet: 

9)  (|_l)*(y_])S_16|y  =  0. 

Aus  ihr  erhält  man  die  Modulargleichung  für  y^  =  A  [ -|- j ,  indem 

man  t  durch ersetzt;  dabei  geht  nach  §  96(1)  at  in  1  — il(T)={ 

und  y  in  Xi j  =  1  —  ^  j-|- j  =  1  —  y^  über;  die  ModulargUiehxnj 

für  y^  =  i(-^)  lautet  also: 

10)  (;r-l)»yi»-16x(l-y,)  =  0. 
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Die  MoAdargleichung  für  Xi — ^j    erhält   man    wohl   am  be- 
[}uemsten^  wenn  man  in  der  eben  abgeleiteten  Gleichung  die  Sub- 
stitution 8  yomimmt,   wodurch  x  in  -^,   y^    in  y,  =  Ä(-i±-L) 
ibergeht;  man  erhält  so: 
11)  y2*+16ar(l-a:)(l-y3)  =  0. 

§  HO.    Berechnung  des  Periodenverhältnisses  durch  iterierte 

Transformation. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  quadratischen  Transformation 
kann  man  zur  Berechnung  des  Periodenverhältnisses  zu  einem  ge- 
gebenen Werte  von  X  gelangen.    Man  kann  z.  B.  successive: 

1)  Aj  =  ä(2t),     i,  =  A(4t),  . . .  A^  =  ä(2^t) 

berechnen,  solange  bis  man  in  §  82,  (16)  die  höheren  Potenzen 
von  X,  bei  der  verlangten  (relativen)  Genauigkeit  gegenüber  der 
ersten  vernachlässigen  kann;  dann  giebt  diese  Gleichung: 

2)  ^;j,-=  J_l0g^. 

Oder  man  berechnet  successive: 

3)  •    i_,  =  i(^),     A_2  =  i(-i-),...,  ^_,  =  a(JL), 

solange  bis  man  in  der  aus  §  82,  (16)  durch  Anwendung  der  linearen 
Substitution  T  hervorgehenden  Gleichung  die  höheren  Potenzen  von 
1  —  A.,,  vernachlässigen  kann;  dann  erhält  man: 

4)  _1^=   ^logi-^-' 


16 

Bei  Anwendung  dieser  Formeln  muß  man  beachten,  welcher 
^Vert  der  auftretenden  mehrdeutigen  Funktionen  jedesmal  zu  nehmen 
iat  Ist  der  gegebene  Wert  von  X  reell  und  zwischen  0  und  1  ge- 
legen und  will  man  denjenigen  von  den  zugehörigen  Werten  von  r 
berechnen,  der  rein  imaginär  ist  (vgl  §  93,  I)^  so  ist  die  Ent- 
^eidung  einfach:  für  jede  der  Größen  (1)  und  (2)  ist  derjenige  Wert 
tu  nehmen,  der  ein  reeller  positiver  echter  Bruch  ist  (es  giebt  jedes- 
Hial  nur  einen  solchen),  und  die  Logarithmen  in  (2)  und  (4)  sind 
^eell  zu  nehmen. 

Die  erforderlichen  Rechnungen  nehmen   eine  elegante  Gestalt 
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an,  wenn  man  die  Modulargleichungen  noch  etwas  umformt  Ans 
§  109,  (9)  erhält  man  z.  B.: 

(l-i){y-i)  =  4Vii^ 

oder: 

und  daraus  durch  abermalige  Wurzelausziehung: 

oder: 

(In  dieser  Gleichung  ist  für  0  <  |  <  1  der  positive  Wert  der 
Wurzel  zu  nehmen,  wenn  man  auch  für  y  einen  echten  Brach  er- 
halten will.) 

Eine  andere  aus  dieser  leicht  abzuleitende  Gestalt  der  Modular- 
gleichung  ist  die  folgende: 


6)  yr^  =  T^ 


X 


1  +  Vi  -X 

(in  der  in  dem  bezeichneten  Falle  den  Wurzeln  ihr  Hauptwert 
(I,  §  63,  ni)  beizulegen  ist,  wenn  man  den  Hauptwert  der  linken 
Seite  und  zugleich  einen  echt  gebrochenen  Wert  für  sie  erhalten 
will).     Setzt  man  allgemein: 

7)  l-M2'r)  =  |,  =  A|,, 


a 


so  kann  man  Gleichung  (6)  in  die  beiden  folgenden  spalten: 

8)  fly + 1  =  "^  2  *^ '  *v + 1  =  y«.'  K  . 

Man  hat  also  aus  den  beiden  Größen  a^  und  b^  (von  denen  die  eine 
ganz  willkürlich  angenommen  werden  kann,  während  die  andere 
dann  durch  sie  bestimmt  ist)  das  arithmetische  und  das  geometrisdie 
Mittel  zu  bilden^  dann  mit  diesen  beiden  Mittelwerten  ebenso  zn 
verfahren  u.  s.  w.,  bis  schließlich  der  Unterschied  der  beiden  Mittel 
unterhalb  der  verlangten  Genauigkeitsgrenze  fällt 

Man  kann  durch  elementare  Schlüsse  bestätigen,  daß  die  durch  (8) 
definierten  Größen  a^,  by  mit  wachsendem  Index  v  gegen  eine  ge- 
meinsame Grenze: 

9)  ^{%}  ^o)  ~  ^"^ ^  =  ^™  ^•' 


00  y  SS  CO 
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konvergieren;  mau  neunt  diese  Grenze  das  aritlimetisch-geometrisclie 
Mittel  von  a^  und  b^.  Mit  ihrer  Hilfe  kann  man  auch  die  Perioden 
selbst  (nicht  bloß  ihr  Verhältnis)  berechnen;  doch  wollen  wir  darauf 
nicht  näher  eingehen. 

Andererseits  gewinnt  man  auch  noch  eine  einfache  Pormel, 
wenn  man  je  zwei  Schritt«  der  ersten  Beihe  von  Transformationen 
in  einen  zusammenzieht     Man  erhält  nämlich  aus 


und: 


'  1  +  yi  -  i(T) 


yx(47)  = 


zunächst: 


1  -Vi-  1(2  j) 

1  +yi-  a(2t) 


y^^^  ^    1  ~  2Vl^rm)  +  1/1  _  X(,) 


1  +2^1  -  Jl(T)  +  }/l  -  A(t) 

und  daraus  durch  eine  abermalige  Wurzelausziehung: 

10)  yX(47)  =  ^^^M. 

Man  kann  diese  Formel  mit  Hilfe  der  Ausdrücke  von  k  und 
1  —  Ä  durch  die  ThetanuUwerte  (§  56  und  63)  leicht  verifizieren. 

§  III.    Die  Modulfunktionen  als  Umketirfunktionen  der  Quotienten 
von  integralen  linearer  Difrerentialgleichungen. 

Bevor  wir  die  Theorie  der  Modulfunktionen  verlassen,  wollen 
wir  noch  eine  Eigenschaft  derselben  kennen  lernen,  aus  der  allein 
ihre  ganze  Theorie  entwickelt  werden  kann.  Wir  knüpfen  zu  diesem 
Zwecke  etwa  wieder  an  die  Sätze  von  §  78  an,  indem  wir  sie  mit 
den  ersten  Entwicklungen  von  §  93  in  Verbindung  bringen. 

Fassen  wir  auf  Grund  von  §  93  den  dort  definierten  Wert 
von  Wj  als  Element  (I,  §  66)  einer  analytischen  Funktion  von  k 
auf,  so  zeigt  §  78,  daß  die  Gesamtheit  der  analytischen  Fortsetzungen 
dieser  Funktion  nicht  eine  eindeutige  Funktion  von  X  bilden,  sondern 
eine  unendlich  vielwertige,  deren  sämtliche  Werte  aus  zweien  von 
ihnen,  co^  und  »3  in  der  Form: 

1)  cöj'  =  aco^  +  ß(o^ 
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erhalten  werden  können,  in  der  a  und  ß  beliebige  ganze  Zahlen 
bezeichnen.  Setzt  man  simultan  (I,  §  70  am  Ende)  den  Zweig  (u, 
dieser  Funktion  fort»  so  erhält  man  ebenso 


2) 


<  =  yö>l   +*<Ö8» 


mit  ccä  —  ßy=  1.  Daraus  geht  hervor,  daß  wir  aus  co^,  (o^  und 
ihren  Ableitungen  eindeutige  Funktionen  von  l  kombinieren  können; 
denn  aus  (1)  und  (2)  folgt: 


3) 


,  dütm  ,  d<o,'  da» 


(O 


dui 
^~dT 


mit  andern  Worten: 
I.  Die  Funktion: 

4) 


da,  da. 


ist  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  analytische  Funktion  von  h 
Ebenso  wird  dasselbe  bewiesen  von  den  beiden  Funktionen: 


5) 
und: 

6) 


ft  = 


P%  = 


diai    {2*610 

<i  (»3      CP  61, 

dl     dl* 


dl      dl* 


Von  diesen  eindeutigen  Funktionen  folgt  aus  §  93,  daß  sie  für 
alle  von  0,  1,  oo  verschiedenen  Werte  von  X  sich  regulär  verhalten. 
Ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  von  A  =  0  kann  aus  den  Formeln 
von  §  82  entnommen,  ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  von  X  =  l 
und  A  =  00  daraus  mit  Hilfe  der  Formeln  der  linearen  Trans- 
formation (§  96)  erschlossen  werden.  Man  findet,  daß  diese  Funk- 
tionen rationale  Funktionen  von  X  sind.  Da  andererseits  die 
Determinante: 


7) 


CO 


CO, 


CO. 


da 


(TO) 


dl 

dP 

d(a^ 
dl 

dl* 

d(a^ 

d^w. 

dl 


dl* 


Null    wird,   wenn    man  co    durch    irgend    eine   lineare  Kombination 
von    «j   und  co^    ersetzt,    so   erhält  man   durch  Entwicklung  dieser  I 
Determinante  nach  den  Elementen  ihrer  ersten  Zeile  den  Satz: 
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II.    Die   Perioden    des    elliptischen  Integrals    L    Gattung  genügen 
er  linearen  homogenen  Differentialgleichung  IL  Ordnung: 

€P(ü     .         db)    .  .. 

'en  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  X  sind. 

Man  kann  diese  DiiFerentialgleichung  auf  dem  angegebeneu 
ege  aufstellen,  indem  man  diese  rationalen  Funktionen  durch  ihre 
le  und  Residuen  bestimmt  Eine  symmetrischere  Gestalt  derselben 
lält  man,  wenn  man  statt  des  X  direkt  einen  Verzweigungspunkt 
unabhängige  Variable  nimmt,  unter  Konstanthaltung  der  andern, 
tzt  man: 

erhält  man,  wie  in  §  59: 

du  __  j   r        dx 
da  ""  "^J    (*~  aflt^lt 

(1  daraus  weiter: 


d*u 
d 


•u  __  ^  r dx 


18  ist  ein  Integral  11.  Gattung  (vgl.  §  57),  das  bei  z  =  a  von  der 
Ordnung  unendlich  wird.  Von  derselben  Ordnung  mit  demselben 
)effizienten  unendlich  wird  die  algebraische  Funktion  der  Fläche: 

•  ^^  ""         2  (»  -  a)»/«    '    /  (a) 

^      1       ff   I    3      Vz^)  /'(*).    _1    ^. 

2x(a)J    y       ^  (*  -  afU         ''  {x  -  a) Vf[x)  i 

e  Differenz: 

^  -  ^(z)  =  -i-    f  \^^XW  -  3/(x)  -K^  -  a)x'(x)]dx 
öa«         ^^^        Ax{a)J  (*-a;/«V7(*) 

-  1     r[2{x-a)x' {a)  +  5  (*  -  «)/' ^a)]  dx 


•d  bei  z  =  a  nur  noch  von  der   ersten   Ordnung  unendlich  und 
ar  wie 

X{a)     da' 

ist  also: 

ö'  II     ,    x  [et)   du  ,  V 

ö  a*         /  (aj     ö  a  ^  ^  ' 
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ein  Integral  I.  Gattung  und  zwar,  wie  die  Rechnung  zeigt, 


Daraus  folgt  zunächst: 
III.  Das   Integral: 


V(x  -  a) 


mit  von  a  unabhängigen  Grenzen  genügt  als  Funktion  von  a  der  linearen 
Differentialgleichung  „mit  zweitem  Glied^^: 

und  wenn  man  als  Integrationsweg  einen  Periodenweg  nimmt: 

IV.  Die  Perioden  dieses  Integrals  genügen  der  linearen  Differential' 
gleichung  ^johne  zweites  GliecP*: 

11)  ^  +  mi!i+^m^  =  o. 

'  da*         xW    da        ^    x^^) 

Setzt  man  insbesondere  ;^(z)  =  z  (1  —  z),  so  wird  ;^'(a)  =  1  —  2«, 
/'{a)  =  —  2,  also  die  Gleichung: 

Umgekehrt  ist  durch  eine  solche  Gleichung  a,  bezw.  l  als 
Funktion  des  Quotienten  zweier  linear  unabhängigen  Integrale  dieser 
Gleichung  definiert. 


ZWÖLFTER  ABSCHNITT. 


Teilung  und  Transformation. 

§  112.    Mehrwertige  unverzweigte  Funictionen  auf  der  elliptiscbeB 

RiEMANN'schen  Fläche. 

V?  ir  kehren  nun  zu   den  elliptischen  Funktionen  zurück,   b 
den    früheren   Abschnitten    haben    wir   unser  Augenmerk   in   ewttff  ■ 
Linie  auf  solche  Funktionen   gerichtet,  welche  auf  der  vorgelegten 
RiEMANNScheu   Fläclie   einwertig  waren;   darüber  hinaus  wollen  ^\ 
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nunmehr  auch  Funktionen  in  Betracht  ziehen,  die  in  jedem  Punkte 
der  Flädie  mehrere  Werte  besitzen. 

Natürlich  wird  eine  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  w-wertige 
Funktion  auch  einfach  als  eine  in  der  ^r-Ebene  2  m- wertige  Funktion 
aufgefaßt  und  auf  einer  über  dieser  Ebene  (2  m)  blättrig  ausgebreiteten 
Fläche  untersucht  werden  können.  Das  Umgekehrte  wird  aber  nicht 
immer  der  Fall  sein.     Seien  nämljch: 

die  Werte,  die  eine  auf  unserer  Fläche  F  m- wertige  Funktion  in 
zwei  übereinanderliegenden  Punkten  z  und  z  der  Fläche  besitzt; 
sie  werden  im  allgemeinen  alle  2  m  voneinander  verschieden  sein. 
Läßt  man  z  einen  geschlossenen  Weg  auf  F  beschreiben,  so  werden 
die  ersten  m  Werte  irgendwie  unter  sich  permutiert,  ebenso  die 
letzten.  Läßt  man  dagegen  z  einen  Weg  beschreiben,  der  nur  in 
der  z-Ebene  geschlossen  ist,  auf  F  aber  von  z  nach  z  führt,  so  wird 
die  Gesamtheit  der  m  ersten  Werte  mit  der  Gesamtheit  der  m  letzten 
vertauscht     Daraus  folgt  zunächst: 

L  Eine  auf  der  z^  Ebene  2m'wertige  Funktion  a  kann  nur  dann 
(ds  auf  der  Fläche  F  m^Kertige  Funktion  angesehen  werden ,  wenn  es 
möglich  ist^  die  2  m  iVerte  von  a  so  in  zwei  Systeme  zu  je  m  zu  verteilen ^ 
daß  bei  Umkreisung  einer  geraden  Anzahl  der  Verzweigungspunkte 
von  F  die  Werte  jedes  Systems  nur  unter  sich  permutieren ,  bei  Um- 
kreisung  einer  ungeraden  Anzahl  die  beiden  Systeme  miteinander  ver- 
tauscht werden, 

H.  Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend. 

Denn  wenn  sie  erfüllt  ist,  kann  man  die  ni  Werte  des  einen 
Systems  dem  einen,  die  m  Werte  des  andern  Systems  dem  andern 
von  zwei  übereinanderliegenden  Punkten  der  BiEMANNschen  Fläche 
zuweisen ;  und  an  dieser  Zuteilung  wird  dann  auch  nichts  geändert, 
wenn  man  die  unabhängige  Variable  beliebige  auf  der  Fläche  ge- 
schlossene Wege  beschreiben  läßt. 

Will  man  für  die  Untersuchung  einer  solchen  Funktion  ein 
geometrisches  Substrat  haben,  auf  dem  sie  als  eindeutige  und  stetige 
Funktion  des  Ortes  ausgebreitet  werden  kann,  so  muß  man  sich  die 
zweiblättrige  EiEMANNSche  Fläche  noch  m-fach  überdeckt  vorstellen; 
ebenso  wie  man  sich  (vgl.  I,  §§  55,  67)  die  Ebene,  bezw.  die  Kugel 
mehrfach  überdeckt  vorstellt,  um  auf  diesen  Flächen  mehrwertige 
Funktionen  zu  untersuchen.  Es  ist  nicht  leicht,  sich  von  einer 
solchen  m- fachen  Uberdeckung  einer  RiEMANNschen  Fläche  eine 
einigermaßen  klare  Vorstellung  zu  verschaffen,   wenn  man  an  der 
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mehrblättrig  über  der  Ebene  oder  Kugel  ausgebreiteten  Gestall 
einer  solchen  Fläche  festhält  Dagegen  hat  es  gar  keine  Schwierig- 
keit, sich  eine  solche  Uberdeckung  der  Torusfläche  vorzusteUen,  in 
die  wir  in  §  2  die  zweiblättrige  Fläche  mit  vier  Verzweigungs- 
punkteu  deformiert  haben.  Eine  solche  Torusfläche  kann  ebenso 
bequem  wie  die  einfache  Kugel  mit  einer  Anzahl  Blätter  tiberdeckt 
werden,  die  in  geeigneter  Weise  durch  in  Verzweigungspunkten 
endigende  Übergangslinien  miteinander  in  Verbindung  stehen. 

Dabei  tritt  aber  eine  Möglichkeit  auf,  die  auf  der  Kugel  aus- 
geschlossen ist     Wollen  wir   die  Kugel    mehrfach  überdecken  und 

•  •  •• 

die  verschiedenen  Blätter  der  Uberdeckung  in  Übergangslinien  mit- 
einander zusammenhängen  lassen,  so  müssen  diese  Übergangslinien 
notwendig  in  Verzweigungspunkten  endigen.  Geschlossene  Übergangs- 
linien  sind  auf  der  Kugel  illusorisch.  Denn  jede  geschlossene  Linie 
auf  der  Kugel  zerlegt  sie  in  zwei  ganz  voneinander  getrennte  Teile; 

führen  wir  also  durch  beide  Blätter  einer  doppelt 
überdeckten  Kugel  einen  Schnitt  L  aus,  der  das 
eine  Blatt  in  Ä  und  5,  das  andere  in  Ä  und  S 
zerlegt,  und  heften  nun  ^  an  ^  und  A'  sl  B 
(Fig.  46),  so  haben  wir  einfach  zwei  Kugeln  {Ä  +  F\ 
und  {Ä' +  JB)  vor  uns,  die  längs  Z  durcheinander 
durchgesteckt  (miteinander  verschlungen)  sind.  W«B 
also  nicht  etwa  noch  an  andern  Stellen  Zusammeo- 
hang  zwischen  beiden  Blättern  stattfindet,  ist  er  durch  die  Über- 
gangslinie  L  auch  nicht  hergestellt;  die  beiden  Kugeln  {Ä+B\ 
und  (A'  +  JB")  haben  nur  die  Stücke  £  und  B"  miteinander  aos- 
getauscht  Ein  auf  einer  derartigen  doppelten  Uberdeckung  stetig 
ausgebreiteter  Wertevorrat  würde  nicht  eine  zweiwertige,  senden 
zwei  getrennte  einwertige  Funktionen  vorstellen;  es  würde  nichtj 
möglich  sein, »durch  analytische  Fortsetzung  von  der  einen  zu  der] 
andern  zu  gelangen. 

Auf  der  Torusfläche   ist   das   anders.     Denn  eine   solche  wirfj 
nicht  durch  jede  geschlossene  Linie  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt; 
z.  B.  nicht  durch  einen   Meridiankreis.     Infolgedessen   erhalten  fir] 
eine  einzige  zusammenhängende  Fläche,  wenn  wir  zwei  ineinan( 
steckende,  längs  eines  Meridiankreises  aufgeschnittene  Torusfli 
längs  dieses  Schnittes  kreuzweise  aneinanderheften.    Bezeichnen 
nämlich   die   beiden  an  den  Schnitt  anstoßenden  Gebiete   des 
Blattes  bezw.  mit  A,  B,  die  des  andern  mit  Ä',  B^  so  ist  es  sowol 
möglich,   über  die  Ubergangslinie  hinüber  von  A  nach  S  und 
Ä  nach  B  zu  kommen,  als  auch,  etwa  längs  eines  Parall« 
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der  Fläche,  von  A  nach  B'  und  von  Ä'  nach  £.  Ein  auf  einer 
solchen  doppelt  überdeckten  Ringfläche  stetig  ausgebreiteter  Werte- 
vorrat  wird  also  eine  auf  der  einfachen  Ringfläche  zweiwertige 
Funktion  vorstellen,  die  relativ  zu  dieser  nirgends  verzweigt  ist 

In  der  That  haben  wir  solche  auf  der  Fläche  zwar  vieldeutige, 
aber  unverzweigte  Funktionen  bereits  in  den  Integralen  L  und 
IL  Gattung  kennen  gelernt.  Überhaupt  ist  jede  eindeutige  Funktion 
von  u  eine  auf  der  Fläche  unverzweigte  Funktion. 

Diese  letztere  Behauptung  gestattet  folgende  Umkehrung: 

HI.  Jede  auf  unserer  zweibläitrigen  Fläche  unverzweigte  und  von 
wesentlichen  Singularitäten  freie  Funktion  ist  eine  eindeutige  Funk- 
tion  van  u. 

Es  ist  nämlich  nach  §  7,  V  die  zu  irgend  einem  Punkt  der 
Flache  gehörende  regularisierende  Hilfsvariable  stets  eine  reguläre 
Funktion  von  u,  Ist  also  eine  Funktion  auf  der  Fläche  gegeben, 
die  in  der  Umgebung  jedes  Punktes,  in  dem  sie  überhaupt  definiert 
ist,  eine  eindeutige  Funktion  von  t  ist,  so  wird  sie  als  Funktion 
von  u  betrachtet  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  u,  für  den  sie 
definiert  ist,  sich  entweder  regulär  verhalten  oder  einen  Pol  haben. 
Daraus  wird  geschlossen  werden  können,  daß  sie  eine  in  ihrem 
ganzen  Definitionsbereiche  eindeutige  Funktion  von  u  ist,  sofern 
dieser  Bereich  einfach  zusammenhängend  ist.  Das  wird  namentlich 
dann  der  Fall  sein,  wenn  dieser  Bereich  die  ganze  «-Ebene  über- 
deckt; dazu  ist  aber  erforderlich,  daß  der  Definitionsbereich  auf  der 
Fläche  die  ganze  Fläche  überdeckt,  da  nach  den  Ergebnissen  des 
\L  Abschnitts  jedem  Wert  von  u  ein  Punkt  der  Fläche  entspricht. 


B  113.    Endlichvieldeutige  unverzweigte  Funktionen  auf  der  ellip- 
tischen RiEMANN'schen  Fläche; 
das  aligemeine  Transformationsproblem. 

Ist  eine  eindeutige  Funktion  von  m,  f{u),  als  Funktion  von  z 
betrachtet,  auf  unserer  Fläche  endlichwielAeniig,  sodaß  zu  ihrer 
Darstellung  nur  eine  Überdeckung  der  Fläche  mit  einer  endlichen 
Blätterzahl  erforderlich  ist,  so  können  die  unendlich  vielen  Werte 
|bezw.  Funktionselemente): 

^  f{u  +  2  Äj  «i),     Aj  =  0,    ±  1 ,    ±  2  .  .  .  in  inf. 

lieht   alle   voneinander   verschieden  sein.     Es  muß  also  notwendig 
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mindestens  zwei  ganze  Zahlen  k^,  A/  von  der  Beschaffenheit  | 
daß  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte  von  u,  die  Gleichung  beste 

1)  /•(M  +  2AjO>J  =  /-(«  + 2  V^'^i). 

Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  u  durch  «  —  2  A^  a*j ,  und  scbi 
7i?j  für  Aj'^Aj,  so  sagt  sie  aus:  es  giebt  eine  ganze  2^1  n 
der  Beschaffenheit,  daß  identisch: 

2)  /•(«  +  2  m,  «J  =  f(u) 

ist.  Da  wir  ebenso  eine  Zahl  m^  so  bestimmen  können 
identisch : 

3)  /•(«  +  2  ml  «3)  =  /•(«) 

ist,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

I.  Jede  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  endlich  vieldeutig 
verzweigte  und  von  wesentlichen  Singularitäten  freie  Funktion  i 
elliptische  Funktion  des  Integrals  L  Gattung,  für  die  aber  nicht 
die  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals,  sondern  erst  geunsse  Fl 
derselben  Perioden  sind. 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  des  Periodenparallelogi 
(2  m^co^j  2 1113  6>,)  aus  den  Funktionen  des  Periodenparallelogi 
(2röj,  20)3)  kann  in  zwei  Schritte  zerlegt  werden,  indem  ma 
ft>j,  fo.^  zuerst  zu: 

4)  Wj  =  iWi  o>i ,     W3  =  «3 
und  dann  erst  zu: 

5)  0)^  =  fu^ ,  0\  =  TWg  fe?3 

übergeht.     Da  wir  vermöge   der  linearen   Periodentransiormai 
die  beiden  Fundamentalperioden  vertauschen  können,  sind  die  1 
durch   (4)   und   (5)   geforderten   Schritte   im   wesentlichen   von 
selben  Natur  und   es  genügt,  wenn   wir  uns  mit  einem  von 
beschäftigen. 

II.  Den    Übergang    von   Funktionen    des   Perindenparallelog) 
(2  roj ,  2  Wg)  zu  solchen  des  Periodenparallelogramms  (2  m  «j ,  2  fi 
zeichnet  man   als    Transformation   m'***    Grades    der    elliptischen 
tionen  (vgl.  §  106). 

(In  älteren  Büchern  wird  dieses  Problem  als  das  inverse, 
ümkehrung  als  das  direkte  Transformationsproblem  bezeichne 

Ist  m  eine  zusammengesetzte  Zahl,  =  ^  r,  so  sieht  mai 
man  das  Problem  der  Transformation  m^^  Grades  dadurch  erL 
kann,  daß  man  erst  eine  Transformation /x**'°,  dann  eine  y^^C 
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Tormmmt  Wir  dürfen  uns  daher  auf  die  Betrachtung  primzahliger 
Transformationsgrade  beschränken. 

Sei  also  m  eine  Primzahl^  f(u)  irgend  eine  elliptische  Funktion 
des  Periodenparallelogramms  (2m(»p  ^^s)-  Vermehren  wir  das 
Argument  u  um  irgend  welche  Perioden  des  ursprünglichen  Systems, 
80  erhalten  wir  aus  jedem  Werte  f{u)  im  ganzen  m  verschiedene 
Werte: 

6)  /;(«)==/•(?/  +  2Äftii);     (Ä  =  0,  1,  2  .  .  .  wi  -  1); 

bei  Vermehrung  von  u  um  irgend  welche  Perioden  des  ursprüng- 
lichen Systems  werden  diese  m  Werte  nur  unter  sich  vertauscht 
Ihre  symmetrischen  Funktionen  bleiben  also  dabei  ganz  ungeändert; 
daraus  folgt: 

in.  Jede  elliptische  Funktion  mit  den  Perioden  (2m(o^,  ^^^ 
genügt  einer  algebraischen  Gleichung  m'*"  Grades,  deren  Koeffizienten 
elliptische  Funktionen  mit  den  Perioden  (2ro^,  ^^^  ^^^* 

Wir  können  aber  von  dieser  algebraischen  Gleichung  noch  mehr 
aussagen.  Denn  durch  Vermehrung  von  u  um  Perioden  können 
wir  nicht  jede  beliebige  Vertauschung  der  m  Funktions werte  (6)  er- 
reichen,  sondern  nur  ganz  bestimmte.  Gehen  wir  z.  B.  von  der 
Anordnung: 

/o»     / 1 »     /2  •  •  •  /w  -  8>     /m-2t     / m  -  1 

aus,  80  erhalten  wir  aus  ihr  durch  wiederholte  Vermehrung  des 
Arguments  um  2  ra^  nur  die  folgenden  m.  —  1  weiteren  Anordnungen : 


fr, 

/;. 

/a  •  •  •  /m-2j     / m  -  1>     /o 

fs, 

... 

/4  •••/«-  1>      /oi              /i 

1) 

fm  —  2j      /m  —  1>      /  0  *  *  *  /»»  —  5?      /m  —  4f      fm  —  3 
/*»  —  l >     /o>  /l   •  *  *  /w  —  4>     fm  —  31     fm  —  2 

und  hierauf  wieder  die  ursprüngliche.  Man  kann  diese  Umsetzungen 
sehr  einfach  durch  Kongruenzen  zwischen  den  Indices  charakteri- 
sieren; für  die  h^  von  ihnen  ist: 

8)  k'  ~  k  +  h     (mod.  m). 

Man  pflegt  das  in  der  in  der  Algebra  üblichen  Terminologie  (vgl. 
§  104,  VI)  so  auszudrücken: 

IV.   Die  Monodromiegruppe  des  Transformationsproblems  in  Bezug 
auf  die    elliptischen  Funktionen    des    ursprünglichen  Periodenparallelo- 
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gramms  ist  die  durch  die  Kongruenzen  (8)  charakterisierte  cyklische 
Gruppe, 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  algebraische  Gleichung,  deren 
Existenz  unter  (III)  behauptet  wurde,  von  sehr  spezieller  Natur  ist: 
nicht  allein  ihre  Koeffizienten,  also  die  symmetrischen  Funktionen 
der  Wurzeln  sind  bekannt,  sondern  auch  noch  gewisse  unsymmetrische 
Funktionen  derselben.  Jede  rationale  Funktion  der  /]^ -nämlich,  die 
unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  die  /^  eine  der  Vertauschungen  (7) 
ausübt,  bleibt  ungeändert,  wenn  man  u  um  eine  der  ursprünglichen 
Perioden  vermehrt,  ist  also  eine  elliptische  Funktion  des  gegebenen 
Parallelogramms.  Eine  solche  Funktion  können  wir  uns  auf  fol- 
gende Weise  verschaffen: 

Wir  bilden  zunächst,  indem  wir: 


2  7ti 


11) 


setzen,  die  „LAORÄNOESche  Besolventenfunktion"  i 

10)  -^1  =  /"o  +  e/"i  4-  «Ys  +  ...+«"-'/■--  1- 

Für  sie  ergiebt  sich: 

F,{n  +  2fo,)=f,  +  ef,  +  a'f,  +  ...  +  ««-i/; 
1  =6-' /-,(«) 

(und  natürlich  F^  {u  +  2  ro.^)  =  F^  (w)).  Diese  Funktion  ist  also  eine 
elliptische  Funktion  II.  Art,  und  ihre  7i*«  Potenz  ist  eine  elliptische 
Funktion  I.  Art.  Ebenso  wird  gezeigt,  daß  die  m*®°  Potenzen  der 
m  —  1  Funktionen 

12)  /;  =  /;  +  6v;  +  62Y3  +  ...  +  fi^--i>V;_i,  Ä  =  i,2,...m-i 

elliptische  Funktionen  L  Art  sind,  sowie  auch  die  Funktion 

13)  ^o=/o+/;+/'3  + ••• +/'--i- 

Diese  Funktionen  F^J"  und  F^  kann  man  durch  die  Funktionen 
pu  und  pu  des  ursprünglichen  PeriodenparaUelogramms  rational 
ausdrücken,  sowie  man  die  Pole  der  Funktion  f[u)  und  die  zu- 
gehörigen Entwicklungskoeffizienten  kennt  Die  Bestimmung  der 
Funktionen  Fj.  selbst  scheint  dann  auf  den  ersten  Blick  noch  die 
Ausziehung  von  (w— 1)  7w*®°  Wurzeln  zu  erfordern;  man  überzeugt 
sich  jedoch  folgendermaßen,  daß  die  Ausziehung  einer  einzigen 
solchen  Wurzel  genügt:  Ebenso  wie  die  Funktion  F^  der  Glei- 
chung (10)  genügt,  genügt  F^^  der  Gleichung: 

14)  /;{«  +  2o>i)  =  «-*/;(«). 
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Darans  folgt,  daß 

^*(«)^r*(«) 

eine  elliptische  Punktion  I.  Art  ist,  die  wir  wieder  aus  ihren  Polen 
und  Entwicklungskoeffizienten  bestimmen  können.  Also  bedarf  es, 
sobald  jPj  bekannt  ist,  keiner  weiteren  Wurzelauszfehung  mehr,  um 
samtliche  F^^  zu  bestimmen.  Sind  sie  gefunden,  so  bedarf  es  zur 
Bestimmung  der  f^  nur  noch  der  Auflösung  der  linearen  Glei- 
chungen (10),  (12)  und  (13),  die  vermöge  elementarer  Eigenschaften 
der  Einheitswurzeln  durch  die  Formel  geschieht: 

15)     /;=  l(/;  +  6-^/;  +  6-->^ir;^  +  ...  +6-(«-»^«=/;.i). 

TU 

Wir  können  also  sagen: 

V.  Das  Transformationsproblem  läßt  sich  durch  Ausziehung  einer 
m^  Wurzel  losen. 

Man  beachte  aber  wohl,  in  welchem  Sinne  dieser  Satz  allein 
bewiesen  und  überhaupt  richtig  ist.  Wir  haben  im  Laufe  der 
Untersuchung  ohne  weiteres  alle  rationalen  Funktionen  des  ursprüng- 
lichen Periodenparallelogramms  als  „rational  bekannt"  angesehen, 
Bas  sind  sie  auch,  da  man  sie  nach  §  24,  III  rational  durch  die 
Punktionen  pu  und  p'u  dieses  Parallelogramms  ausdrücken  kann  — 
aber  nur  insofern  man  sich  über  die  Natur  der  Koeffizienten  dieser 
Ausdrücke  keine  Sorgen  macht.  Fragt  man  aber  nach  diesen,  so 
sieht  man:  es  sind  Funktionen  der  Perioden,  die  nicht  bei  behebigen 
linearen  Transformationen  derselben  ungeändert  bleiben,  sondern 
nur  bei  solchen,  bei  welchen  die  Periode  Wj  ungeändert  bleibt;  also 
Modulfunktionen,  die  zu  der  in  §  106  definierten  Untergruppe  der 
Modulgruppe  gehören.  Wir  müssen  also  Satz  V  durch  den  Zusatz 
er^nzen: 

VI.  Satz  V  gilt  in  dem  Sinne,  daß  dabei  die  transformierten 
Moduln  als  bekannt  angesehen  werden  müssen^  von  denen  wir  in  §  106 
bereits  erwähnt  haben ,  daß  sie  sich  nicht  durch  Wurzelziehen  be- 
stimmen lassen. 

§  114.    Das  allgemeine  Teilungsproblem. 

Nahe  zusammen  mit  dem  allgemeinen  Transformationsprobleni 
l^ängt  das  in  §  104  schon  formulierte  allgemeine  Teilungsproblem, 
i  h.  die  Aufgabe: 

I.  Gegeben  sind  die  Werte  der  elliptischen  Funktionen  eines  be- 
stimmten Periodenparallelogramms  für  das  Argument  u;  gesucht  die 
Vierte  der  Funktionen  desselben  Parallelogramms  für  das  Argument  ujn. 
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Sei  f{u  \  «j ,  Wg)  die  vorgelegte  Funktion.  Unbeschadet  der 
Allgemeinheit  dürfen  wir  voraussetzen,  sie  sei  eine  homogene  B\ink1ioD 
der  drei  Variabeln  u,  (u^  ai^,  d.  L  es  gebe  einen  Exponenten  k  von 
der  Beschaflfenheit,  daß  für  jedes  Wertesystem  dieser  drei  Variabein 
und  für  jeden  Faktor  n: 

f[nu\nm^^  n  cWs)  =  n  Y(«  |  «i ,  Ö3) 

ist  Denn  jede  beliebige  elliptische  Funktion  kann  aus  Funktionen 
dieser  Eigenschaft,  nämlich  aus  pu  und  p'u^  zusammengesetzt  werden 
(§  17,  IV;  §  24,  III).     Dann  ist  aber  die  Aufgabe  der  Bestimmung 

von  f{~-   cwj ,  (O3  j  identisch  mit  der  der  Bestimmung  von  f{u  \  nw^,  nw^ 

also  ein  spezieller  Fall  der  in  §  113,  I  besprochenen  allgemeinen 
Aufgabe  (für  m^=  m^  =  n).  Ihre  Lösung  kann  daher  ganz  wie  es 
dort  geschehen  ist,  in  zwei  Schritte  zerlegt  werden,  indem  man  Ton 
f\u  I  Wj ,  ö>3)  zunächst  zu  f[u  |  n  «^ ,  Wg)  und  dann  von  diesem  zu 
f{u\no}^y  no)^)  übergeht.  Wir  sprechen  diesen  Satz  noch  einmal  in 
ausdrücklicher  Formulierung  so  aus: 

II.  Die  Lösung  des  allgemeinen  n^Teilungsproblems  geschieht  da» 
durch,  daß  man  nacheinander  zwei  Transformationen  n'*"  Grades  aus- 
führt; sie  erfordert  also  die  Äiisziehung  zweier  n***  Wurzeln, 

Auch  bei  diesem  Satze,  wie  bei  §  113,  V,  sind  die  Modulfiink- 
tionen  n**'  Stufe  als  schon  bekannt  anzusehen. 


§  115.    Die  quadratische  Transformation  von  pu. 

Die  allgemeinen  Ansätze  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
mögen  für  den  einfachsten  Fall  n  =  2  noch  im  einzelnen  durch- 
geführt werden. 

Was  zunächst  die  Transformation  zweiten  Grades  betrifft,  so 
haben  wir  zufolge  §  113,  (10),  (13),  wenn  wir  abkürzend  pn  fär 
/?(w|2o>p  0^3)  schreiben,  die  beiden  Funktionen  zu  betrachten: 

pu  +  p[u  +  2(üj), 

Die  erste  ist,  als  Funktion  des  ursprünglichen  Periodenparallelo- 
gramms, eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  die  bei  «  =  0  unendlich 
wird,  wie 


u 


\  +;-'{2«i), 
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-|     also  gleich: 

1)  pn+p{2o)^); 

die  zweite  ist  eine  Funktion  vierter  Ordnung,   die  bei  w  ==  0  un- 
endlich wird,  wie: 

(«v-^  (2  «:))■"', 

abo  gleich:  ^ 

\     2)  l.p''u-2p{2eo,)pu+p^{2oi,) 

(vgl.  §  24,  I).     Man  erhält  also: 


3)  2pu^pu+p{2€a^)  ±  y^/)"ti  -  2p{2(o,)pu+p^{2G7,). 

Man  sieht,  übereinstimmend  mit  Satz  VI  von  §  113,  daß  in 
diesen  Formeln  die  transformierte  Modulfunktion  p  (2  oi^)  =  ^^  auftritt 

Man  kann  die  Beziehung  zwischen  pu  und  pu  auch  auf  anderem 
Wege  erhalten,  indem  man  umgekehrt  p7t  als  Funktion  des  Perioden- 
parallelogramms (2(»j,  2ö>3)  betrachtet.  Als  solche  wird  sie  un- 
endlich groß  in  den  beideh  für  dieses  Parallelogramm  inkongruenten 
Punkten  0  und.2o)^,  ist  also 

^1     4)  =zpu  +  p  {u  +  2  0)^). 

Ersetzt  man  den  zweiten  Summanden  durch  seinen  Wert  aus  §  23,  (6), 
80  erhält  man  nach  einiger  Umrechnung: 

5)  pu  =1  pu  +    -^     -^  >_  _  «^ . 

Man  kann  übrigens  auch  Gleichung  (4)  (einfacher  noch  die  aus 

ilir  durch  Differentiation  nach  u  sich  ergebende  Gleichung  für  p'u) 

clirekt   aus    der    definierenden    Partialbruchentwicklung    (§    17,   (3) 

oder  (4))  gewinnen,  indem  man  in  ihr  die  Glieder  mit  geradem  und 

clie  mit  ungeradem  A^  je  für  sich  zusammenfaßt 

Zu  den  Funktionen  des  Periodenparallelogramms  (4«^,  2(o^) 
gehört  nach  §  33,  II  auch  der  Sigmaquotient 


muß  sich  daher  rational  durch  pu  und  pu  ausdrücken  lassen, 
xmd  zwar,  da  er  eine  ungerade  Funktion  ist,  als  Produkt  aus  pu 
in    eine   rationale  Funktion  von  pu.     Man  erhält  diesen  Ausdruck 


l 
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durch  Vergleichung  der  Fonneln  dieses  Paragraphen  mit  §  30,  (5), 
oder  durch  Vergleichung  der  Pole  und  Kesiduen.     Man  findet: 


6) 


1 


^^-  =  fe»  -  ?(«  +  2  «,)  +  ^2  «,) 


au 

^  pu  —  e^ 


(nach  §  23,  (4)). 


/ 


§  116.    Algebraische  Formulierung  des  aligemeinen 

Transformationsproblems. 

Die   Entwicklungen   der   vorhergehenden   Paragraphen    zeigen: 
wenn  x  =  p{u\(j)^,  (Ö3),  7/  =  p{u\no}^,  co^)  gesetzt  wird,    so  sind  x 

und  yx  rationale  Funktionen  von  y  und  YY.  Man  kann  diesen 
Satz  auch  anders  wenden,  indem  man  an  die  Integrale  anknüpft;  er 
sagt  dann  aus:  wenn  ein  elliptisches  Integral  L  Gattung: 

dx 

vorgelegt  ist,  so  ist  es  in  mannigfaltiger  Weise  möglich,  x  und  j/J  so 
als  rationale  Funktionen  einer  neuen  Fariabeln  y  und  der  Quadrat' 
tourzel  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten  oder  vierten  Grades  Y  von  y 
auszudrück  en,  daß : 

^  J    VX        J     ]Y 

wird.  Man  kann  dieses  Problem  auch  algebraisch  angreifen;  wir 
wollen  uns  aber  dabei  auf  den  Fall  beschränken,  daß  x  eine  rationale 

Funktion  von  g  allein,  ohne  j/Z  werden  soU.^  1 

Sei  X  =      - ,     unter     U,     V    teilerfremde     ganze    Funktionen 
n^^  Grades  von  y  verstanden.     Dann  geht  das  Integral: 

2)  «=  f     .  -   ''4-_.      „   __ 

über  in: 

o,  r  VdU  -  Ud  V 


J   V(^-«o 


V){U-n,  V)(U-n,  V){ü-a^  V) 


^  Ohne  Beweis  sei  erwähnt,  daß  der  allgemeine  Fall  auf  diesen  speziellen 
durch  Anwendung  der  Additionstheoreme  zurückgeführt  werden  kann. 
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nd  dieses  Integral  ist  dann,  und  nur  dann  ein  elliptisches,  wenn 
on  den  4n  linearen  Faktoren,  in  die  die  ganze  Funktion  (4  w)*«°  Grades 
nter  dem  Wurzelzeichen  zerlegt  werden  kann,  nur  vier  unter  ihm 
tehen  bleiben,  während  die  4n  — 4  übrigen  paarweise  einander 
;leich  sind,  sodaß  eine  Funktion  (2n  — 2)*®°  Grades  vor  das  Zeichen 
gesetzt  werden  kann.  Nun  können  zwei  der  Funktionen  U  -^  aj.V 
seinen  Faktor  gemein  haben;  denn  da  die  a^  alle  voneinander  ver- 
schieden sind,  wäre  ein  solcher  Faktor  auch  in  IJ  und  F  enthalten, 
gegen  die  Voraussetzimg,  daß  U  und  V  teilerfremd  sein  sollten. 
Also  ist  das  transformierte  Integral  dann,  und  nur  dann  ein  ellip^ 
tisches,  wenn  die  vier  Funktionen  U  —  a^V  zusammengenommen  gerade 
2n  —  2  Doppelfaktoren  haben. 

Dann  ist  es  aber  auch  stets  ein  Integral  erster  Gattung.  Denn 
jeder  Doppelfaktor  einer  der  Funktionen  U  —  Uj^F  ist  zugleich  ein- 
facher Faktor  von a,  -y — ,  also  auch  Faktor  der  Funktional- 


dx  *  dx 


determinante: 


4)  r-J^  -Ui^^  yä(U-a.V)    _  äV 

dx  dx  dx  ^  *     '  rfa? 

und  hebt  sich  folglich  aus  Zähler  und  Nenner  von  (3)  heraus.  Die  Funk- 
tionaldeterminante scheint  nach  ihrer  Definition  vom  Grade  2n— 1 
zu  sein;  in  der  That  ist  sie  nur  vom  Grade  27i— 2,  da  die  Glieder 
(2n  — 1)*«'  Ordnung  sich  wegheben.  Daraus  folgt,  daß  die  Funktional- 
determinante unter  den  gemachten  Voraussetzungen  jedenfalls  dann, 
wenn  ihre  2n  —  2  Faktoren  alle  verschieden  sind,  gerade  aus  dem 
Produkt  jener  2n  —  2  Doppelfaktoren  besteht,  sich  also  aus  Zähler 
und  Nenner  von  (3)  vollständig  weghebt.  Es  bleibt  also  im  Zähler 
Dur  di/y  im  Nenner  die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion 
flritten  oder  vierten  Grades  von  y  stehen;  das  transformierte  Integral 
ist  also  ein  eUiptisches  Integral  erster  Gattung  von  y,  w.  z.  b.  w. 

Die  Gleichung  zwischen  x  und  y  ist  natürlich  nur  insofern  be- 
stimmt, als  man  sowohl  auf  x,  wie  auf  y  noch  eine  lineare  Trans- 
ormation  (§  62)  anwenden  kann.  Man  kann  versuchen,  sie  durch 
geeignete  Wahl  dieser  Transformationen  möglichst  zu  vereinfachen; 
*dr  wollen  das  an  den  einfachsten  Beispielen  durchführen. 

Im  Falle  n  =  2  müssen  zwei  von  den  Faktoren  U  —  a^F  voll- 
ständige Quadrate  linearer  Funktionen  von  y  werden;  wir  können 
auf  y  eine  lineare  Transformation  ausüben,  sodaß  der  Nullpunkt 
einer  dieser  Funktionen  nach  0,  der  der  andern  nach  oo  fällt. 
Femer  können  wir  durch  eine  lineare  Transformation  von  x  erreichen, 
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daß  von  den  zugehörigen  Verzweigungspunkten  der  Fläche  üb( 
x-Ebene  auch  der  eine  nach  0,   der  andere  nach  oo  fällt 
hat  die  Gleichung  zwischen  x  und  1/  einfach  die  Form: 

5)  r  =  7/* 

und  man  erhält  so  den  Satz: 

Jedes  elliptische  Integral  der  Form: 

a\  '  n  dx 

J     \  x{X-  a^{x-  ntj) 

wird   durch    die   quadratische   Transformation  (5)    ühergeführt 
ebensolches  Intetp'al  der  Form: 

dy 


7)  M  =  2  r 


l/(y'  -  «»)  (y*  -  «.) 

Man  kann  also  die  quadratischen  Trajisformationen,  die  ei 
gelegtes  elliptisches  Integral  zuläßt,  sofort  angeben,  sowie  man 
Verzweigungspunkte  kennt:  die  Aufsuchung  der  möglichen  quadra 
Transformationen  und  die  Auflösung  der  Gleichung  f(x)  =  C 
äquivalente  algebraische  Probleme. 

Hat  insbesondere  das  vorgelegte  Integral  (6)  die  erste  N" 
form  (§  63),  so  erscheint  das  transformierte  Integral  (7)  i 
dritten  (§  65).  Man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  dadun 
die  LEGENDBEsche  Normalform  bringen,  daß  man  es  erst  durc 
lineare  Transformation  in  die  erste  Normalform  überführt  und 
eine  quadratische  Transformation  anwendet.  Von  dieser  M( 
wird  in  älteren  Schriften  vielfach  Gebrauch  gemacht 

Hieraus  erklärt  es  sich  auch,  weshalb  bei  unserer  Entwi( 
die  Funktionen  Jacobis,  die  ursprünglich  als  Umkehrungsfunk 
von  Integralen  der  LEGENDRESchen  Normalform  detiniert  wäre 
Funktionen  zweiter  Stufe  auftraten:  setzt  man  z.  B. 

Q\  t^i  (w) 

8)  x=pu-e„     y  =  --(i/r 

so   besteht   zwischen  x   und   y    die    Gleichung  (5)   und   man 
einerseits  aus  §  18,  (9): 

9)  «    =     f     ■-_=_.-:-.  "'       _-  „-^  -„   , 

J    y4x{x-  [e^  -  e,))(.T  -  [e^  -  ej)) 

andererseits  aus  §  34,  (8): 

dy 


10)  u  =  C 


in   Übereinstimmung  mit  den  Formeln  (6)  und  (7). 
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Übrigens  ist  durch  diese  Überlegungen  auch  eine  im  XL  Ab- 
schnitt noch  beiseite  gelassene  Frage  beantwortet,  nämlich  die  nach 
der  Abhängigkeit  des  in  der  LBOENDBEschen  Normalform  auftretenden 
Xoeffizienten  jw*  vom  PeriodeuTerhältnis  r.     Man  sieht: 

Wird  ein  elliptisches  Integral  durch  eine  lineare  Transformation 
mn  die  LEGENDBESche  Normalform  übergeführt,  so  erhält  die  auf- 
tretende Eonstante  y^  einen  der  24  verschiedenen  Werte  von  X  (2  r). 

Wir  wollen  uns  noch  direkt  davon  überzeugen,  in  welcher  Weise 
die  Perioden  der  Integrale  (6)  und  (7)  miteinander  zusammenhängen. 
"Wir  sehen: 

Dem  Perioden  weg  A  des  Integrals  (6),  der  von  —  oo  auf  der 
«inen  Seite  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  nach  0,  um  0 
lierum  und  auf  der  andern  Seite  jener  Halbaxe  nach  —  oo  zurück- 
fuhrt, entspricht  in  der  y-Ebene  ein  Weg  längs  der  Axe  der  rein 
imaginären  Zahlen  von  cx)  über  0  nach  oo  zurück.  Dieser  Weg  kann  auf 

eine  Umkreisung  von  j/ä,  und  y^j,  oder  von  —  j/^g  ^^^  ""  V^a 
zusammengezogen  werden,  ist  also  auch  für  das  Integral  (7)  ein 
Periodenweg. 

Dem  Wege  B,  der  die  Punkte  0  und  a^  umgiebt,  entspricht 
auf  der  y- Fläche  ein  Weg,  der  vom  Nullpunkt  des  einen  Blattes 

um  )/a,  (oder  um  —  ^a^  herum  nach  dem  Nullpunkt  des  andern 
Blattes  zurückführt,  also  ungeschlossen  ist.  Durchlaufen  wir  dann 
den  Weg  B  in  der  ar- Ebene  noch  einmal,  so  werden  wir  auf  der 

y-Fläche  um  den  Punkt  —  yöc^  (bezw.  +  j/^j)  herum  nach  dem 
Nullpunkt  des  ersten  Blattes  zurückgeführt.  Es  ist  also  nicht  2(0^ 
sondern  erst  4(0^  eine  Periode  des  Integrals  (7).     Es  folgt  also: 

Wenn  x  durch  die   Gleichung  (6)  als  elliptische  Funktion  von  u 

ndt  den  Perioden  2  o)^  und  2  (o^  definiert  ist,  wird  y  =  j/a:  durch  die 
Gleichung  (7)  als  elliptische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  4  co^ 
und  2(o^y  also  durch  die  Gleichung: 

dy 
u  —   '  ^ 


)  (y*  -  «s) 

als  elliptische  Funktion  von  u    mit  den  Perioden  2  (o^  und  (Ö3  definiert. 

Im  Falle  n  =  3  müssen  alle  vier  Faktoren  U  —  a^V ]q  einen 
Doppelfaktor  haben.  Sind  aber  U,  V  Formen  dritten  Grades,  so 
giebt  es  überhaupt  im  allgemeinen  nur  vier  Formen  U—aV^  die 
einen  Doppelfaktor  haben;  denn  die  Diskriminante  einer  Form 
dritten  Grades  ist  vom  vierten  Grade  in  den  Koeffizienten.  Es  folgt 
daraus,    daß  jede   beliebige   rationale   Substitutionsfunktion   dritten 
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Grades  y  =  U/F  geeignet  ist,  ein  und  nur  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung  in  ein  ebensolches  zu  transformieren.  Die  Frage 
dagegen:  welches  sind  die  möglichen  Transformationen  dritten 
Grades,  die  ein  vorgelegtes  elliptisches  Integral  erlaubt,  führt  auf 
das  algebraische  Problem:  alle  Büschel  von  kubischen  Formen  zu 
finden,  deren  Diskriminante  als  Funktion  des  Büschelparameters 
vorgegebene  Nullpunkte  hat. 

§  117.    Transformation  von  Funktionen  höherer  Stufe. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Wert  zu  bestimmen,  den 
eine  elliptische  Funktion  höherer  Stufe  (§  103  a.  E.)  —  sie  heiße 
(p{u)  —  für  die  transformierten  Perioden  annimmt,  so  kann  man 
so  verfahren,  daß  man  zuerst  nach  Anleitung  von  §  113  die 
Funktionen  pu  und  p'u  bestimmt  und  dann  noch  die  Gleichung 
auflöst,  die  ^  {u)  mit  diesen  Funktionen  verbindet  Man  kann  aber 
auch  den  ursprünglichen  Wert  der  Funktion  (p{u)  als  gegeben  be- 
trachten; dann  können  Reduktionen  ganz  derselben  Art  eintreten, 
wie  wir  sie  bei  dem  Problem  der  Transformation  der  Modulfiink- 
tionen  höherer  Stufe  in  §  105  als  möglich  erkannt  haben.  Ein 
genaueres  Eingehen  würde  wie  dort  zahlreiche  Fallunterschiede 
erfordern. 

Was  speziell  die  Transformation  der  Funktionen  zweiter  Stufe 
und  der  zu  ihnen  in  enger  Beziehung  stehenden  Thetafunktionen 
betrifft,  so  hat  man  zu  deren  Behandlung  auch  noch  verschiedene 
andere  Mittel.  Man  kann  z.  B.  in  den  unendlichen  Produkten  ffir 
die  Sigma-,  bezw.  die  Thetafunktionen  (§§  21  und  31)  immer  alle 
diejenigen  Terme  für  sich  zusammenfassen,  deren  Index  modulo  der 
Transformationszahl  zu  einem  bestimmten  Rest  kongruent  ist;  man 
kann  ferner  ein  analoges  Verfahren  auf  die  Theiareihen  anwenden; 
man  kann  endlich  die  fertigen  Formeln  mit  Hilfe  der  Sätze  des 
V.  Abschnitts  verifizieren. 


§  118.    Realitätsverhältnisse  bei  quadratischer  Transformation. 

Wir  wollen  noch,  als  Ergänzung  zu  den  Entwicklungen  des 
X.  Abschnitts,  zusehen,  wie  sich  bei  quadratischer  Transformation 
die  ßealitätsverhältnisse  gestalten. 

Dabei  können  wir  an   die   einfachste  Form  anknüpfen,  in  der 
uns  diese  Transformation  begegnet  ist,  nämlich  an  die  Formeln  (5)  j 
bis  (7)  von  §  116.     Sie  zeigen:    Wenn   das  Doppelverhältnis  /  der 


\ 
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V^erzweigungspunkte  der  vorgelegten  Fläche  (über  der  ar-Ebene)  reell 
md  positiv  ist,  wird  auch  das  der  Verzweigungspunkte  über  der 
/•Ebene  reell;  ist  aber  X  negativ,  so  erhalten  wir  in  der  y- Ebene 
zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Verzweigungspunkte. 
Umgekehrt  können  wir  also  ein  Integral  mit  zwei  reellen  und  zwei 
konjugierten  Verzweigung spunhten  in  ein  solches  mit  vier  reellen  Ver- 
weigungspunkten  transformieren,  indem  wir  es  zuerst  auf  die 
jEGENDREsche  Normalform  bringen  und  dann  von  dieser  durch  die 
juadratische  Transformation : 

g  =  ^x 

;ur  ersten  Normalform  übergehen.  In  der  That:  ist  das  aus.  2ft>j 
md  2öio  gebildete  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus  (§  88,  I), 
10  ist  das  aus  2a>2  und  2cj^'  gebildete  ein  Rechteck;  der  Übergang 
ron  (üj  und  co^  zu: 

ö>j    =   —  ö>j  —  «3 


^2   =        ö>i  —  ««3 


ist  aber  eine  quadratische  Transformation.     Man  erhält  ihn  durch 
die  drei  successiven  Schritte: 

öj^'  =  (üj  +  (O3,   (O3'  =  (Ö3  (lineare  Transformation); 

ö>j  =  ruj',  ö>g  =  2  093'  (quadr.   Transformation); 

cöj  =  —  ö?j ,        Wg'  =  ^1  ~  "^3     (lineare  Transformation). 


§  119.    Complexe  Multiplikation. 

Die  Formeln  §  89,  (7)  und  §  90  (4)  legen  die  Frage  nahe: 
unter  welchen  Umständen  kann,  wenn  qp  (w)  eine  elliptische  Funktion 
mit  den  Perioden  (2co^,  ^^3)  ist,  (p(fiu)  für  einen  nicht  ganzzahligen 
^'ert  von  fi  eine  elliptische  Funktion   mit  denselben  Perioden  sein? 

Vermehren  wir  u  um  2o;j,  so  vermehrt  sich  fiu  um  2fia)y 
Schreiben  wir  dann  für  fiu  wieder  u,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

1)  (p{u  +  2jx(o^)  =  ff{u), 

ttiit  andern  Worten,  2^(o^  muß  eine  Periode  von  (p{u)  sein.  Nehmen 
^ir  an,  2(üj,  203  seien  ein  primitives  Periodenpaar  von  (p(u)  (was 
^ir  doch  unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen),  so  folgt  aus 
ler   Gleichung  (1)    und   der   entsprechenden  Gleichung   für   (Ö3    die 

BuBKHARDT,  Funktionon.    II.  YS^ 
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Existenz    Yon    vier    ganzen    Zahlen    a,    ß,    y,    ä  von    der  Be- 
schaffenheit, daß: 


2) 

ist,  oder: 

3) 


fi  =  a  +  ßr 
jur  =  y  +  5r. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

4)  aS  ^  ßy  =  n, 

durch  Elimination  von  r  für  ju  die  Gleichung  zweiten  Grades  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten: 

5)  fjL^-{a  +  d)fi  +  n:=0 

und  durch  Elimination  von  fi  die  Gleichung  derselben  Art  für  r: 

6)  ^r«  +  (a-*)r-y  =  0. 

Der  Fall,  daß  diese  Gleichung  identisch ,  d.  h.  für  alle  Werte 
von  r  besteht,  daß  also  ß  =  y  =  0,  a  =  8  ist,  bedingt  fi  ^  a^^f, 
führt  also  auf  die  in  §  27  bereits  behandelte  ganzzahlige  Multi- 
plikation zurück.     Man  drückt  das  so  aus: 

I.  Multiplikation  mit  einer  andern  als  einer  ganzen  Zahl  kann  mar 
stattfinden,  wenn  das  Periodenverhältnis  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ist 

Wir  nennen  ein  solches  Periodenverhältnis  ein  singuläres^  indem 
wir  den  Satz  als  bekannt  voraussetzen,  daß  nicht  jede  Zahl  Wurzel 
einer  solchen  Gleichung  ist^ 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  müssen  nach  §  11,  IV  complex 
sein;  es  muß  also: 

7)  i)  =  -  4ßy  -  (a  -  ^)2  =  4m  -  (a  +  *)* 

und  umsomehr  n  positiv  sein. 

Ist  umgekehrt  r  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  viii 
ganzzahligen  Koeffizienten,  die  nicht  alle  einen  gemeinsamen 
Teiler  haben: 

8)  At^  +  Bt  +  C=^0, 

*  Übrigens  sei  ohne  Beweis  bemerkt,  daß  die  singnlären  Werte  in  ^^^ 
T-£bene  überall  dicht  liegen. 
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imd  ist: 

9)  A^^AC-B^ 

positiv^  so  wird  die  allgemeinste  Gleichung  der  Form  (6),  der  r  ge- 
nügt, erbalten,  indem  man  mit  x  eine  ganze  Zahl  bezeichnet  nnd: 

10)  ß==Ax,     y^-Cx,     a^S^Bx 

setzt     Setzt  man  noch: 

11)  a  +  S^y, 
so  wird: 

12)  n^\{y^  +  Ax^, 

lö)  r  =  =  p=r  J 

14)  it*  =  «  +  /?r  =  ^(y  +  ia:]/Z). 

Was  den  wirklichen  Ausdruck  von  q>(jAu)  durch  die  elliptischen 
Funktionen  von  u  betrifft^  so  ist  zu  beachten:  Aus  den  Qlei- 
chongen  (2)  folgte  daß  die  sämtlichen  Punkte 

15)  jMM  +  2  jU  Äj  «1  +  2  jU  A3  ö>j, 

die  aus  einem  System  kongruenter  Punkte 

M  +  2  Aj  (Oj  +  2  A3  ö>j 

durch  Multiplikation  mit  fjL  hervorgehen,  selbst  untereinander  kon- 
gruent sind.  Umgekehrt  aber  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht 
alle  zu  flu  kongruenten  Punkte,  sondern  nur  solche  Punkte 

^M  +  2  k^  (0^  +  2  A3'  «3, 

^  die   es  möglich  ist,  die  Gleichungen: 

?;  f  k^'  =  ak^+yk^ 


'^H^^UL  Zahlen  aufzulösen;   und  das  ist  nur  dann  für  alle  ganz- 
feo       ^^l^i^^n  A/  xm^^  ^ev  Fall,  wenn  die  bei  dieser  Auf- 

eterminante   n  gleich   1    ist   (vgl. 

ji        nch  1  ist,   zerfallen   die    zu   (jlu 

afiren  wir  v,  Kassen,  deren  jede 

r  Punkte  u  hervorgeht; 

ction  der  Ordnung  ä.v, 

st.     Insbesondere  kann 

19» 
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es    nur   für    n  =^  1    elliptische  Funktionen    (p  (u)  gehen,   für   die  em 
Gleichung  der  Form: 

17)  qp(jtitt)  =  cqp(M) 

besteht. 

Gleichung  (12)   zeigt,   daß    aus   n=l    folgt:    entweder  jr  =  0, 
y  =  2,  was  die  identische  Transformation  ergiebt; 

oder    a:  =  ±l,    y=±l,     J  =  3,     ^^        ~2~        ' 
oder    o:  =  ±  2,    y  =  0,         J  =  1 ,     jtt  =  ±  i. 

IL  jDw  beiden  in  den  §§  89  und  00  behandelten  speziellen  Fälle 
elliptischer  Funktionen  sind  also  in  der  lYiat  die  einzigen,  bei  detm 
Gleichungen  der  Form: 

fp(ßu)  =  c(p{u) 

für  nicht  reelle   IVerte  von  jtt  bestehen. 


DREIZEHNTER  ABSCHNITT. 


Numerische  Berechnung  elliptischer  Integrale 

und  Funktionen. 

§  120.  Berechnung  des  Wertes  eines  elliptischen  Integrals  I.  Gattung. 

JMachdem  wir  nun  in  den  Besitz  aller  erforderlichen  Hilfs- 
mittel der  Theorie  gelangt  sind,  können  wir  uns  der  Frage  zuwenden. 
in  welcher  Weise  schließlich  numerische  Rechnungen  zu  luhren 
sind,  in  denen  elliptische  Funktionen  auftreten.  Es  handelt  sich 
dabei  namentlich  um  zwei  Aufgaben:  einmal  um  die  BerechnuDg 
des  Wertes  eines  elliptischen  Integrals,  dessen  Koeffizienten  und 
Grenzen  numerisch  gegeben  sind,  dann  um  die  numerische  Lösung 
des  Umkehrproblems. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  ersteren  Aufgabe;  sie 
wird   mit  Hilfe  von  Eeilienentwicklungen   zu  erledigen  sein.    Dabei 
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tritt  uns  die   Schwierigkeit  entgegen,    daß    die    zunächst   liegenden 

Reihenentwicklungen  nicht  in  der  ganzen  Ebene  und  auch  innerhalb 

ihres  Konvergenzkreises  nicht  genügend   schnell  konvergieren.    Man 

Icann    jedoch    dieser    Schwierigkeiten    auf   Grund    der    Sätze    des 

XII.  Abschnitts  Herr  werden:  die  Gleichung  (7)  von  §  116  zeigt,  daß 

man  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  in  ein  anderes  überführen 

Icann  durch  eine  Substitution,  bei  der  die  ganze  a:- Ebene  auf  eine 

üalbebene  der  y- Ebene  abgebildet  wird  (I,  §  17,  2).     Indem  man 

ciann  noch  eine  lineare  Substitution  vornimmt,  die  diese  Halbebene 

^muf  das  Innere  eines  Kreises  abbildet,  kann  man  erreichen,  daß  alle 

-vorzunehmenden   Entvricklungen    in    diesem   Kreisinnem    vor    sich 

eben  und  dort  so  gut  konvergieren,  als  es  für  die  wirkliche  Be- 

utzung   zu   numerischen   Rechnungen   erforderlich   ist.     Nur  wenn 

er  ursprüngliche  Integrationsweg  in  der  x- Ebene  den  behufs  der 

-Abbildung  in  dieser  Ebene  zu  ziehenden  Einschnitt  (Übergangslinie, 

T,  §  59)  überschreitet,  muß  das  Integral  erst  in  Teile  zerlegt  und 

jeder  dieser  Teile  für  sich  behandelt  werden. 

Für  die  Ausführung   bringt  man  das  Integral  am  besten  zu- 
nächst auf  die  erste  Normalform  (§  63,  9): 


"  /F57 


mit: 

2)  a^'  =  a^ (a^  -  aQ){a^  -  a^). 

Von  den  sechs  Werten,  die  A  haben  kann,  sind  je  zwei  zu  einander 
reciprok;  die  abzuleitenden  Formeln  ändern  sich  nicht  wesentlich, 
wenn  man  A  und  gleichzeitig  ^  durch  ihre  reciproken  Werte  ersetzt 
Man  kann  daher  |  A  |  ^  1  voraussetzen.    Macht  man  die  Substitution : 

3)  ?  =  y', 

so  geht  das  Integral  (1)  zunächst  über  in: 

dy 


4)  2  f-j- 

J  Va/ 


V<(i-y*)(i-^y') 

Legen  vrir  den  erwähnten  Einschnitt  längs  der  Halbaxe  der  negativ 
reellen  f,  so  entspricht  ihm  die  Axe  der  rein  imaginären  y.  Diese 
soll  auf  einen  Kreis  abgebildet  werden,  und  zwar  so,  daß  den 
Punkten  y,  deren  reeller  Bestandteil  positiv  ist,  Punkte  des  Kreis- 
innem entsprechen;  dabei  können  wir  noch  drei  Bedingungen  er- 
füllen. Wir  können  z.  B.  verlangen,  daß  die  beiden  Verzweigungs- 
punkte, die   dem   Kreisinnem   angehören,  nach    ±  1    kommen,  und 
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daß  die  beiden  andern  einander  entgegengesetzt  gleich  werden,  sodaS 
mr  sie  mit  ±  /-^  bezeichnen  können  und  das  transformierte  h- 
tegral  abermals  in  der  LEOENDBEschen  Normalform  (§  65)  erscheint. 
(Dabei  ist  nur  der  Fall  auszuschließen,  daß  X  in  (1)  negativ  reell 
ist;  Fig.  14  von  I  zeigt;  daß,  wenn  dies  mit  einem  Wert  von  X  der 
Fall  ist,  zwei  andere  reell  positiv  und  kleiner  als  1  sind.)  Sollen 
den  Punkten 

5)  y=l      A-V.      -A-V.      -1 
bezw.  die  Punkte 

6)  1  =  1        -1       -/-2        /-2 

entsprechen ;  so  muß  nach  I,  §  15,  IV  /  aus  der  Gleichung  be- 
stimmt werden: 

/-«-l       -/-«-i  -1-1  -i-V«-i 


oder: 

i_/«\2      41/r 


').      (^j 


(1 4-  yjy 

Dabei  sind  unter  A-Vt  und  ^X  die  Hauptwerte  (I,  §  58,  V)  zu  ver- 
stehen. Zieht  man  noch  einmal  die  Wurzel,  so  kann  man  über 
das  Vorzeichen  beliebig  verfügen;  man  kann  also  in  der  sich  er- 
gebenden Gleichung: 

1-/«         2  vT 


8) 


1  +  /«       1  +  vT 


auch  unter  )/l  den  Hauptwert  verstehen.  Endlich  können  wir  auch 
noch  unter  /  denjenigen  von  den  beiden  Werten  der  Quadratwurzel 
aus  der  bisher  allein  definierten  Größe  /*  verstehen,  für  den  die 
Gleichung  gilt: 

9)  /  =  l4^  ' 

Man  erkennt,  daß  diese  Gleichung  mit  §  110,  (10)  übereinkommt,  j 

wenn  man  dort  X  durch  1  —  A  ersetzt.  i 

Die  Substitutionsformel  selbst,  die  die  Punkte  (5)  in  (6)  über- 
führt, lautet  dann:  j 

10)  1='''^      '"^^^ 


i-yj     l+yVl 
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oder: 

11)  /2|=  '-y^  .y:-yyL 

and  umgekehrt: 

12)  ,-:''■"■ 

Sie  zeigt,  daß  in  der  That  der  Axe  der  rein  imaginären  y  der  Kreis 
^vom  Radius   |/"^|   um  den  Nullpunkt  der  |-Ebene  entspricht,  und 

Y>ei  der  getroffenen  Verfügung  über  den  Wert  von  yX   den  y   mit 
positiv  reellem  Bestandteil  das  Innere  dieses  Kreises. 
Man  erhält  weiter: 


4 


1-1  = 


-2VA  1-y 


1+1       = 


1-/^1  = 


l-yi  l+yVl 

2  l-y]/r 

4  _ 

2VA  1  +y 


> 


1+/'|  = 


2  i+yVT 

• 

i  +  yi    i+yyr 


> 


13) 


1 

1 

-vi 

-  2 

(1  + 

yyx)*' 

jgri 

%\  (4)  über  in: 

4(1 

+  hy 

r 

d( 

v- 

'1  Va  - 

■na 

-  /« f ') 

Da  nun  nur  noch  Werte  von  |  in  Betracht  kommen,  die  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  <|/~^!  sind,  so  können  wir  den  Faktor 
(1  —  /*|^)""*/«  unter  dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen 
Lehrsatz  entwickeln  und  gliedweise  integrieren.  Die  dazu  erforder- 
lichen Rechnungen  sind  im  wesentlichen  schon  in  §  82  ausgeführt; 
wir  erhalten  ganz  wie  dort: 
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r rfi ^  r_  A^. 

14)      { 

;^t  2.4.6...      2«  J  Vi  -  1^ 

und: 

J  j/l  -  r  ~  2.4.(>.  .  .      2n       j  1/l^r 


15) 


_  ^V^-^'  /t2«-2    .     2n-l  t2n-4 
2n        P  ^2w-2^ 

(2n-l)(2n-3)^2«-G  ,  (2w- l)(2fi- 3)...5.31 

"^  (2n-2)(2n-4)^  "^  *  * '  "^  (2n- 2)(.2w  -  4)...4.2)      . 


Dabei  ist  der  Wert  der  Quadratwurzel  j/l  —  |*  so  zu  wählen, 

yi  —  |2 .  ]/l  —  /*|^    den    vorgeschriebenen    Wert   erhält,    wenn  fiir 

yi  — /^l^  der  Hauptwert  gesetzt  wird;  denn  die  vorgenommene  Ent- 
wicklung bezieht  sich  auf  diesen  Hauptweri 

Da  die  Reihen  wie  geometrische  Reihen  konvergieren,  so  kann 
man  (I,  §  25,  VI)  auch  nach  Potenzen  von  |  ordnen,  was  zuweilen 
bequemer  ist.     Man  erhält  dann: 


16) 


wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


§  121.    Auswahl  von  A  und  Bestimmung* der  Grenzen  für  /. 

Wir  haben  im  vorigenParagraphen  bereits  gesehen,  daß  von  den 
sechs  Werten,  die  k  haben  kann,  im  allgemeinen  drei,  ausnahmsweise 
nur  zwei  für  unseren  Zweck  brauchbar  sind;  wir  müssen  noch  zu- 
sehen, welchen  von  diesen  Werten  wir  zweckmäßigerweise  benutzen. 
Darüber  entscheidet,  daß  die  Reihen  des  vorigen  Paragraphen  im 
allgemeinen  um  so  besser  konvergieren,  je  kleiner  |/|  ist     i/   wirJ 
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ater  möglichst  klein,   wenn  X  möglichst  nahe  an  1  liegt.     Daraus 
folgt  (vgl.  I,  Fig.  14): 

I.  Wollen  wir  für  die  numerische  Rechnung  möglichst  gut  hon- 
tsergente  Seihen  haben,  so  müssen  wir  es  bei  der  Transformation  auf 
die  erste  Normalform  so  einrichten,  daß  A  =  Aj  +  i^  dem  von  den 
Jjinien  k^  =  ^   und  l^^  +  k.^^  =  1   begrenzten  Kreisabschnitt   angehört. 

Man  kann  sich  nun  folgendermaßen  überzeugen,  daß  {/|  in 
keinem  P^inkte  dieses  Kreisabschnitts  einen  größeren  Wert  annimmt, 
als  in  den  Ecken  desselben.  Auf  dem  Einheitskreis,  wo  A  =  e»»', 
(p  reell  ist,  wird 

1)  .         1      e 


/  = 


1  +  e 


'Ui<P 


=  -  '< 


rein  imaginär;  und  man  erkennt  sofort,  daß  sein  absoluter  Betrag 
von  dem  Scheitel  des  Kreisabschnitts,  wo  er  0  ist,  wächst  bis  zu  den 
Ecken,  wo  er  den  Wert: 


2) 


tg^  =  0,13165  < 


15 


erreicht. 

Um  femer  das  Verhalten  von  /  auf  der  Begrenzungslinie  Aj  =  J 
za  untersuchen,  setze  man: 


3) 


« 


^  =  i+  -^tgM?  = 


2  cosw 


,V)l' 


l&ßt  man   dann   w   alle   reellen  Werte  von  —  -^   bis  +  ^     durch- 

laufen,  so  durchläuft  A  die  ganze  Gerade,  von  der  diese  Begren- 
zungslinie ein  Stück  ist.     Es  ist  dann: 


rflog/   _ 


4) 


^nd  da  sich 

5) 

^rgiebt,  so  folgt: 


dw 


=  -i^ 


-•/4 


1 


dj^ 

'  1-r/f  dw 


=  i(A-'/.  +  A-V.)^i5i^; 


d  log  (1  -  X)  __        tX 
dw  ""  2 


6) 


9» 


rf log/    _ 


dw 


.    w 
sm  y 


.     Sw 

8111  — — 
4 


=  i    v  -■_- +  —    .  , 

|/2  cos  w  |/2  coa  m;' 


298     Numeriscfie  Berechnung  eUiptiscIier  Integrale  und  Funktionen. 


Das  hat  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  w  dasselbe 
Vorzeichen  wie  w\  auf  der  Geraden  ^  = -J  hat  also  |Z|  im  Punkte 
X=^  \,  U7  =  0  ein  Minimum  und  wächst  von  da  nach  beiden  Seiten. 
Der  Logarithmus  des  absoluten  Betrags  einer  analytischen  Funktion 
complexen  Arguments  ist  nämlich  gleich  dem  reellen  Teil  ihres 
Logarithmus.  Da  dieser  Logarithmus  im  Innern  des  Bereichs 
regulär  ist,  kann  man  Satz  III  von  I,  §  36  anwenden  und  findet  so: 
II.  In  dem  bezeichneten  Kreisabschnitt  ist  überall: 

«   ^  tff  — 

also: 

I  /*  I  <  0,0003005, 


/®  I   kleiner  als  eine  Einheit  der  siebenten,   ]  /**  |   kleiner  als  eine 
Einheit  der  zehnten  Dezimalstelle. 


§  122.    Spezielle  Rechenvorschriflen  für  den  Fall  reeller 

Verzweigungspunkte. 

Sind  alle  vier  Verzweigungspunkte  reell,  so  erhält  man  für  \l 
eine  noch  niedrigere  obere  Grenze.  Denn  wenn  X  abnehmend  die 
reellen  Werte  von  1  bis  ^  durchläuft^  durchläuft  /  zunehmend  reelle 
Werte  von  0  bis 

4 

1)  J^"^=  0,08642; 

1/2+1 

es  ist  also  hier  ;/*|  <  0,000057,  \l^\  kleiner  als  eine  halbe  Einheit 
der  8.,  |/^^|  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  der  12.  Dezimalstelle. 

Die  Transformation  auf  die  erste  Normalform,  die  der  Ent- 
wicklung von  §  120  vorauszugehen  hat,  kann,  wenn  über  den  zu 
wählenden  Wert  von  l  Verfügung  getroffen  ist,  noch  auf  vier  ver- 
schiedene Arten  geschehen  (§  63  a.  E.);  wir  müssen  noch  unter- 
suchen, welche  von  diesen  Arten  wir  in  jedem  Falle  zweckmäßiger- 
weise wählen.  Wir  werden  dabei  zwei  Rücksichten  zu  beobachten 
haben:  einerseits  werden  wir  wünschen,  |||  möglichst  klein  zube- 
kommen, andererseits  reelle  Werte  auch  in  reeller  Form  ausgedrückt 
zu  erhalten. 

Seien  zunächst  die  vier  Verzweigungspunkte  reell  und  der  Größe 
nach  geordnet  (wie  in  §  8): 

2)  a^J  <  u^  <  a^  a^ . 
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Dann    sind  von   den    sechs   Werten   ihres   Doppelverhältnisses   die 
beiden  folgenden: 


?^J7-?!?- .  !hJZ 


«n   —    «1  «•   —    «1 


3)      i,  «  ^"-^  :  ^^^•-     und    ;L  =  -'-  -'- :  "»    -'  =  1  -  A, 

zwischen  0  nnd  1  enthalten ;  und  man  hat  nur  uocli  zu  entscheiden, 
welcher  von  ihnen  gröBer,  welcher  kleiner  als  \  ist;  den  ersteren 
hat  man  zu  wählen.  Den  Fall  X^  >  l  bezeichnen  wir  als  Haupt- 
£b11  I,  den  Fall  A,  >  ^  als  Hauptfall  II.  Beidemal  sind  zwei  Fälle 
ZQ  nnterscheiden,  je  nachdem: 

A.    Oq  <,0       oder       B.     %  >  0 

ist;  und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  kommen  insbesondere  die- 
jenigen Intervalle  der  Aze  der  reellen  Zahlen  in  Betracht,  in  denen 
die  zn  integrierende  Funktion  reell  ist;  nämlich  im  Falle  A.  die 
Intervalle: 

1.   von  ofj  bis  «j;      2.    von  (Xq  bis  a^; 

im  Falle  B.  die  Intervalle: 

1,   von  «j  bis  a^\     2.   von  a^  über  oo  bis  cc^» 

Die  in  §  63  gegebenen  Formeln  sind  im  Hauptfalle  I  anzuwenden. 
In  diesem  haben  a^  und  a^    dasselbe  Zeichen:    da   in  §  120,  (13) 

]/—  a^'  auftritt,  werden  sie  uns  im  Falle  I  A.  reelle,  im  Falle  I  B. 
imaginäre  Werte  geben. 

Im  Falle  I  A.  1.  fällt  bei  Anwendung  der  Formeln  von  §  63 
f  zwischen  1  und  ^ "  S  also  |  zwischen  —  1  und  +  1 ,  und  die 
Formeln  sind  unmittelbar  zur  Anwendung  fertig.  Für  das  in  §  1 20 
auftretende  Integral: 


4)  f-^- 

^  J  Vi  -  I« 


ist  in  diesem  Falle  der  Hauptwert  der  Funktion  arc  sin  |,  d.  h.  der 

zwischen  den  Grenzen   —  "    und  +  -^   gelegene  Wert  dieser  Funk- 

tion  zu  nehmen. 

Im  Falle  I  B.  1.  fällt  bei  Anwendung  von  §  63,  (1)  f  zwischen 
0  und  1,  also  |  zwischen  1  und  /-^  (o*^--  -"^^'schen  —  1  und  —  /-i). 
Die  Reihen  von  §  120  konvergierer  }  <?er  gut, 

sind   aber  immer  noch  brauchbar.  sein, 

sie  in  reelle  Form  umzusc 
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5) 


1    r di 

V^' J  >/(?"- 17(1 ':i"/i7*j 

=  ]/<  [L,  log  (I  +  yi^T)  +  VF^TT  (z^^  I  +  . .)] . 


4 

Dem  Logarithmus  ist  sein  Hauptwert  beizulegen. 

Im  Falle  TA.  2.  würde  bei  direkter  Anwendung  der  Formeh 
von  §  63  i;  zwischen  —  oo  und  0  fallen,  also  y  rein  imaginär, 
I  eine  complexe  Größe  vom  absoluten  Betrage  1  werden.  Man  ver- 
meidet das,  indem  man  hier: 


*  —  a,       «„  —  «3 


'  ^^  »  —  «2   *    «0  —  a, 

setzt,  was  zu  demselben  Wert  von  A  führt;  dieses  fj  fällt  dann  in 
diesem  Falle  zwischen  1  und  A-^,  das  aus  ihr  berechnete  |j  also 
zwischen  —  1  und  +  1. 

Im  Falle  /  B.  2.  fällt  bei  Anwendung  der  Formel  (6)  f j  zwischen 
0  und  1;  und  es  wird  wie  im  Falle  I  B.  1.  zweckmäßig  sein,  sich 
der  Formel  (5)  zu  bedienen,  in  der  man  |  durch  |j  ersetzt 

Durch  analoge  Überlegungen  kommt  man  im  HauptfaUe  II  zq 
folgenden  Resultaten: 

In  den  Fällen  II A,  1,  und  II B.  1.  ist  zu  setzen: 

'  "2  /*■     n 


-^         ♦  -  ao      a,  -  «0 


Das  fällt  im  Falle   II  A.  1.   zwischen  0  und   1,   im  Falle  IIB.  1 
zwischen  1  und  A-^;  also  fällt: 


K  4 


ox  y     1  +  1/A,    i-i/x,n, 

i-v^    i  +  v^yc, 

im  ersteren  Falle  zwischen  1  und  l^"^  (oder  —  1  und  —  Z,-^),  i® 
letzteren  zwischen  —  1  und  +  1.  Man  hat  also  im  Falle  ULI 
die  Formel  (5),  im  Falle  II B,  1.  die  Formel  §  120,  (16)  anzuwenden, 
nachdem  man  in  diesen  Formeln  |  durch  Ig  ^^^  ^  durch 

9)  4=    '" 


1  -  y/. 


1  +  \% 

ersetzt  hat. 

Endlich  in  den  Fällen  //  A.  2.  und  II B.  2.  hat  man  zu  setzen:    , 

I 

1 
4 4   _       ^ 

^^)  ^3  —  •  j     ?3  -'         ^^      •         T";        » 

,- -  -s     —  j 

*  —  rt,    «0  —  «,  1  —  yA,     1  +  y^  y;,  i 
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mit  denselben  Werten  von  X^  und  /^  wie  in  den  beiden  letzten 
Fällen.  Im  ersteren  Falle  fällt  fg  zwischen  0  und  1,  ^g  zwischen  1 
und  +  /2~^  (oder  zwischen  —  1  und  — /g"^)»  ™  letzteren  fg  zwischen 
0  und  1,  Ig  zwischen  —  1  und  +  l.  Man  hat  also  in  diesen  beiden 
Fällen  |  durch  Ig,  /  durch  l^  zu  ersetzen,  und  im  Falle  II A,  2. 
die  Formel  (5),  im  Falle  TI  ß.  2.  die  Formel  §  120,  (16)  an- 
zuwenden. 

In  jedem  dieser  acht  Fälle  giebt  es  übrigens  noch  eine  andere 
Substitution  derselben  Art,  die  dasselbe  leistet,  wie  die  hier  vor- 
geschriebene.    So  fällt  z.  B.  im  Falle  I  A.  1 .  auch : 


c 


(vgl.  §  66,  4)  in  das  Intervall  zwischen  1  und  Aj~^  (mit  demselben 
Wert  von  ^  wie  oben).  Der  zugehörige  Wert  von  |,  1^  ist  aber 
dem  früheren  entgegengesetzt  gleich,  sodaß  man  hieraus  keinen 
weiteren  Vorteil  ziehen  kann. 


§  123.    Paarweise  konjugiert  complexe  Verzweigungspunkte. 

Ein  elliptisches  Integral  I.  Art  nimmt  auch  dann  für  reelle 
Werte  des  Arguments  reelle  Werte  an,  wenn  die  vier  Verzweigungs- 
ponkte  paarweise  konjugiert  complex  sind  und  a^  positiv  ist;  all- 
gemeiner ausgedrückt  (vgl.  §  91):  wenn  die  Verzweigungspunkte 
paarweise  Spiegelbilder  voneinander  in  Bezug  auf  einen  Kreis  sind 
nnd  die  Integrationsvariable  auf  diesem  Kreise  sich  bewegt. 

Bei  geeigneter  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  entspricht 
diesem  Kreis  in  der  f- Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Radius  X~'l*,  also  in  dery-Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Radius  A"*/*,  also  in  der  |- Ebene  die  Axe  der  rein  imaginären 
Zahlen.  Wir  müssen  uns  vor  allem  überlegen,  welche  Numerierung 
der  Verzweigungspunkte  das  erzielt.  Bezeichnen  wir  dieselben  mit 
a±iß  und  y±iö,  so  werden  von  {ß  und  S  positiv)  den  sechs 
Werten  ihres  Doppelverhältnisses  die  folgenden  beiden  positiv  und 
kleiner  als  1 : 

^^        («  +  »1^  _  (y  _  iö)   •   („  _  iß)--  {y  -  iö)         \a  -  7')«  +  (|9  +  (5)»  1 

und: 

l    ^     («  +  i(i)  -  (r  -  *  ^) '  'r  +  '  <»  -  (r  -  *'  ^)      c«  -  rf  +  (^  +  ^?      ^^ ' 
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Ist  Aj  >  |,  so  nehmen  wir  die  Substitution  vor: 

""^  ^i      x-ir-  iS)  •  {«  +  iß)  -  (y  -  »^  ' 

ist  aber  Ä^  >  J,  so  setzen  wir: 

A\  z-   =   ^  "  («  -  ♦l^  .  (ff  +  iig)-(a-t|g) 

^  ^         jt  -  (y  -  »^   •   fa  +  iß)  _  (y  -  t^j  ' 

Im  ersten  Falle  können  wir  schreiben: 

6)  t/;  =  2arctg    arctg^-^^^ harctg-^^ : 

wir  erhalten  dann: 

Vi.  1  +  e^ 

Dabei  bedarf  nur  noch  die  Bestimmung  des  Winkels  t^  näherer 
Erörterung.  Für  die  untere  Grenze  darf  ein  beliebiger  Wert  Yon  tf 
genommen  werden,  für  die  obere  ist  dann  derjenige  zu  nehmen,  der 
aus  ihm  durch  stetige  Fortsetzung  entsteht  Indem  man,  wenn  er- 
forderlich, das  Integrationsintervall  zerlegt,  kann  man  erreichen,  daß 
nur  Werte  von  t//  in  Betracht  kommen,  die  zwischen  —  %  und  +  sr 
liegen.  Dann  wird  |  /||  ^  1  und  die  Reihen  von  §  120  konvergieren  { 
rasch  genug,  um  zur  Berechnung  dienen  zu  können. 

Weniger   günstig   liegt   die  Sache,   wenn   \>  \    ist     Es  be- 
schreibt nämlich  fg,  wenn  z  die  Axe  der  reellen  Zahlen  durchläuft, 

einen  Kreis  vom  Mittelpunkt  A^-^  und  Radius  ^"^^^  —  "^^  sodaß 
man  setzen  kann: 

8)  1  -  ^2^3  =  1/1-13  e»>, 

mit  demselben  Werte  von  i/;  wie  unter  (6).     Da  dieser  Kreis  gam 
auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  imaginären  ^g  li^gt,  entspricht 
ihm  in  der  Ig-Ebene^  eine  geschlossene  Kurve,  die  ganz  im  Innern 
eines  Kreisbogenzweiecks  liegt,  dessen  Ecken  die  Punkte  ±  /-^  sind  • 
und  dessen  Seiten  mit  der  Axe  der  reellen  Ig  Winkel  von  45®  ein-  1 

i 
» 

*  ^a  ist  ebenso  aus  ^^  ^^^  K  zu  berechnen,  wie  |  in  §  120  aus  ^vJi^^  \ 


kT««*^'""   ^**'^*    ^o^J^^^i^-r-t   rowp/err  Verxwrhpnt'jspwihtf.      'M):\ 

X)\e  ^^^^  ^a  ^^^«:"t»olxreiteiiclen  Reiheiientwickluii*,'e]i  koii- 
^^tJßO  ^^  g^^-  Sie^  liat^en  aber  den  Übelstand,  daß  t^  für 
,  j  tomv^*^^ ^^^^-  -M^a-n  ^WT.rcl  daher  auch  in  diesiMu  Falle  sich 
j^V^A  Aet  S\iustit\xtioTi     QB')     bedienen,   aus^'enonnnen   allein  «K^n 

\i  iiÄ  l  ^eW  nahe    aT\    1     lieget    und  man  pleiohzeitip  über  Werte 

L  m :  i^ '^^^^^^^^  Viat,    fixjr     die   auch  tg  ^'  nahe  an   1   rückt. 

§124.   Zwei  reelle    und  zwei  konjugiert  complexe 

Verz^iveigungspunkte. 

!  fenFall,  daß  Z'wei  Verzvreigungspunkte  reell,  die  beiden  an(bn*n 
liBJiipert  complex  sinäL,  lca.Tin.  man,  wie  wir  bereits  iij  IIS  g(*seben 
kb.  durch  eine  qiia.dra,ti8che  Transformation  aul'  den  Fall  von 
rä  Kellen  Yerzweigixiigsp\inkten  zurückfübren.  j^ezeicbnet  man 
Meli  die  beiden  reeUen  Punkte  mit  a^^  und  r/^,  die  l>eiden  kon- 
imaginären  mit    cc^  =  T'  +  ir^  und  a^  =  y  —  i  i),  so  werden 


)        /.  =  - 


am  —  «•  n 


1 


1     —     «1      __     /   -    l  (5    -    ".,  y    -    i  ,)    -.    (t,, 


«1 


«•  —  <'.,       "i  -  ".,  1 


"t    -    «8  "l    -    "3  '• 


vom    absoluten     Betrage    1.      j^ejde    iVibreti    /u    densoll)en 
Icrten  von  /,  sodaB    es  gentigt,  /.  ins  Au^^e  zu  fassen.     Wir  können: 

ite,  wenn  wir  den    Winkel  (/  durch 

^  «r  =  2arc tg  — ^ 2  arc  tg  -  'J  arc  tiz  ,  ;      ''    ^  _^  .. 

^«stimmen.     Dabei  ist  es  gleichgültiir,  \\ eiche  Werte  der  arc  tg  wir 
■dunen,  da   eine    andere  Wahl  7    nur    um    ein   izanzzahliges  Viel- 
Wißs   yon   2n     ändert;    wir   könnui    .ilsn    \nv    ff    den    Hauptweil 
'_i   tihlen.    Wir  erhalten  nach  §  12n,  iH;: 

1   4-    I  A 


3 
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also  einen  rein  imaginären  Wert,  dessen  absoluter  Betrag  höchstens 

6)  =tg|<  0,41422 

isti 

Eine  der  zu  dem  Wert  (1)  von  A  gehörenden  Transformations- 
formeln (§§  63;  66)  lautet: 

Durchläuft  z  alle  reellen  Werte,   so   durchläuft  f  die  Werte  vom 
absoluten  Betrage  1;  wählen  wir  also  in  der  Formel  (vgl.  §  120,  10): 

8)  /|  =  illte 

i  +  yiVi 

4 

die  Wurzelgröße  j/i;  so,  daß  ]/T  )/f  gleich  dem  Hauptwert  der  Qua- 
dratwurzel aus  yX.f  wird,  so  erhalten  wir  für  /|  rein  imaginäre 
Werte,  deren  absoluter  Betrag  höchstens  gleich  1  ist,  sodaß  genügend 
rasche  Konvergenz  der  Reihen  gesichert  ist  Wir  müssen  dabei 
nur  darauf  achten,  daß  wir  das  Integral  in  zwei  Teile  zerlegen, 
wenn  der  Integrationsweg  über  den  Punkt  wegführt,  an  dem  der 
Hauptwert  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet 
Setzt  man: 

9)  f  =  e»v',     t/^  =  2 arc  tg-=l-^  -  2  arc  tg -^^, 
so  erhält  man: 

10)  /|  =  -'tg(|-  +  X) 

und    hat    dabei    den    Wert    des   Winkels   t//    so    zu   wählen,    daß 
^  -4-  ^    ^  -^  wird 

Eine  zweite  der  zu  dem  Werte  (1)  von  A  gehörenden  Substi- 
tutionsformeln lautet: 

11)  C|    —  .  ,     «v  —  "  ^ 

'  ~^  X  —  n^       f  +  10  —  a^  *  —  «3 

wo  (f   den  in  Gleichung  (4)  angegebenen   Wert  hat     Durchläuft  z 
die   Axe    der    reellen    Zahlen,    so    durchläuft   f    eine    unter    dem 


*  Wie  wir  in  §  121,  II  gesehen  haben,  könnten  wir  durch  andere  Wahl 
von  l  einen  noch  kleineren  Wert  von  /  erreichen;  aber  dann  werden  die 
Formeln  durch^das  Auftreten  complcxer  Größen  unhandlich. 
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Winkel    —  ^  gegen  diese  Axe  geneigte  Gerade,  also  Werte,  deren 
Arcus  teils  —  — ,  teils  +  ^    ist     Bestimmt   man   den   Winkel    — 

2  '  2  2 

aus  den  Gleichungen: 

608 9o  =  -:^y -^— -  '   —  »      sin  qpo  = 


COS  g)o  =  -  — ^     * ,      sin  op,  =     ,  , 

80  entspricht  der  zweite  Halbstrahl  der  Strecke  zwischen  a^  und  «3, 
der  erste  den  außerhalb  dieser  Strecke  gelegenen  Punkten.  Ver- 
steht man  andererseits  wie  oben   unter  (f   den  Hauptwert,  ebenso 

unter  yf ,  so  Hefert  der  Halbstrahl  vom  Arcus  ^  reelle  Werte  von 

1  +  1/r  Vit 

die  zwischen   —  1   und   + 1    liegen,   der  Halbstrahl   vom  Arcus  -^ 

dagegen  liefert  für  l^^  Werte  vom  absoluten  Betrage  1.  Beide 
Arten  von  Werten  sind  zur  Berechnung  brauchbar. 

Genauere  Untersuchung  zeigt,   daß  zum  Hauptwert  von  —  ^ 

dasjenige  Stück  der  Axe  der  reellen  z  gehört,  in  dem  die  zweiten 
Schnittpunkte  der  durch  y  +  iS,  y  —  iS  und  a^  bezw.  a^  gelegten 
Kreise  mit  dieser  Axe  hegen;  also  das  endliche  oder  das  unendliche 
St&ck,  je  nachdem  y  ±18  innerhalb  oder  außerhalb  des  über  a^.-cc^ 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  liegen.  Liegen  sie  auf  diesem 
Kreise^  so  wird  A  =  —  1;  es  kommt  dann  darauf  an,  ob  cCq  größer 
oder  kleiner  als  a^  ist. 


§  125.    Berechnung  des  Periodenverhältnisses  und  der  Grösse  h. 

Die  Formeln   der  vorhergehenden  Paragraphen   gestatten   ins- 
besondere auch  die  Berechnung  der  Perioden.     Den  Werten: 

;=  00  Ol 

entsprechen  nämlich  die  Werte: 

|  =  _/-1         /-l  1; 


Funktionen.     11.  20 
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da  diese  Werte  alle  im  Innern  des  Konvergenzbereichs  der  Eeihen 
liegen,  können  die  Perioden  aus  diesen  Reihen  entwickelt  werdeo. 
Man  erhält  auf  diesem  Wege  Ausdrücke  der  Perioden  und  des 
Periodenverhältnisses,  die  sich  von  den  in  §  82  benutzten  dadurch 
unterscheiden,  daß: 

(o^  m^  h  X 

durch 

(Oj        4cÖ3  A*         /* 

ersetzt  sind. 

Rascher  kommt  man  zumeist  zum  Ziele,  wenn  man  zimächst 
aus  der  Formel: 

die  durch  die  angegebene  Substitution  aus  §  82,  (16)  entsteht,  durch 
Wurzelausziehung  die  folgende  ableitet: 

.,  *_l|,  +  4(^-)%ao(V-r  +  soo(l)%..} 

und  aus  ihr  vor  allem  h  direkt  aus  /  berechnet  Für  die  praktische 
Verwendung  dieser  Formel  ist  es  wesentlich  zu  wissen,  wie  groß  der 
Fehler  ist,  den  man  begeht,  wenn  man  sie  an  einer  bestimmten 
Stelle  abbricht  Man  gelangt  dazu  von  Gleichung  (9)  von  §  120 
aus,  muß  aber  dabei  folgenden  Umstand  wohl  beachten:  Durch  die 
Entwicklungen  von  §§  82  und  93  war  ein  g;anz  bestimmter  Wert 
von  X  als  Funktion  von  r  definiert;  wollen  wir  aus  diesem  den 
Wert  /*  berechnen,  der  dieselbe  Funktion  von  4t  ist,  wie  A  von  r. 
so  müssen  wir  Gleichung  (10)  von  §  110  anwenden;  mit  andern 
Worten,  wir  müssen  den  in  Gleichung  (9)  von  §  120  auftretenden 
Wert  des  Doppelverhältnisses  nicht  mit  A,  sondern  mit  1  —  X  bezeichnm. 
Thun  wir  das,  so  erhalten  wir  aus  ihr  durch  logarithmische  Dif- 
ferentiation (vgl.  §  121,  4): 

rfiog/  =  i[(i  -  xy'u  +  (1  -  A)-v.].^. 

Die  Entwicklung  der  Wurzelgrößen  nach  Potenzen  von  A  giebt 
nur  positive  Zahlenkoeffizienten;  also  sind  auch  in  der  durch  In- 
tegration folgenden  Entwicklung:^ 


^  Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  ergiebt  sich  darans,  daB 

lim  —  =  lim =    - 

ist. 
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3)  log/ =  log  ^  +  ^' 6,;. 


y=sl 


alle  Eoefifizienten  positiv.     Multipliziert  man  mit  m  und  geht  dann 
zum  Numerus  über,  so  sieht  man,  daß  auch  in  der  Reihe: 

alle  Koeffizienten  positiv  sind;  es  ist  also  für  jedes  0  <  A  <  1  und 
für  jedes  endliche  n: 

2  «.  ^^  <  log/  -  log  /.  +  logS;     (I)"  +  2  V  V  A-  +  "  <  /-. 

Die  beiden  Glieder  jeder  dieser  Ungleichungen  bleiben  auch  für  A  =  1 
stetig;  daher  folgt  aus  ihnen: 


also  sicher 


_€,  <log8;     8-«  +  ^' 6^.,  <  1. 


Daraus  folgt,  daß  die  Reihen  (3)  und  (4)  auch  noch  für  A  =  1  kon- 
Tergieren,  und  daß  folglich  (vgl.  I,  §  27,  VII)  die  Gleichungen 
bestehen: 

5)  2  6^  =  log  8,       >i  €m.  V  =  1    —  -  —  • 

Schreibt  man  nun  die  Gleichung  (16)  von  §  82  in  der  Form: 


OD 

n=Ü 

und  stellt  neben  sie  die  Gleichung 


6)  log(16A)  =  logA  +  ;^/?„A» 


n  =  l 

und   die  daraus  durch  die  Substitution  von  h*  für  h  und  /*  für  X 
hervorgehende: 

7)  logÄ  +  log2  =  logl  +  \^  ßn  /*«, 

n=l 

80  erhält  man  die  Identität: 

2  /9„ )-  =  log/  -  log  l-  +  i^  /9.^- 

20* 
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oder  wenn  man  die  Reihen  (3)  und  (4)  einsetzt: 

n=l  nsl  n=0  mal 

Aus  dieser  Identität   ergiebt   sich  durch  Koeffizienten vergleichimg: 

ßl=h>       Ä  =  «2>       A  =  «3>       /^i^  «4  +  i«4.o/'l> 

allgemein : 

9)       /?4r  +  ß   =  €r    +  \{ei^ir  -  i  +  q  ßl  +  «8,  4r  -  8  +  ^  /?a  +  •  •  •  +  €4r,  ß^rj- 

^5  Ä2WC?  also  die  Koeffizienten  ßn  sämtlich  positiv  reell,  folglich 
auch  die  Koeffizienten  der  daraus  durch  Übergang  zur  Exponential- 
funktion sich  ergebenden  Formel  (2), 

Durch  dieselben  Schlüsse  wie  die  Gleichungen  (5)  beweist  man 
nun  auch  die  Gleichungen: 

2/9„  =  logl6 
und,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  so  schreibt: 

n=Ü 


10)  ^  «n    =    1  . 


n  =  ü 


Daraus  folgt:    der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  in  der 
Reihe  (2)  nur  die  beiden  ersten  Glieder  berücksichtigt,  ist  kleiner  als: 


15 
5 


^     /Ö    _L     ^^^    713     I.   /l  ^  ^  ^^  ^^^  \  717  n      I     74     I    78    L    .) 

12'^     +'2^*-^      +l^-"Y-"    hT""  -29^"    2'»i'      (^+'     +/+••) 


15     ,9     .      150   ,,o    .     1597         /" 


512  '      2»3  '     4096     1  -  /♦ 

also  wenn  l  <  \  ist: 

15      ,         J^O    ,9  1597    .  jn;^  .    1    79  ^  _iL79  ^  J_/9 

^    512         "^2»»  "^   4096       15       2»         ^512         ^30 

Da  wir,    wie  wir   §  121   gesehen  haben, ^    es  immer  erreichen 
kcmnen,  daß  l  <  ^—-   wird,    so    reichen   wir   mit  den   beiden  ersten 

15 

Gliedern  der  Reihe  aus,  wenn  keine  größere  Genauigkeit  als  neun 
Dezimalstellen  verlaugt  wird.  Begnügt  man  sich  mit  geringerer 
Genauigkeit,  so  hat  man  nicht  einmal  nötig,  es  so  einzurichten,  daß  l- 


*  Die  t;J  124  erwähnten  Umständlichkeiten  kommen  hier  nicht  in  Frage- 
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zwischen  ^  und  1  fällt;  auch  Werte  von  A  zwischen  0  und  1,  wenn 
sie  nur  nicht  gar  zu  klein  sind,  geben  noch  Werte  von  l,  für  die 
die  Beihe  gut  konvergiert 

Hat  man  auf  diese  Weise  h  berechnet,  so  erhält  man  a?^,  wenn 
man  die  Gleichung  (3)  von  §  83  auf  das  transformierte  Integral  an- 
wendet.   Für  dasselbe  ist  zu  setzen: 

1,     -1,     /-2,     -/-2,     statt   «3,   Uq,  «3,  «i; 

sowie  2  09^  an  Stelle  von  o?^.  Was  die  Verteilung  der  Verzweigungs- 
pnnkte  betrifft^  so  trennt  hier  2^3  1  und  —  1  von  /-^  und  —  l"^, 
2öj  trennt  1  und  /"^  von  —1  und  — /-^^  Früher  trennte  2a)^ 
tfi  und  ce^  von  a^  und  a^,  2g)^  trennte  Uq  und  a^  von  a^  uhd  a^. 
Also  haben  wir  an  Stelle  von  («^  —  a^)  («3  —  cc^)  in  Gleichung  (3) 
von  §  88  hier  zu  setzen: 

±  (1   +  l-^{^  1   -  /-2)  =  ip  (1   +  /-2)«. 

So  erhalten  wir  die  Formel: 

,V(0|4r)  =  i^ia,{a,-a,){u,-a,){l  +  iT)*(l  +/-^^ 
oder  wenn  wir  flir  1  +  /"^  seinen  Wert 

\  1  -  Vi  /  (1  -  VA? 

ansetzen  und  die  vierte  Wnrzel  ausziehen: 

*,(0|  4») 


1.)         /ij-  - 


-  -  1  +  yi 


Da  die  Reihenentwicklung: 

12)  19-3(0  1 4  T^  =  1  +  2  A*  -I-  2  Ä^«  +  .  . 

sehr    rasch  konvergiert,   so   ist    diese  Formel  (11)   zu  numerischer 
Berechnung  sehr  geeignet 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  eine  Periode  gefunden,  so  ergiebt 
tich  die  andere  einfach  mittels  der  Formel: 

13)  a?3  =  —     — *  lognatA. 
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§  126.    Berechnung  der  Werte  elliptischer  Funlctionen  bei 

gegebenem  Werte  des  Arguments. 

Soll  zu  einem  gegebenen  Wert  des  Argoments  der  zugehörige 
Wert  einer  elliptischen  Funktion  berechnet  werden,  so  ist  es  in  den 
meisten  Fällen  das  Zweckmäßigste,  diese  elliptische  Funktion  zu- 
nächst als  Quotienten  von  Thetaprodukten  auszudrücken  und  die 
Thetafunktionen  mit  Hilfe  ihrer  Reihenentwicklungen  zu  berechnen. 
Dazu  ist  erforderlich,  daß  man  die  Größe  h  kennt;  diese  muß 
also  Yor  allem  nach  den  Methoden  des  vorigen  Paragraphen  be- 
rechnet sein. 

Den  Rechnungen  desselben  liegen  ganz  bestimmte  Voraus- 
setzungen über  die  Auswahl  eines  primitiven  Periodenpaares,  oder 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  über  die  Numerierung  der  Ver- 
zweigungspunkte zu  Grunde;  will  man  also  z.  B.  die  Formeln  des 
§  56  zur  numerischen  Lösung  bestimmter  Umkehrprobleme  ver- 
wenden, so  muß  man  dafür  sorgen,  daß  die  Numerierung  der  Ver- 
zweigungspunkte hier  und  dort  die  gleiche  ist  Dabei  ist  zu  be- 
achten, daß  die  für  §  125  erforderliche  Numerierung  der  Venwei- 
gungspunkte  so  gewählt  ist,  daß  u^  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleinste  Periode  ist  Das  giebt  im  Fall  von  §  86  zu  einer  Unter- 
scheidung von  zwei  Unterfällen  Veranlassung  (vgl.  §  87):  Ist  die 
kleinste  reelle  Periode  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  die 
kleinste  rein  imaginäre,  so  wird  das  od^  von  §  125  reell;  es  gehören 
also  dann  zu  reellen  Werten  von  u  auch  reelle  Werte  des  Theta- 
arguments  v,  und  die  Thetareihen  enthalten  für  reelle  u  trigono- 
metrische, für  rein  imaginäre  u  Exponentialfunktionen  reellen 
Arguments.  Ist  aber  die  kleinste  reelle  Periode  dem  absoluten 
Betrag  nach  größer  als  die  kleinste  rein  imaginäre,  so  wird  da«  Wj 
von  §  125  rein  imaginär,  und  die  Thetareihen  enthalten  für  reellem 
Exponential-,  für  rein  imaginäre  u  trigonometrische  Funktionen 
reellen  Arguments.  Im  Grunde  liegt  wenig  daran,  ob  der  eine  oder 
der  andere  Fall  eintritt,  da  man  doch  meist  die  Werte  der  Funk- 
tionen sowohl  für  reelle,  wie  für  rein  imaginäre  Argumentwerte 
braucht  Außerdem  braucht  man  sie  häufig  auch  noch  für  Argunoent- 
werte,  deren  reeller  oder  imaginärer  Bestandteil  einer  Halbperiode 
gleich,  ist;  für  diese  kommen  die  Formeln  von  §  45,  (6)  bis  (8) 
in  Betracht 

Eine  wichtige  Frage  ist  in  jedem  Fall,  wie  groß  die  relative 
Genauigkeit  ist,  die  man  erzielt,  wenn  man  die  Thetareihe  mit  einer 
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besümmten  Gliederzahl  abbricht  Setzen  wir,  um  das  zu  unter- 
suchen, Z.  B.: 

1)  *8(''l^)=  ^  +  2Aco82t7:7r  +  2A*cos4riT  +  Ä, 

80  können  wir  für  den  absoluten  Betrag  von  R  eine  obere  Grenze 
angeben,  sobald  wir  eine  solche  für  den  imaginären  Bestandteil  von  v 
haben.     Wir  ziehen  daraus  zunächst  die  Regel: 

Für  numerische  Rechnungen  mit  Thetareihen  ist  es  zur  Erreichung 
rascher  Konvergenz  erforderlich,  den  imaginären  Bestandteil  des 
Arguments  mit  Hilfe  der  Relationen  §  45,  (ö)  möglichst  zu  verkleinern. 

Sei  also,  wenn  v  =  a  -\-  ib  gesetzt  wird, 


2) 

Nun  ist: 


'   —    2  I 


C082*l7;r|  =-J-jl?2*«'.Tf+  e-2fci;n.|  ^l(^2fc6.-r   +  ^"2*6«) 


e2k.b,.t^ 


also  wegen  (2): 

3) 

Also  ist: 


cos2Av^  I  ^  Ä-*. 


ih. 
4) 


.R\  ^2  VA*'-*^2A9{1  +A*  +  Ä»+  ..), 


9  7i»^ 


Damit  ist  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  abgeschätzt;  um  eine 
Yorstellnng  von  seiner  relativen  Bedeutung  zu  haben,  müssen  wir 
fllr  *3(t'  I  t)  eine  untere  Grenze  finden.     Man  erkennt,  daß: 

h^3  («^  k)    >  1  -  ,  2  Ä  cos  2  r  .T  +  .  .  I 

>  1  —  !  2  Ä  cos  2  i;  71 !  —  .  . 

>  1  _  2  ä2  -  2  A«  -  .  .  . 


5) 


>  1 


1  - //* 


ist     Die  Vergleichung   der    Formeln  (4)   und    (5)   ergiebt,    da    wir 
immer  h  ^  e"''  voraussetzen  dürfen,  daß 


li    I 


2  h 


6 


^j,        —     1  -  2  //>  -  f? 

Ueiner  ist  als  eine  Einheit  der  8.  Dezimalstelle. 
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sinvTi 


_.  \g2kvjti    I     g(2k-l)vjti    i     ^g-2kvjti 

^(2Ä  +  1)^2'^''  ''^{2h+  1)A* 


und  ebenso: 

cos  {2  k  -h  l)cn 


^(2Ä+  1)A'^ 


cos  9  71 

ist. 

Soll  der  Wert  eines  elliptischen  Integrals  11.  oder  HL  GattuBg 
numerisch  berechnet  werden,  so  ist  zuerst  der  Wert  u  des  zwischen 
denselben  Grenzen  genommenen  Integrals  I.  Gattung  nach  §  120 
bis  §  124  zu  berechnen;  durch  diesen  ist  der  gesuchte  Integralwert 
nach  §  24,  II  (vgl.  §  57)  auszudrücken.  Dann  sind  die  Theta- 
funktionen  einzuführen;  dabei  treten  ihre  Ableitungen  auf,  deren 
Reihenentwicklungen  allerdings  etwas  schlechter  konvergieren,  als 
die  der  Thetafunktionen  selbst,  sodaß  man  vielleicht  zuweilen  Ver- 
anlassung hat,  bei  ihnen  ein  Ghed  mehr  zu  berücksichtigen. 


VIERZEHNTER  ABSCHNITT. 


Algebraisch  -  geometrische  Anwendungen 
der  elliptischen  Funktionen. 

§  127.    Gleichungen  zwischen  elliptischen  Funktionen. 

/iwischen  zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehörenden 
elliptischen  Funktionen  besteht  nach  §  24,  V  stets  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhängigen  Koeffizienten.  Wir  wollen  die 
Eigentümlichkeiten  solcher  Gleichungen  noch  näher  untersuchen. 


Man  reicht  also,  wenn  man  keine  größere  Genauigkeit  verlangt 
und  die  angegebenen  Vorsichtsmaßregeln  beachtet,  in  jedem  Falle  mü 
den  drei  ersten  Gliedern  der  Reihe  (1)  aus. 

Für  die  Funktion  &q  gilt  ganz  dasselbe;  für  die  beiden  andern 
Thetafunktionen  sind  die  Schlüsse  etwas  zu  modifizieren:  man  muß 
den  Faktor  sinvinr,  bezw.  QO^vn  herausziehen  und  beachten,  daß 

sin  (2  /:  +  l)vn 
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Sei  q>  eine  elliptische  Funktion  n*«°,  xp  eine  solche  m^^  Grades. 
Sei  (fQ  ein  Wert,  den  die  Funktion  qp  in  n  voneinander  verschie- 
denen Punkten  des  Periodenparallelogramms  annimmt  (Wenn 
^  —  9?^  =  flo  (t£  —  UqY  +  "f  kann  man  um  y^j  nach  I,  §  69,  (5)  einen 
Kreis  von  so  kleinem  Kadius  beschreiben,  daß  im  Innern  desselben 
u  —  Uq  eine  eindeutige  Funktion  von  (^  —  y^)^/*  ist  Nach  I,  §  46,  X 
kann  man  den  Radius  dieses  Kreises  so  klein  wählen,  daß  im  Innern 
desselben  t£  —  «^  in  verschiedenen  Punkten  verschiedene  Werte  an- 
nimmt Wenn  also  qp^  ein  Wert  ist,  der  in  einem  Punkte  des 
Periodenparallelogramms  mehrfach  angenommen  wird,  so  liegen  doch 
in  seiner  Umgebung  stets  Werte  von  qp,  die  in  n  voneinander  ver- 
schiedenen Punkten  desselben  angenommen  werden.)  Die  Werte 
der  Funktion  t//  in  diesen  Punkten  seien  mit: 

1)  t/;(w^),     t//(Mi).  .  .  t/;(u„_i) 

bezeichnet  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  diese  n  Werte  seien 
ffer  jeden  Wert  von  (p^,  einzelne  ausgenommen,  voneinander  ver- 
schieden. Dann  wird  die  zwischen  (p  und  t//  bestehende  Gleichung, 
die  doch,  wenn  man  tp  —  tp^  setzt,  alle  diese  Werte  zu  Wurzeln 
haben  muß,  in  Bezug  auf  i/;  bis  zum  w**°  Grade  ansteigen.  Wir 
erhalten  somit  den  Satz: 

I.  Ztoischen  einer  elliptischen  Funktion  n^  Ordnung  tp  und  einer 
solchen  Funktion  m^*^  Ordnung  t//,  die  so  beschaffen  sind,  daß  zu  ver- 
schiedenen VKertepaaren  (ip,  yj)  im  allgemeinen  (d,  h,  nur  einzelne 
Solche  IFertepaare  ausgenommen)  nur  ein  Punkt  u  des  Perioden- 
Parallelogramms  gehört,  besteht  eine  algebraische  Gleichung,  die  in  Bezug 
<^nf  (p  vom  iw'*",  in  Bezug  auf  ip  vom  w****  Grade  ist 

Wenn  aber  für  unendlich  viele  Werte  von  tp  zwei  der  zu- 
gehörigen Werte  von  xf)  einander  gleich  sind,  also  etwa  rfj(u)  =  xp  {u) 
ist,  muß  es  im  Periodenparallelogramm  mindestens  einen  Punkt  u 
Sehen  von  der  BeschaflFenheit,  daß  in  jeder  Nähe  desselben  Punkte 
liegen,  für  die  eine  solche  Relation  besteht  (I,  §  26,  XXTV).  Aber 
yj{u)  und  t/zM  können  als  bis  auf  Pole  reguläre  Funktionselemente 
angesehen  werden;  wenn  die  Gleichung  tp(u)  (  =  )  yj(u)  für  un- 
endlich viele  Punkte  in  der  Umgebung  eines  im  Innern  eines  solchen 
Bereiches  gelegenen  Punktes  bestehen  soll,  so  muß  sie  nach  I,  §  39,(1) 
identisch  bestehen.  Also  muß  sie  auch  für  alle  analytischen  Fort- 
Atzungen  bestehen  bleiben  (I,  §  66,  IV).  Es  fallen  also  dann  für 
jeden  Wert  von  q>  zwei  der  zugehörigen  Werte  von  xp  zusammen; 
mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 
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n.    Wenn  die  Bedingungen  des  Satzes  I  nickt  erfüllt  sind,  gieht 
es  zu  jedem  Punkte  u^,  höchstens  einzelne  ausgenommeny  einen  zu  ihm    ' 
inkongruenten  Punkt  u^  von  der  Beschaffenheit,  daß  gleichzeitig 

(p  {u{)  =  (p  («o)     und      ip  (mJ  =  yj  K) 
ist. 

Natürlich  kann  es  auch  mehrere  inkongruente  Punkte  geben. 
Seien  dieselben,  um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen, 
u^,  Mg  .  .  Wk_  i;  dann  betrachten  wir  die  Summe  w^  +  m^  +  . .  4-  «k  - 1 
als  Funktion  von  u^.     Als  solche  hat  sie  folgende  Eigenschaften: 

1.  Sie  ist  für  jeden  endlichen  Wert  von  u^  eindeutig  bestimmt 
und  endlich. 

2.  Wenn  man  Uq  durch  einen  kongruenten  Wert  ersetzt,  treten 
an  Stelle  der  u^,  u^  .  .  .  u^^i  Werte,  von  denen  jeder  wieder  zu 
einem  dieser  Werte  kongruent  sein  muß;  ihre  Summe  kann  sich 
also  nur  um  eine  Periode  vermehren. 

Aus  beiden  Eigenschaften  folgt,  daß  diese  Summe,  von  einer 
Konstanten  abgesehen,  gleich  einem  Vielfachen  von  u^  sein  muß 
(vgl.  §  6,  X  und  §  7,  II);  wir  schreiben: 

2)  ?^  +  Mg  +  •  •  •  +  "*  -  1  =  ^0  «0  +  /o- 
Ebenso  erhält  man  die  Gleichungen: 

^2  +  "3  +    •  •  •    +  ^'k  -  1   +  "o  =  ^1  "1  +  /l 

"0  +  ^'1   +    •  •  •    +  Wk  -  3  +  «k  -  2  =  Cfc  _  1  Wfc  _  1   +  /ik  _  1 . 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  die  Zahlen  c  sind  alle 
gleich  —  /.  Dann  müssen  auch  die  Zahlen  y  alle  einander  gleich 
sein  und  das  Gleichungssystem  reduziert  sich  auf  die  eine  Gleichung: 

3)  Wo  +  "1  +  "a  +  •  •  •  +  ^ik  - 1  =  /• 

Seien  nun  (qp',  \f))  und  (qp",  1/;")  irgend  zwei  Paare  zusammen- 
gehöriger Werte  von  (/}  und  t/;;  w^',  w/.-.«'*- 1  und  m„",  m/'.,.?/\_i 
die  bezw.  zu  dem  einen  und  dem  andern  dieser  Wertepa  are  ge- 
hörenden inkongruenten  Werte  von  m.  Jedes  dieser  Werte  Ä-tupel 
genügt  der  Gleichung  (3);  also  giebt  es  nach  §  22, 1  eine  elliptische 
Funktion  von  w,  diQ  in  den  u  Null  und  m  den  n"  unendlich  wird. 
Wir  können  eine  solche  Funktion  in  der  dort  angegebenen  Weise 
ausdrücken,  aber  auch  in  der  folgenden: 


4)  /  [u)  =  lg 


a  (1/7,  -  Wo") 
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Denn  wenn  man  u^*»u  am  eine  Periode  vermehrt,  permutieren  sich 
die  übrigen  v,^  bis  auf  Perioden;  und  die  Summe  der  zu  den  sämt- 
lichen «j^  tretenden  Perioden  muß  Null  sein,  damit  die  Gleichuug  (3) 
fortbesteht  Daraus  folgt  mit  Hilfe  von  §  20,  (12),  daß  /(m)  in  der 
That  eine  elliptische  Funktion  ist  Wenn  ferner  u  mit  einem  der 
^'{u^')  zosammenfällt,  muß  ein  anderes  der  ti^  mit  u^  {u^")  zu- 
nmmenÜEkllen;  daraus .  folgt,  daß  /(u)  in  der  That  die  verlangten 
Pole  und  Nullpunkte  hat  Der  Ausdruck  (4)  dieser  Funktion 
zeigt  aber,  daß: 

ist  Mit  andern  Worten,  diese  Funktion  nimmt  jedesmal  denselben 
Wert  an  in  je  A  Punkten,  in  denen  tp  und  i/;  dieselben  Werte  an- 
nehmen. Sie  nimmt  aber  überhaupt  jeden  Wert  nur  in  je  A  Punkten 
an;  giebt  man  also  den  Wert  von  /,  so  ist  dadurch  ein  solches 
Ponkte-ib-tupel  eindeutig  bestimmt^  also  auch  die  zugehörigen  Werte 
Ton  fp  und  t^.  ^  und  yj  sind  also  eindeutige  Funktionen  von  /, 
und  da  sie  außerdem  nach  I  algebraische  Funktionen  von  /  sind, 
müssen  sie  rationale  Funktionen  von  /  sein.     Also  folgt: 

HL  Wenn  die  Zahlen  c  in  den  Gleichungen  (2)  alle  gleich  —  / 
sind,  lassen  sich  (p  und  xfj  als  rationale  Funktionen  eitler  llilfs- 
variabein  x  oi^udrücken. 

Wenn  aber  die  Zahlen  c  nicht  alle  gleich  —  1  sind,  kann 
keine  von  ihnen  gleich  —  1  sein.  Denn  man  erhält  in  jedem  Falle 
aus  (2): 

wäre  also  z.  B.  c^,  =  —  1,  aber  c^  4=  —  1?  so  würde  folgen,  daß 
ic^  as  konst  sei,  was  doch  nicht  sein  kann.  Es  ist  also  dann  jeder 
der  Werte  m^,  m^  .  .  .  u^_i  eine  lineare  ganze  Funktion  von  jedem 
andern.  Sei  etwa  u^  =  s{u)y  sodaß  für  jeden  Wert  von  u  die 
Gleichungen  bestehen: 

6)  (f  [s  (7/))  =  (f  (7/),     1/'  {s  (?/))  =  t/;  (w). 

Ersetzen  wir  hier  \i  durch  s[ii)  und  schreiben  wie  in  §  68  s^{u) 
fiir  s{s{u))  u.  8.  w.,  so  sehen  wir:  die  Funktion  qp  (und  ebenso  1/^) 
nimmt  für  alle  die  unendlich  vielen  Argument  werte: 

?/,       s{ii).      S^[lt)  .  ,  .  S^[%l)  .  .  . 

denselben  Wert  an.  Sie  kann  aber  als  elliptische  Funktion  den- 
selben   Wert    nur    in    einer    endlichen    Anzahl    von   Punkten    des 
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Periodenparallelogramms  annehmen;  also  können  die  Punkte  (6) 
nicht  alle  modulis  Perioden  inkongruent  sein.     Sei  etwa 

und  folglich  auch: 

7)  s^{u)  IH  u. 

Wenn  die  lineare  Funktion  s{u)  die  Gedtalt  hat: 

8)  s{u)  =  u  +  ß, 

wird: 

8^{u)  =  u  +  kß. 

In  diesem  Falle  folgt  aus  Gleichung  (7),  daß  kß  eine  Periode  ist; 
und  dann  zeigen  die  Gleichungen  (6),  daß  die  Funktionen  tp  und  tff 
zu  einem  Perioden parallelogramm  gehören,  das  nur  den  k^  Teil 
des  zuerst  angenommenen  ausmacht  Wir  dürfen  aber  annebmeo, 
das  Periodenparallelogramm  sei  von  Anfang  an  so  klein  gew^It 
daß  es  nicht  weiter  verkleinert  werden  kann;  wir  können  also  dieseo 
Fall  bei  Seite  lassen. 

Wenn  aber  in  der  Gleichung: 

s  [n)  =  au  +  ß 
a  4^  1   ist,  können  wir  sie  ersetzen  durch: 

9)  s{u)  —  k  =  a  (u  —  X) . 

Da  wir  über  den  Nullpunkt  der  ?/-Ebene  noch  nicht  verfugt  haben, 
dürfen  wir  in  diesem  Falle  A  =  0,  also  auch  ß  =  0  annebmen. 
Dann  können  wir  aus  Satz  II  von  §  119  schließen,  daß  a  entweder 
eine  zweite,  oder  eine  dritte,  oder  eine  vierte,  oder  eine  sechste 
Wurzel  der  Einheit  sein  muß,  und  in  den  drei  letzten  Fällen 
überdies  noch,  daß  wir  es  mit  einem  singulären  Periodenverhältnis 
zu  thun  haben.  In  keinem  dieser  Fälle  aber  genügen  alle  ellip- 
tischen Funktionen  des  betreffenden  Periodenparallelogramms  den 
Gleichungen  (6),  sondern  im  ersten  Falle  nur  die  rationalen  Funk- 
tionen von  pu,  im  zweiten  die  rationalen  Funktionen  von  pu,  im 
dritten  die  von  p^u,  im  vierten  die  von  p^u. 

Das  Resultat  ist  also: 

IV.  fVenn  die  Funktionen  (f  (u)  und  xfj  (u)  die  Eigenschaft  haben, 
daß  in  ihrem  wirklichen  Periodenparallelogramm  zu  jedem  WerU- 
paar  ((p,  \p),  höchstens  einzelne  ausgenommen,  mehr  als  ein  Punkt  u 
gehört,  lassen  sie  sich  rational  durch  eine  und  dieselbe  Funktion  /f«j 
ausdrücken.  j 
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Sind  mngekehrt  ^(ti)  und  t/'(t£)  rationale  Funktionen  einer 
Fanktioii  /(«),  so  gehören  zu  jedem  Wertepaar  qp,  \f)  mebrere 
Punkte  tfy  nämlich  diejenigen,  in  denen  /  denselben  Wert  annimmt 

§  128.    Diskussion  der  Gleicliung  y^  =  f^  {x\ 
I&ine  Gleichung  der  Form: 

deren  rechte  Seite  keinen  mehrfachen  Faktor  besitzt,  kann  stets  durch 
elliptische  Funktionen  eri'üllt  werden ^  und  zwar  durch  solche  der 
in  §  90  untersuchten  speziellen  Art.  Um  das  zu  zeigen,  konstruieren 
wir  zunächst  die  zu  dieser  Gleicliung  gehörige  RiEMANNsche  Fläche 
Aber  der  j:-Ebene.  Zu  jedem  Wert  von  x  gehören  drei  Werte 
Ton  y;  die  Fläche  bekommt  also  drei  Blätter.  In  der  Umgebung 
jedes  Punktes  jr^,  für  den  f{x^  =j=  ü  ist,  läßt  sich  jeder  der  drei 
Zweige  Ton  y  nach  dem  binomischen  Satz  als  reguläre  Funktion 
Ton  X '— Xq  entwickeln;  über  jedem  solchen  Punkte  verlauten  also 
die  drei  Blätter  isoliert.  In  jedem  der  drei  Nullpunkte  von  f[x)  — 
wir  wollen  sie  mit  a^,,  a^,  u.^  bezeichnen  —  läßt  sich  y  auf  die 
Form  bringen: 

2)  y  =  y.r-t.,r(x), 

wo  y(*)  eine  in  der  Umgebung  von  «^  reguläre  Funktion  von  x 
hezeichnet  In  jedem  solchen  Punkte  hängen  also  alle  drei  Blätter 
der  Fläche  miteinander  zusammen;  bei  Umkreisung  eines  der  drei 
Punkte  geht  jeder  Wert  y  über  in  €y,  wo  6  die  bestimmte  dritte 
B^inheitswurzel: 

3)  €  =  c    ^ 

bezeichnet  (vgl.  I,  §  63).  Im  Unendlichen  findet  keine  Verzweigung 
statt;  man  erkennt  das,  wenn  man  die  Gleichung  (1)  in  der  Form: 

1     _ 

4)  y  =  x  }\  +  «j  X-  1  +  «2  j---  +  a^x-'^ 

schreibt.  Definieren  wir  also  die  drei  Blätter  der  Fläche  dadurch, 
daß  y  in  einem  bestimmten  Punkt  x  im  ersten  Blatt  einen  be- 
stimmten Wert  ?/j,  im  zweiten  Blatt  den  Wert  «y^,  im  dritten  den 
Wert  «*yi    haben   soll,    und    legen    wir   die  Ubergangslinie   von  «^ 
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über  a^  nach  a^,  so  haben  vir  die  Blätter  in  der  in  Fig.  47  an- 
gegebenen Weise  aneinander  zu  heften;  dann  kommt  man  bei  um*  f 
kreisung  jedes  einzelnen  Verzweigungsponktes  in  positarem  Sinne  f 
aus  dem  ersten  ins  zweite,  aus  diesem  ins  dritte  Blatt  ans  diesem  j 
wieder  ins  erste  zurück  Man  kann  dann  zwei  BückkehrBcbrntbe  so  | 
ziehen,  wie  in  der  Figur  angegeben  (im  ersten,  zweitem«  dritten  1 
Blatt  verlaufende  Linien  sind  bezw.  ausgezogen,  gestrichelt  punktiert).  ' 
Diese  beiden  fiückkehrschnitte  haben  nur  einen  Punkt  (im  ersten 

Blatte)   miteinander  gemexB:   und 
^ wenn   man  die  Fladie  ihnen  ent- 

^^723        /^^^^?^'i  7^    ig_    ^^^^  zerschneidet,  erhllt  man  eine 
312         -^^^- ^  ^^  einfach  zusammenhängende  Fläche. 

Z,.     ^^  Man   erkennt  das  am  einfachsten. 

r  lg.  4  4  .  / 

wenn  man  die  Schnitte  bis  auf  die 
Strecke  cc^u^  zusammenzieht,  d.  h.  den  Zusammenhang  der  Blatter 
längs  dieser  Linie  aufhebt,  sodaß  sie  nur  noch  über  €t^a^  hinüber 
zusammenhängen. 

I.  Die  unzerscknittene  Fläche  ist  also  in  der  That  vom  Geschlecht  1 
gewesen  (§  3,  II). 

Man  kann  auch  leicht  ein  Integral  I.  Gattung  auf  der  Fläche 
angeben,  d.  h.  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  Ton  x  und  y, 
das  auf  der  Fläche  überall  endlich  ist.  Eine  regularisierende  Hilfs- 
variable (§  4)  können  wir  einführen: 

5)  in  einem  gewohnliehen  Pkt  x^^  durch    x  —  x^,  =  ^,     dx  =  dt, 

6)  in  einem  Verzweigungspkt  a^  durch  x  —  a^  =  t^,    dx  =  ^t^dt. 

7)  in  einem  unendl.  fenien  Pkt.  durch  x  =  f\dx=  —t-  ^dt\ 

soll    also    eine   rationale   Funktion   Hix.  y)   von  x  und  y  zu  einem 
ttl)erall  endlichen  Int^^rral  fR^x,y)dx  fuhren,  so  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  daß  H  auf  der  Fläche  überall  regulär  ist  (in  dem 
§  4,  II   definierten   Sinne;,   außer  in   den  Verzweigungspunkten,  in 
denen    sie  Pole    zweiter  Ordnung    haben   darf,    und  daß  B  im  Un- 
endlichen in  jedem  Blatte  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
wird.     Anders  ausgedrückt:   es  ist  notwendig  und  hinreichend,   daß 
ify»   auf  der   Fläche    überall    regulär    ist.     Eine    überall   reguläre 
*iar  Fläche  ist  aber  eine  Konstante;  das  kann  hier  ebenso 
»en  werden.     Also  folgt: 
rah 

dx 


C  dx 
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ist  ein  Inte(/ral  erster  Gattung;  und  jedes  andere  Integral  erster  Gattung 
tiei"  Fläche  kann  sich  von  ihm  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheiden. 

Die  Periodicitätsmoduln  dieses  Integrals  an  den  Querschnitten  A,  B 
stehen  in  einem  einfachen  Zusammenhang.  Denn  wir  können  durch 
erlaubte  Abänderung  von  B  erreichen,  daß  er  durch  cyklische  Ver- 
tauschung der  Blätter  (1,  2,  3)  aus  Ä  hervorgeht     Es  ist  also: 

B  Ä 

und  folglich  nach  §  6,  VIII: 

10)  2a>3  =  -«».2a>,  =  (|+iV3).2(ö,. 

Ganz  wie  im  VI.  Abschnitt  können  wir  nun  beweisen: 

m.  X  und  y  und  überhaupt  alle  rationalen  Funktionen  von  x  und  y 
sind  elliptische  Funktionen  von  u; 

und  zwar  wegen  der  Relation  (10)  elliptischer  Funktionen  der 
speziellen  in  §  90  untersuchten  Art 

Wollen  wir  explicite  Ausdrücke  dieser  Funktionen  haben,  so 
müssen  wir  zunächst  die  untere  Grenze  des  Integrals  u  festlegen. 
Legen  wir  sie  etwa  nach  a^,  so  gehört,  wenn  der  Wert  u  dem 
Punkt  (x,  y)  entspricht,  der  Wert  ew  zu  [x,  ey)  und  der  Wert  e^u 
zu  (x,  a*y.  Ausdrücke  für  pu  und  p'u  erhalten  wir  dann  durch 
folgende  Überlegungen: 

Durch  Wegschaffen  der  Nenner  und  Benutzung  der  Relation  (2) 
kann  die  allgemeinste  rationale  Funktion  von  x  und  y  zunächst 
auf  die  Form  gebracht  werden: 

in  der  die  a,  b  rationale  ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Multipliziert  man  dann  im  Zähler  und  Nenner  mit 

Und  benutzt  abermals  die  Relation  (2),  so  erhält  man  die  andere  Form : 

12)  Rix,  y)  =  r^{x)  +  yr^  {x)  +  y^r,  (x), 

in  der  r^j  r^,  r^  rationale  Funktionen  von  x  sind. 

Da  p{eu)  =^  epu  ist,  so  folgt,  daß  wir  für  pu  speziell  einen 
Ausdruck  der  Form  erhalten  müssen: 

13)  pu=yr^{x). 
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Diesen  müssen  wir  nun  so  bestimmen,  daß  er  für  x  ^  cc^  Ton  der 
zweiten  Ordnung,  sonst  aber  nirgends,  cx)  wird.  E^s  muß  also  r^  (x) 
überall,  auch  im  Unendlichen,  endlich  sein,  ausgenommen  in  x  =  o, 
wo  es  (auf  der  Fläche  betrachtet)  von  der  dritten  Ordnung  unendlich 
werden  darf.  (In  x  =  a^  und  x  =  a^  dürfte  es  Yon  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  werden,  aber  das  kann  eine  rationale  Funktion 
von  X  allein  nicht;  also  muß  es  auch  dort  endlich  bleiben.)  Im 
Unendlichen  muß  es  überdies  von  der  ersten  Ordnung  Null  werden. 
Diese  Eigenschaften  hat  nur 


X  —  a* 


die  Eonstante  bestimmt   sich    aus   der  Vergleichung   der  Anfangs- 
glieder der  Entwicklungen.     Man  erhält  so:^ 


M\  r,,/  -  _^   y.fl^^l  -  /*>i)l^o  ^/{^  -  «o) yx  ^  «^ 

und  daraus  durch  Differentiation: 


p 

v-( 

^ 

1 

X  — 

»0+^-- 

1 
-<*t 

-* 

1 

w* 

X  - 

«1      ^' 

pu 

=■ 

r(«i). 

27 

flo 

l(^ 

-  «2)  +  (^ 

-«o) 

— 

2{x 

-  «0)  (35  - 

«.) 

s=: 

27 

«0 

I 

«0  -  2  a, 

+  «2 

+ 

2(«o 

-«l)(«l  - 

X  —  rt. 

■«,) 

also: 

i 

15) 


Eine  zweite  Differentiation  ergiebt,  da 

/"  («1)  =  «0  (^1  -  «ü)  («1  -  «2) 
ist: 

1  ß^  w"»/  -  2  gp'  (tt,  -  «0)'  (a>  -  «,)     .  _     2  //^  T  ("i)^    _  ß     2,.. 

Integration  daraus: 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  man  am  bequemsten  durch 
Einsetzen  von  x  =  a^^  was 

W)  pu^{),      pu  =  27~ 

*  Legt  man  die  untere  Grenze  in  einen  beliebigen  Punkt  (^,  »7)  der  Flfiche, 
Bo  erhält  man: 

F{x,  |).7  +  i^(x,  |).v4-//'^r 
pu^ --—-^^ 
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ergiebt     Es  ist  also  t/^  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  der  Dis- 
kriminante  von  /'. 

Der  zweite  der  in  §  54  a.  E.  erwähnten  Ansätze  würde  hier 
auf  folgende  Überlegungen  führen:  Zieht  man  den  Schnitt  A  bis 
auf  die  gerade  Verbindungslinie  der  Verzweigungspunkte  a^  und  a^ 
zusammen  i^nd  bezeichnet  mit  y^  den  Wert  von  y  auf  dem  linken 
Ufer  dieser  Linie  im  ersten  Blatte,  so  erhält  man: 


O}  Oo  Oq 


.8,  2„../|-+/^  =  ,.-.)/- 


Oo  «1  <*1 


Zieht  man  den  Schnitt  B  durch  das  Unendliche  hindurch  auf  die 
Verbindungslinie  von  a^  und  a^   zusammen,  so  erhält  man  ebenso: 


a,  ot  «t 


"I         -2".=/i^v+/l^  =  c-'/l? 


<H  «1  a, 


iJen  Punkten  a^^  und  «g  entsprechen  also  bei  unserer  Wahl  der 
Unteren  Grenze,  die  in  §  40  (p.  220)  mit  u^  und  u^  bezeichneten 
Nullpunkte  von  puy  und  man  wird  so  zunächst  zu  Gleichung  (14) 
Zurückgeführt.  Den  Halbperioden  dagegen  entsprechen  hier  zu- 
folge (15)  drei  Punkte  der  Fläche,  die  zu  demselben  Werte  x  ge- 
boren, also  in  den  drei  Blättern  übereinander  liegen. 


§  129.    Elliptische  Kurven. 

Wir  kehren  zurück  zur  allgemeinen  Untersuchung  der  algebraischen 
Qleichungen  zwischen  zwei  Variabein  x  und  y,  die  dadurch  identisch 
^rftillt  werden  können,  daß  man  x  und  y  als  elliptische  Funktionen 
L  Art  einer  Hilfsvariabeln  u  darstellt  Dazu  ist  es  vielfach  zweck- 
tiäßig,  sich  diese  Funktionen  nach  Anleitung  von  §  22  als  Quo- 
ienten  von  Sigmaprodukten  dargestellt  zu  denken;  dabei  darf  mau 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daß  die  beiden  Ausdrücke 
ilr  X  und  i/  denselben  Nenner  haben,  da  man  sie  ja  auf  gemein- 
«men  Nenner  bringen  kann.     Man  erhält  so  den  Ansatz: 


/7(t(m-(5*)      "^     n^iu^cu) 


der: 


)  x:y:l  =  Wg^u  -%)\\\(t[u  _ /y  J  :  Q  r7  (/^  -  c  J. 

B'jKKUABDT,  Funktionen.    II.  ^2iV 


1 
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Ein  etwa  allen  drei  Produkten  gemeinsamer  Faktor  würde  be- 
deutungslos sein  und  weggelassen  werden  können;  dagegen  dürfen 
wir  den  Fall  nicht  ausschließen,  daß  zwei  von  den  drei  Produkten 
einen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Die  Anzahl  der  Faktoren  ist  in 
allen  drei  Produkten  nach  §  22,  (2)  dieselbe  und  die  Eonstanten 
a,  b,  c  genügen  nach  §  22,  (3)  den  Gleichungen: 

Deuten  wir  x  und  i/  als  Eartesische  Koordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene,  so  stellen  die  Gleichungen  (1)  oder  (2)  eine  ebene  Kurve 
dar.  Die  Form  dieser  Gleichungen  legt  es  nahe,  durch  die 
Substitution: 

4)  :t  =  3_,       3,=  ^ 


«8  2^8 


zu  homogenen  Koordinaten  überzugehen  und  die  Gleichungen  unter 
Einführung  eines  für  diese  geometrische  Darstellung  bedeutungs- 
losen Proportionalitätsfaktors  n  so  zu  schreiben: 


5) 


O  X^  ==  W  (T  {U  —  bj.)  (Ä  =  1,  2  .  .  .  7l). 


Mau  wird  dann  zweckmäßigerweise  von  der  Benutzung  des  Kar- 
tesischen Koordinatensystems  überhaupt  absehen  und  unter  x^,  x^y  x.^ 
irgendwelche  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  verstehen. 
Denn  man  erkennt,  daß  die  Darstellung  in  der  Form  (5)  von  der 
Wahl  des  Koordinatendreiecks  insofern  unabhängig  ist,  als  eine 
Kurve,  die  für  irgend  ein  Koordinatendreieck  in  dieser  Gestalt  sich 
darstellen  läßt,  für  jedes  Koordinatendreieck  eine  solche  Darstellung 
zuläßt.  Der  Übergang  von  einem  Fundamentaldreieck  zu  einem 
andern  geschieht  nämlich  durch  eine  homogene  lineare  Substitution ; 
wegen  der  Relationen  (3)  ist  aber  jede  homogene  lineare  Verbindung 
von  x^,  Xg,  x^  eine  jACOBische  Funktion  n^  Ordnung  und  läßt  sich 
als  solche  auf  Grund  von  §  40,  IV  als  Sigmaprodukt  derselben  Art 
darstellen,  wie  sie  in  (5)  auftreten. 

Von  dieser  Formulierung  aus  gelangt  man  nun  zu  folgender 
Verallgemeinerung:  Man  bezeichne  mit  x^,  x^  ,  ,  .  x^^  homogene 
Koordinaten  eines  Punktes  in  einem  Räume  von  m  —  1  Dimensionen 
und  setze: 

6)  (>^i=2i(M)         (i=  l,2...iw), 
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wo  T^{^)  gleichändrige  jACOBische  Funktionen  n^'  Ordnung  bedeuten 
sollen,  die  nicht  alle  einen  gemeinsamen  Nullpunkt  haben.  Be- 
trachtet man  dann  u  allein  als  variabel,  so  stellen  diese  Gleichungen 
eine  Kurve  in  dem  genannten  Baume  dar.  Man  nennt  eine  solche 
Kurve  eine  elliptische  Kurve.  Sie  hat  mit  jeder  linearen  Mannig- 
faltigkeit (m  —  2)*«^  Dimension  dieses  Raumes,  der  sie  nicht  ganz 
angehört,  m  Punkte  gemein.  Denn  jede  lineare  homogene  Verbindung 
der  x^  ist  eine  mit  den  2\[u)  gleichändrige  JACOBische  Funktion, 
hat  also  nach  §  37,  IV  gerade  n  Nullpunkte,  wenn  sie  nicht 
identisch  Null  ist. 

Nun  giebt  es  nach  dem  HERMiTEschen  Satz  (§  40,  V)  nicht 
mehr  als  n  voneinander  linear  unabhängige  jACOBische  Funktionen 
ijtor  Ordnung.  Ist  also  my  n,  so  müssen  zwischen  den  m  Funk- 
tionen T,{u)  notwendig  n  —  m  verschiedene  homogene  lineare  Re- 
lationen identisch  bestehen;   mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

I.  Ist  m  y  n,  so  liegt  die  durch  die  Gleichungen  (6)  dargestellte 
Kurve  ganz  in  demjenigen  linearen  Baume  von  geringerer  Dimensionen- 
zahly  der  durch  diese  Relationen  aus  dem  zuerst  angenommenen  Räume 
ausgeschieden  wird. 

II.  Ist  m  =  n  und  sind  die  T.(u)  voneinander  linear  unabhängig, 
so  nennen  unr  die  Kurve  (2):  elliptische  Normalkurve  des  Raumes 
von  (m  —  1)  Dimensionen. 

Ist  m  <  w  und  sind  die  l\{u)  voneinander  linear  unabhängig, 
so  können  wir  nach  dem  positiven  Teil  des  ÜERMiTESchen  Satzes 
(§  43)  noch  n  ^  m  von  ihnen  und  voneinander  linear  unabhängige 
und  mit  ihnen  gleiöhändrige  Funktionen  T^^  ^  ^  (m)  .  ,  .  T^  [u)  angeben. 
Wir  können  femer  unsern  Raum  R     als  in  einem  Räume  R    von 

m  n 

n  —  1  Dimensionen  gelegen  denken ,  in  welchem  x^,  ar^  .  .  .  .  x^^, 
*«  +  !>•••  ^n  homogene  Punktkoordinaten  sind;  die  Gleichungen: 

7)  Q^i'='  ^i(")         (2  =  1,  2,  .  .  .  wi,  m  +  1,  .  .  .  w) 

stellen  dann  eine  elliptische  Normalkurve  dieses  Raumes  dar.  Aus 
ihr  entsteht  die  Kurve  (6),  indem  man  sie  [m  —  7i)mal  je  von  einer 
Ecke  des  Koordinatensystems  aus  auf  die  gegenüberliegende  Mannig- 
faltigkeit projiziert.     Es  gilt  also  der  Satz: 

III.  Jede  elliptische  Kurve  n*^*"  Ordnung,  die  in  einem  ebenen 
Raum  von  weniger  als  n  —  1  Dimensionen  liegt,  läßt  sich  als  Projektion 
einer  elliptischen  Normalkurve  des  Raumes  von  n  Dimensionen  an.<tehen. 

Umgekehrt  wird  durch  eine  solche  Projektion  aus  der  Norraal- 
kurve  des  R^  im  allgemeinen  eine  elliptische  Kurve  n^  Ordnung 
des  ÄL  erhalten.     Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  einer 

21* 
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oder  mehrere  der  successive  zum  Projektionscentrum  gewählten 
Punkte  auf  der  Kurve  selbst  liegen.  Dann  haben  nämlich  die  übrig 
bleibenden  Funktionen  7J,  als  Sigmaprodukte  dargestellt,  einen  oder 
mehrere  Faktoren  gemein;  streicht  man  diese  weg,  so  sieht  man, 
daß  die  erhaltene  Projektion  in  diesem  Falle  von  niedrigerer  als  der 
^ten  Ordnung  wird, 

§  130.    Die  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  singulare  Punicte. 

Betrachten  wir  zunächst  den  speziellen  Fall  m  =  3,  n  =  3; 
seien  also  in  den  Gleichungen: 

1)  QX,^T,{U),       QX,^T,{U),       QX,^T,{U) 

1\,  T^j  T^  drei  voneinander  linear  unabhängige  gleichändrige 
jACOBische  Funktionen  dritter  Ordnung.  Die  erste  Frage  ist,  ob 
zu  inkongruenten  Werten  u  auch  immer  verschiedene  Punkte  der 
Kurve  gehören.  Dabei  dürfen  wir  annehmen,  es  sei  bereits  das 
„wirkliche"  Periodenparallelogramm  der  aus  den  T  durch  Division 
hervorgehenden  elliptischen  Funktionen  eingeführt;  dann  folgt 
aus  §  127,  III: 

I.  Wenn  zu  jedem  Punkte  der  Kurve  inkongruente  Werte  von  u 
gehör en^  lassen  sich  die  beiden  Quotienten  T^(u):T^(u)  und  T^(u):T^(u) 
als  rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  t  darstellen  j  die  selbst 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist 

Eine  elliptische  Funktion  erster  Ordnung  giebt  es  überhaupt 
nicht  (§  14,  VI);  durch  eine  elliptische  Funktion  II.  Ordnung  läßt 
sich  eine  solche  III.  Ordnung  nicht  rational  darstellen.  Folglich 
muß  t  eine  elliptische  Funktion  drifter  Ordnung  von  u  und  T^ :  Tp 
T^:T^  müssen  lineare  Funktionen  von  ihr,  also  (I,  §  14,  VI)  auch 
voneinander  sein.     Daraus  folgt: 

II.  In  diesem  Falle  stellen  die  Gleichungen  (1)  eine  (dreifach 
überdeckt  zu  denkende)  gerade  Linie  vor. 

In  jedem  andern  Falle  gehören  zu  inkongruenten  Werten  von  u 
im  allgemeinen  auch  verschiedene  Punkte  der  Kurve.  Ja  man  kann 
sogar  zeigen,  daß  das  ausnahmslos  gilt.  Denn  wenn  etwa  zu  zwei 
inkongruenten  Werten  m^,  u.,  derselbe  Punkt  der  Kurve  gehörte,  so 
könnte  man  wegen  §  129  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen, 
es  sei  der  Punkt  Xj  =  Xg  =  0;  dann  hätten  T^  und  T^  zwei  und 
folglich  nacli  §  40,  IV  auch  den  dritten  Nullpunkt  gemein,  unter- 
schieden sich  also  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  und  die  Be- 
dingungen des  Satzes  I  wären  erfüllt. 
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Bilden  wir  dann  eine  homogene  lineare  Funktion  der  x: 

A {x)  —  a^  jTj  +  a^x^-\-  a^ x^, 

so  wird  dieselbe  eine  mit  den  T^{;u)  gleichändrige  Funktion,  hat 
also  auch  drei  Nullpunkte.  Da  jedem  von  diesen  nur  ein  Eurven- 
pxinkt  entspricht,  so  folgt: 

m.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  jeder  Geraden  A  (x)  =  0  drei  Punkte 
gemein,  ist  also  von  der  dritten  Ordnung, 

Kein  Punkt  der  Kurve  kann  die  Eigenschaft  haben,  daß  jede 
durch  ihn  gehende  Oerade  die  Kurve  nur  noch  in  einem  von  ihm 
verschiedenen  Punkt  schneidet.  Denn  wäre  das  für  den  Punkt 
Tj  =  jTj  =  0  der  Fall  (der  ja  beliebig  ist),  so  hätten  T^  und  T^  einen 
doppeltzählenden  Nullpunkt  gemein;  daraus  würde  wie  oben  folgen, 
daß  sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.  Es 
gilt  also  der  Satz: 

IV,  Außer  im  Falk  des  Satzes  I  hat  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
dargestellte  Kurve  keinen  singulären  Punkt 

-Eine  ganze  homogene  Funktion  n*®**  Grades  der  x  wird  durch  u 
ausgedrückt  eine  JACOBische  Funktion  der  Ordnung  3n,  hat  also 
3n  Nullpunkte.     Daraus  folgt: 

V.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  jeder  algebraischen  Kurve  n^*"  Ordnung 
3n  Punkte  gemein. 

Sei  C^{x)  =  0  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve,  J(ar)  =  0  die 
irgend  einer  geraden  Linie.  Dann  ist  der  Quotient  C,, :  A^,  als  Funk- 
tion von  X  betrachtet,  eine  elliptische  Funktion  erster  Art  Be- 
zeichnet man  also  mit  a  die  Summe  der  Nullpunkte  von  A,  mit 
u^,  «^i  •  •  •  <Sm  ^^^  Nullpunkte  von  C^,  so  ist  nach  dem  AsELschen 
llieorem: 

2)  Mj  +  Mg  +  .  .  .  +  Wg^  =  na    (modd.  Per.), 

also  unabhängig  davon,  welche  C\  man  gewählt  hat.  Insbesondere 
ist  diese  Summe  für  jede  gerade  Linie  gleich  a.  Der  Wert  dieser 
Konstanten  a  hängt  ab  von  der  Wahl  des  Nullpunkts  in  der  M-Ebene ; 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  können  wir  ihn  so  gewählt  denken, 
daß  0  =  0  wird.     Dann  gilt  der  Satz: 

VL  Die  3  n  Schnittpunkte  unserer  Kurve  dritter  Ordnung  mit  irgend 
einer  Kurve  n'*^  Ordnung  sind  durch  die  Relation  verbunden 

3)  "i  +  ^2  +  .  . .  +  Wj^  -_  0     (modd.  Per.). 

Sind  umgekehrt  auf  unserer  Kurve  3n  Punkte  gegeben,  deren 
Argumente  n   der  Belation    (2),   bezw.  (3)   genügen,   so   kann   man 
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•  xt^    T^BDic  mdeiL.  lue  .nie  msKt  twkk 

-euafr  rinmoiL  lütt  acn  jüiff  r#b  ili 

^11  £-    C.   fj    tacsaaea 

L  ?fa«ies  ^;  Ä.  :^,  z^  =  >.  die 

3K   TMnrhca  'üejemiosi  Sdüänea 

ImTTiwfrinon  an  iz^eod  -am?  kvoi 

e;!&i&ie>   ttrafatf  bamue  hhcs  cim 

"^n  Z^  za  ona  zunirMMi 

JEDimiaL  sodid  /.  nd  ^ 

ne   VoransBeossc    Sd 

=         -z.    -T.C--I.    Ltf  Ji  r  wirklich  v^jckcui^ 

.  -.  -r: . ::   :  —  -raties  likin  zwiscaai  dah 

: —    J^'iiLC»  üziear  una&i&ingig: 

..-  =  •  I  ^^.  ^  3}ün.  <iafi  seh  jede 

.••..--  i"  iTjiZ  a   '3 1  "^  «?rdnanx  lineir 

-  -  :•      -I-T     irr    '*"Ad. 

^ .  '.r—    ri-ni  Äff  RelatM  f3j  iw- 

-..-    .— /r-r-  '>(£itirj|^  jiiirÄ/flllr 

■  ^-     -  ■-    -:  -       :  -  7. -L:-:   '?:i  AnwendanpB 

■     :.-    -^.-^  :-:fz  i.<  ^':^-f ..  .    ,:    -j^,j  verlangen  & 

■  ."  ■*•     '"■'     '•*■ -^^    i::vur:i  -ScLnittpunkte  »• 

/    -t  •::.-::  U  .r:.-.:.    ..rU::^^,a    ufr    von    einem  f. 

:••.-•    .--x-     :.r   .\::-.-  so.^<r   ,ius    Intwoaton  an  sie   zu  zieN 
^'     . ..  ■  <k  j 

<  -  "s         -  ",   +  a  "^ 

s.::;.     Pu»  A.uiral.o.  ».,  nus  dieser  Uhudnn.g  zu  bestimmen     isf    , 
.•.IJ.ffonii'inc  /«eiteiliiiifTsprohlem;  sio  hat  „ach  §{«  113  „,,,,  '     '    ''''^ 
L.isun,:on.     ht  >,,   eine  von  ihnen,  so  sind  die  drei  andern.         ''"'' 

Sri  ierner  verhmgt,  die  llendetanqenten  .ler  Knrv..  .„  1      . 
.1.  l.,.li,ieni.on  Geraden,  die  drei  .uLnmen^  I  -     ,  r  ;;";".7'- 

L'-n.e.n  h.hen,  v.  ist  das  anszudrückcn  durcl.:  ''"' 


Ml    . 


.1  //  //. 
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Das  ist  das  allgemeine  Dreiteilungsproblem,  das  neun  Lösungen  hat; 
ist  eine  derselben  m^  so  sind  sie: 


') 


"i>  ^^1+3"'  "1+3" 

«1  +  -3'-  ^1+    V    •  "i+— V 


Man  sieht  übrigens,  daß  die  oben  zur  Vereinfachung  gemachte  An- 
nahme, a  sei  gleich  Null,  darauf  hinauskommt,  daß  man  den  Wert 
w  =  0  einem  Wendepunkt  der  Kurve  zuordnet. 

Aus  den  Argumenten  (7)  der  Wendepunkte  ergeben  sich  ihre 
Grappierungsverhältnisse.     Man  erkennt  zunächst: 

Vm.  Jede  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  verbindet,  schneidet  die 
Kurve  noch  in  einem  dritten   IVendepunkt. 

Drei  solche  Punkte: 

u^  +  2/a  .^t_+L?J*^      {(^  =  1,  2,  3) 

liegen  nämlich  nach  VII  auf  einer  Geraden,  wenn  die  beiden  Kon- 
gruenzen erfüllt  sind: 

ij  +  Ag  +  A3  F-  0,     jMi  +  jUa  +  jWg  ^  0     (mod.  3). 

Diese  Kongruenzen  gestatten  aber  zwei  von  den  drei  Wendepunkten 
beliebig  anzunehmen;  der  dritte  ist  dann  durch  sie  bestimmt 
Solcher  „ Wendelinien"  giebt  es: 

^'^   =  12; 


3! 

denn  den  ersten  Wendepunkt  kann  man  auf  neun  Arten  wählen,  den 
zweiten  dann  noch  auf  acht  Arten ;  bei  dieser  Art  abzuzählen,  wird 
aber  jede  Wendelinie  3!  mal  erhalten.  In  dem  Schema  (7)  liegen 
je  die  drei  Punkte  einer  Horizontalreihe  auf  einer  Geraden,  ebenso 
je  die  drei  Punkte  einer  Vertikalreihe,  endlich  je  drei  Punkte,  die 
öin  Glied  der  Determinante  geben  würden,  wenn  man  das  Schema 
%h  eine  solche  behandeln  würde.     Daraus  folgt: 

IX.  Die  zwölf  fFendelinien  ordnen  sich  zu  vier  „Wendedreiecken'^ 
Zusammen,  deren  jedes  sämtliche  neun   Wendepunkte  enthält. 

Eine  ähnliche  Frage  ist  die  nacli  den  „sextaktischen''  Punkten. 
Da  ein  Kegelschnitt  von  fünf  Konstanten  abhängt,  kann  man  ihn 
50  bestimmen,    daß    er   mit   unserer   Kurve    in    einem    gegebenen 
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1) 


0X0    =    ^   — y 

^  (jWj  crwj  ffWj 

(7  (w )  0"  (w  +  o)  0"  (?^  —  a) 


oder  nacli  §  23,  (1)  iind  (14): 

<l\  •'*3  »Tj  / 

J)  ./•  =  J   =  pu  -  ;?^y,       //  r^    ;*   =  />  ?/ 


Punkte  7/j  fünf  konsekutive  Punkte  gemein  hat  (eine  Berührung 
vierter  Ordnung  mit  ihr  eingeht);  der  sechste  Schnittpunkt  ist  dann 
durch  die  Kongruenz: 

8)  5u^  +  Uq~  2a    (modd.  Per.) 

bestimmt.  Er  ist  im  allgemeinen  von  dem  gegebenen  Punkt  ver- 
schieden und  fällt  nur  in  dem  Falle  mit  ihm  zusammen,  daß 

9)  611^— 2  a    (modd.  Per.) 

ist.  Es  giebt  36  verschiedene  Punkte,  deren  Argumente  dieser 
Kongruenz  genügen;  unter  ihnen  sind  aber  die  neun  Wendepunkte, 
für  die  der  sechspunktig  berührende  Kegelschnitt  in  die  doppelt 
gezählte  Wendetangente  ausartet.  Nur  die  27  übrigen  Punkte  sind 
eigentliche  sextaktische  Punkte;  sie  ordnen  sich  den  Wendepunkten 
in  der  Weise  zu,  daü  zu  jedem  Wendepunkt  Wj  drei  sextaktische 
Punkte: 

gehören.  Diese  liegen  nach  VII  auf  einer  Geraden,  ,yder  harmm- 
sehen  Polaren  des   H^endepunkts''', 
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dritter  Ordnung. 

Die  Sätze  über  die  Wendepunkte  gestatten,  die  Gleichung  der 
Kurve  durch  Einführung  geeigneter  Koordinatensysteme  auf  zwei 
sehr  übersichtliche  Formen  zu  bringen. 

Wählt  man  erstens  eine  Wendetangente  w  =  0,  die  zugehörige 
harmonische  Polare  und  irgend  eine  Gerade  durch  den  Wendepunkt 
zu  Seiten  des  Koordinatendreiecks,  so  erhält  man  bei  passender  Be- 
stimmung des  Einheitspunktes  Gleichungen  der  Form: 

O  X^    =   G^Hj 
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Also  lautet  die  Gleichung  der  Kurve  in  diesem  Falle: 
4)  y«  =  4  (ar  +  pdf  -  g^{x  +  pa)  -  .^3, 

oder  wenn  man  die  dritte  Seite  des  Koordinatensystems  so  wählt, 
daß  pa^  0  wird,  einfach; 

4)  y*=4ar»-^,ar-^3. 

Wählt  man  aber  zweitens  ein  Wendedreieck  zum  Koordinaten- 
dreieck^  so  erhält  man  Gleichungen  der  Form: 

2  6), 


5) 


/      ,     4w.\       /  2  6)1+2  0).  \      [      ,     2ci)i-2a).\ 

p  X,  =  ff  («  +  _•  J  ff  («  _  -— •  J  ff  («  +  -  '-    --    •-) 


Dann  ist:  x^^  +  z^^  +  x^^  eine  ^-Funktion  neunter  Ordnung,  die  in 
jedem  der  neun  Wendepunkte  Null  wird. 

[Setzt  man  z.  B.  «  =  — ^,  so  wird  x,  =  0, 

/2  a),  —  4  6).  \       /2  a).  \       /4a)i4-2a).  \ 


/  2  0),  +  4  a).  \       /  2  0).  \       /  4  0).  —  2  0).  \ 
C^3  =  «^  (  -    -3—)  "  (-8-)  '^  (-       -3—  -) 


Es  ist  aber: 


(2  Q).  +  4  a).  \  /  —  4  a),  —  2  0).     ,    rt         ',    „       \ 

— '1—  J  =  "^  (-  -  -  -3 —  +  2 «,  +  2  «3) 


(2  ij.  +  2  ,.)  ( i 


—  4  CO,  —  2  a>g 


>i  +  <»i) 


+  <u,  +  w,)       /  -  4  a).  —  2  a).  \ 


(4  a),  —  2  0)«  \  /  —  2  ft),  4-  4  0).     .    rt  ^       \ 

__L_     _.j  =  ^(__.^_._..  +  20,^-20,3) 


—  2  f«>,  +  4  eug 


-  .^ ^^  +  o),  -  o>,  j       /  _  2  a),  +  4  0)8  \ 


also: 


•^3  —  ^ 


2  a>a        «  —  2  w, 


3 


_2jri 


(wegen  §  19,  (14)]. 

Sie  kann   sicli   also   von   ./•,,  .r.,.  .)•    nur  durch   einen  konstanten 

1  m  '  «) 
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Faktor  unterscheiden,  und  es  besteht  folglich  für  alle  J^unkte  unserer 
Kurve  eine  Gleichung  der  Form: 

6)  x^^  +  x^^  +  Zg'  +  6  ax^  x^  x^  =  0. 

Wenn  es  umgekehrt  auf  algebraischem  Wege  gelingt,  die  Glei- 
chung einer  vorgelegten  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  durch  Ein- 
fülirung  eines  neuen  Koordinatendreiecks  in  eine  der  Formen  (4) 
oder  (6)  zu  transformieren,  so  ist  damit  zugleich  eine  Parameter- 
darstellung der  Kurve  der  Form  (1),  bezw.  (5)  gegeben. 


§  132.    Die  Raumkurve  vierter  Ordnung  erster  Spezies. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  n  =  4,  m  =  4  der  allgemeinen 
Untersuchung  von  §  129  vor.    Es  seien  also  in  den  Gleichungen: 

1)         ox,  =  T,{u),     Qx,  =  T,{u),     Qx,  =  T,{u),     Qx,=  T,{u) 

die  T  voneinander  linear  unabhängige  jACOSische  Funktionen  vierter 
Ordnung.     Dann  folgt  wie  in  §  130,  I: 

I.  fVenn  zu  jedem  Punkte  der  Kurve  (1)  inkongruente  Werte  von  t 
gehören,  lassen  sich  die  Quotienteti  der  T  als  rationale  Funktionen  einer 
Hilfsvariabeln  t  darstellen,  die  selbst  eine  elliptische  Funktion  von  u  ist 

Diese  elliptische  Funktion  ist  dann  entweder  vom  vierten  oder 
vom  zweiten  Grad;  die  Quotienten  der  T  sind  also  entweder  lineare 
oder  quadratische  Funktionen  von  ihr.     Daraus  folgt: 

IL  Die  Gleichungen  (1)  stellen  in  diesem  Falle  entweder  eine  vier- 
fach überdeckte  Gerade  oder  einen  doppelt  überdeckten  Kegelschnitt  vair. 

Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  kann  man  (vgl.  §  129,  p.  322) 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  die  vier  Ecken  des  Koor- 
dinatentetraeders lägen  auf  der  Kurve  und  seien  einfache  Punkte 
derselben;  dann  haben  je  drei  der  vier  T.  einen,  aber  auch  nur 
einen  gemeinsamen  Faktor.  Unter  den  vier  T^  müssen  drei  sein, 
zwischen  denen  keine  lineare  homogene  Relation  besteht;  denn  be- 
stände je  eine  solche  zwischen  je  dreien  von  ihnen,  so  bestände 
auch  eine  zwischen  allen  vieren,  gegen  die  Voraussetzung.  Seien 
7j  (?(),  T^[u),  T^[u)  linear  unabhängig;  hebt  man  ihren  gemeinsamen 
Faktor,  so  sieht  man  (vgl.  §  129  a.  E.): 

III.  fn  jedem  andern  Falle  ist  die  Projektion  der  Kurve  (i)  von 
einem  ihrer  Punkte  aus  auf  irgend  eine  Ebene  eine  Kurve  dritter 
Ordiuiuff  ohne  singulare  Punkte, 


I 
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Daraus  folgt  wegen  §  130,  IV: 

IV.  Außer  im  Falle  I  besitzt  unsere  Kurve  keinen  singulären  Funkt 
Ferner  ergeben  sich  analog  wie  §  130,  III,  V,  VI  die  Sätze: 

V.  Untere  Kurve  hat  mit  jeder  Ebene  vier  Punkte  gemein,  ist  also 
von  der  vierten  Ordnung.  Man  nennt  sie  Raumkurve  vierter  Ordnung 
erster  Spezies, 

VI.  Mit  jeder  algebraischen  Fläche  w'***  Ordnung  hat  unsere  Kurve 
4n  Punkte  gemein,  deren  Argumente  durch  die  Relation  verbunden  sind: 

2)  u^  +  u^  +  .  ,  .  +  u^^  z_  0    (modd.  Per.) 

Nicht  so  einfach  ist  die  Umkehrung  dieses  letzten  Satzes  zu 
beweisen.  Nur  den  einfachsten  Fall  n  =  1  können  wir  sofort  er- 
ledigen: denn  man  sieht,  daß  man  eine  mit  den  gegebenen  gleich- 
ändrige  JACOBische  Funktion  bilden  kann,  die  in  drei  gegebenen 
Punkten  und  also  auch  in  einem  vierten,  durch  die  Relation  (2)  mit 
ihnen  verbundenen.  Null  wird.  Da  aber  die  vier  gegebenen  Funk- 
tionen (1)  als  linear  unabhängig  vorausgesetzt  waren,  so  ist  diese 
neue  Funktion  nach  §  40,  V  als  lineare  Funktion  der  gegebenen 
darstellbar.     Daraus  folgt: 

Vn.  Fier  Punkte  der  Kurve,  deren  Argumente  durch  die  Relation 
verbunden  sind: 

S)  ?/j  +  Mg  +  Mg  +  w^  :£  0     (modd.  Per.) 

liegen  stets  in  einer  Ebene, 

Von  den  an  diesen  Satz  sich  knüpfenden  Anwendungen  der 
Teilungsprobleme  sei  hier  nur  die  Frage  nach  den  Hyperoskulations- 
ebenen  erwähnt,  d.  h.  nach  denjenigen  Ebenen,  deren  Schnittpunkte 
mit  der  Kurve  alle  vier  zusammenfallen.  Diese  Schnittpunkte  ge- 
nügen der  Kongruenz: 

4)  4  M  -  0     (modd.  Per.); 

daraus  folgt  nach  §  104,  daß  ihre  Anzahl  16  beträgt.  Wählt  man 
eine  solche  Ebene,  eine  von  ihr  verschiedene  Ebene  durch  die  zu- 
gehörige Tangente,  eine  dritte  Ebene  durch  den  Berührungspunkt, 
aber  nicht  durch  die  Tangente,  und  eine  vierte  Ebene  zu  Koordi- 
natenebenen, so  kann  man  die  Gleichungen  der  Kurve,  bei  ge- 
eigneter Bestimmung  der  hierin  noch  willkürlichen  Elemente,  auf 
die  Form  bringen  (vgl.  §  181,  2): 

5)  r  =  puy    y  =  p  u,     z  =  p^u. 

Hieraus  ergiebt  sich 

VIII.  eine  algebraische  Barstellung  der  Kurve,  bei  der  sie  als 
vollständiger  Schnitt  der  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung: 
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6) 


y2  =  4arz-^,x-^3, 


x^  =  z 


erscheint 

Jede  Gerade  einer  dieser  Flächen  zweiter  Ordnung  hat  mit  der 
Kurve  zwei  Punkte  gemein,  nämlich  diejenigen  beiden  Punkte,  in 
denen  sie  die  andere  Fläche  schneidet. 

Auch  ohne  solche  spezielle  Wahl  des  Koordinatensystems  kann 
man  sich  davon  überzeugen,  daß  unsere  Kurve  Grundkurve  eines 
Büschels  von  einfach  unendlich  vielen  Flächen  zweiter  Ordnung  ist 
Denn  aus  den  vier  Funktionen  T^  kann  man  zehn  Quadrate  und 
Produkte  bilden;  von  diesen  müssen  sich  nach  §  40,  V  mindestens 
zwei  linear  und  homogen  durch  die  übrigen  ausdrücken  lassen.  Es 
können  aber  auch,  außer  im  Falle  I,  nicht  mehr  als  zwei  von- 
einander linear  unabhängige  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die 
Kurve  gehen ;  denn  der  einzige  sonst  noch  denkbare  Fall,  daß  unsere 
Kurve  in  eine  Gerade  und  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  zerfiele, 
wird  dadurch  ausgeschlossen,  daß  diese  letztere  eine  rationale 
Kurve  ist.  ^ 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  kann  folglich  eine  Fläche  j 
zweiter  Ordnung  gelegt  werden,  die  unsere  Kurve  ganz  enthält  Da  ] 
durch  jeden  Punkt  einer  solchen  Fläche  zwei  Gerade  gehen,  die 
ganz  in  ihr  liegen,  so  folgt: 

IX.  Durch  einen  Punkt  des  Raumes  gehen  im  allgemeinen  zwei 
Sehnen  der  Kurve, 

Daraus  folgt: 

Durch  Projektion  unserer  Kurve  von  einem  nicht  auf  ihr  ge- 
legenen Punkte  erhält  man  eine  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten.     Wählt  man  das  Projektionscentrum  speziell: 

a)  auf  einer  Tangente  der  Kurve; 

b)  im  Schnittpunkt  zweier  Tangenten; 

c)  auf  einer  der  durch  die  Kurve  gehenden  Kegelflächen; 

d)  auf  einer  Tangente  in  einem  Hyperoskulationspunkt; 

e)  in  der  Spitze  einer  der  genannten  Kegelflächen, 

so  erhält  man  als  Projektion  bezw. 

a)  eine   ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
und  einer  Spitze; 

b)  eine  solche  mit  zwei  Spitzen; 

c)  desgl.  mit  Selbstberührung; 

d)  mit  Schnabelspitze; 

e)  einen  doppelt  überdeckten  Kegelschnitt 
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§  133.    Korrespondenzen  auf  elliptischen  RiEMANN'schen  Flächen. 

Wir  wollen  noch  die  folgende  Frage  beantworten: 

Auf  welche    Weise   kann   eine    elliptische    RiEUANNSche   Fläche   so 

malytisch  auf  sich  selbst  bezogen  werden^  daß  jedem  ihrer  Punkte  x 

i  Punkte  y   und  umgekehrt  jedem  Punkte  y   ß  Punkte  x   entsprechen? 

Man  sagt  dann:  man  hat  auf  der  Fläche  eine  [a,  ßy Korrespondenz, 

Seien  die  a  Punkte  y,  die  einem  Punkte  x  entsprechen,  in  be- 

iebiger  Aufeinanderfolge  mit: 

)  y\  y  . . .  y^«> 

ezeichnet;  sei  femer  allgemein: 

y 

2^  J  l7/(»)  ^  " 
esetzt     Betrachten  wir  dann  allgemein  die  Summe: 
)  U=v[y')  +  v[y")+  ...  +i;(y«0 

Is  Funktion  von  x,  so  sehen  wir:  sie  ist  für  alle  Werte  von  x 
Qdlich;  und  wenn  x  einen  Periodenweg  durchläuft,  können  sich  die  y 
ur  untereinander  permutieren,  U  kann  sich  also  nur  um  eine  von  x 
nabhängige  Größe  vermehren.   Daraus  folgt  nach  §  6,  XI  und  §  7,11: 

)  U  =kv(x)  +  k^, 

0  k  und  Äj  von  x  unabhängige  Größen  bedeuten.  *  Der  zweiten 
5nnen  wir  durch  die  Wahl  der  unteren  Grenze  der  Integrale  einen 
eliebigen  Wert,  z.B.  den  Wert  0  erteilen;  über  die  erste  erhalten 
ir  näheren  Aufschluß,  wenn  wir  x  einen  bestimmten  Perioden  weg 
archlaufen  lassen.     Wir  finden  so  die  beiden  Gleichungen: 

f       a  + /9t  =  Ä, 


I 


;/  -|-  (¥  r  =  A  r , 


i  denen  a,  /?,  y,  cf  ganze  Zahlen  bedeuten.    Aus  ilinen  folgt  durch 
limination  von  k  fllr  r  die  quadratische  Gleichung: 

)  ßT^  +  {a-S)T  +  r  =  {), 

Jenn  also  die  vorgelegte  elliptische  Fläche  nicht  complexe  Multi- 
likation  (§  119)  zuläßt,  muß 
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sein;  es  ist  also  dann  k  eine  ganze  Zahl,  die  man  die  JFertigkeii 
der  Korrespondenz  nennt.  Eine  solche  Korrespondenz  nennt  man 
eine  }Vertigkeitskorrespondenz\  man  kann  somit  den  Satz  aussprechen: 

I.  Auf  einer  nicht  singulären  elliptischen  Fläche  existieren  keine 
andern  Korrespondenzen  als   Wertigkeitskorrespondenzen. 

Um  zu  einer  algebraischen  Darstellung  solcher  Korrespondenzen 
zu  gelangen,  setzen  wir  zur  Abkürzung: 


X 

dx 


8,  .(,;,)-.(/j|5 

y 

und  bezeichnen  mit  x  einen  variabeln  Punkt,  mit  y\  y"  . .  .  y^"^  <lie 
ihm  entsprechenden  Punkte;  mit  x^  einen  festen  Punkt,  mit 
l/oy  //o  •••^0^"^  ^^®  ^^^  entsprechenden;  endlich  miiy  einen  variabeln? 
mit  y^  einen  festen  Punkt     Dann  ist  das  Produkt: 

'  ^  '  '^^        k(y;  Xo)cr(yo;  x)         IJ^    a(y^',  J/<'))  er  (y;  yo^) 

als  Funktion  von  g  betrachtet,  eine  Funktion  der  Fläche  (§  4  a.  E.); 
denn  wenn  y  einen  Perioden  weg  durchläuft,  tritt  zu  ihr  ein  Ei- 
ponentialfaktor  (§  20,  12),  dessen  Exponent  sich  vermöge  der  Glei- 
chung (4)  und  der  entsprechenden  Gleichung  für  x^  und  die  y^,^''  als 
Null  ergiebt.  Sie  hat  die  Punkte  y*")  zu  Nullpunkten,  die  Punkte  y^" 
zu  Polen;  außerdem  entweder  x  zum  /f -fachen  Nullpunkt  und  Xp 
zum  Ä- fachen  Pol  oder  x  zum  (—  ä)- fachen  Pol  und  x^^  zum 
(—  Ä)-faclien  Nullpunkt,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist  Laßt 
man  andererseits  x  einen  Periodenweg  durchlaufen,  so  sieht  man 
zunächst  nur  ein,  daß  zu  der  Funktion  F{x,  ?/)  ein  Exponential- 
faktor  tritt,  dessen  Exponent  gleich: 

y 
(2  m,  /;,  +  2  mg  ^/s)/ j|| 

ist,  unter  m^  und  m^  irgend  welche  ganzen  Zahlen  verstanden;  da 
aber  die  Funktion  nach  wie  vor  eine  algebraische  Funktion  von  y 
bleiben  muß,  müssen  diese  Zahlen  Null  sein,  und  es  ergiebt  sich, 
daß  F  {x,  y)  auch  als  Funktion  von  x  eine  Funktion  der  Fläche  ist. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

IL  Jede  Wertigkeitskorrespondenz  auf  einer  elliptischen  Rievus^' 
sehen  Fläche  läßt  sich  algebraisch  darstellen  durch  Nullsetzen  einer 
Funktion  F(x,y),  die  in  Bezug  auf  jedes  ihrer  Argumente  eine  Funktion 


dx 
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der  Fläche  ist  Wird  x  festgehalten,  so  vnrd  F (x,  y)  als  Funktion 
von  y  k'fach  ö-,  bezw.  (—  kj-fach  cc  für  x  =  y  und  je  einfach  0  in 
den  tt  Punkten  y^^^,  die  dem  x  entsprechen;  toird  y  festgehalten,  so 
ffilt  Analoges, 

Wir  bilden  ferner  die  Funktion: 


'»>^w-il-vS^-± 


:.___i____  r  TT  cr(x;  y(r)) 

a(x,x^)a  (x;  y^)  J    }j^  a {x\  y^^^))  a (y^;  y(r))  * 


Auch  sie  ist  eine  Funktion  der  Fläche;  denn  wenn  x  einen  Perioden- 
^eg  2(ü  durchläuft,  tritt  zu  ihr  ein  Exponentialfaktor,  dessen  Ex- 
ponent gleich  ist: 


X 


1 


"  Hl'!m-'S-Z^^'-""'"'^^'^-^r' 


yo 


,(«) 


Vm 


«0 


yo 


mit  denselben  Werten  der  ganzen  Zahlen  m^  und  m.^  wie  vorhin. 
Da  diese  Null  sind,  so  folgt  aus  (3)  und  der  entsprechenden  Glei- 
chung für  x^  und  die  y^j^*"),  daß  der  ganze  Exponent  0  ist,  daß  also 
I{x)  eine  Funktion  der  Fläche  ist.  Sie  wird  je  Ä-fach  oo  für  x  =  x^ 
und  X  =  y^,  je  einfach  in  den  a  Punkten  .yQ^»")  und  in  den  ß  Punkten  x, 
die  dem  Punkte  y^,  als  einem  Punkte  y  entsprechen  (denn  für  diese 
ßJlt  je  eines  der  i/'^^  mit  y  zusammen).  Also  muß  sie  auch 
u-\-  ß  +  2k  Nullpunkte  haben ;  sie  wird  aber  nur  Null,  wenn  x  mit 
einem  der  ihm  selbst  zugeordneten  Punkte  y^**)  zusammenfällt. 
Einen  solchen  Punkt  x  nennt  man  einen  Koincidenzpunkt  der 
Korrespondenz;  damit  kann  man  den  bewiesenen  Satz  folgender- 
maßen aussprechen: 

111.    Eine   k-wertige   (a,  ß)  Korrespondenz    auf    der    elliptischen 
Fläche  hat 

^  C=^a  +  ß  +  2k 

ncidenzpunkte. 
Diese  Zahl  C  kann  ihrer  Bedeutung  nach  niemals  negativ  sein; 
sie  kann  aber  auch  nicht  größer  sein  als  2{a  +  ß).    Denn  setzen  wir; 


13) 


Ar) 


W 


l'-)  = 


-/ 


fix 


tind  bilden  das  Produkt: 


U) 


a 


Q}[x)=^W  {pu  —  pw^"")), 

r=l 
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so  sehen  wir,  daß  es  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  Ton  u  ist,  da 
die  symmetrischen  Funktionen  der  »c^*")  solche  Funktionen  sind. 
Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen,  «  =  0,  d.  h. 
die  untere  Grenze  der  Integrale,  sei  kein  Koincidenzpunkt;  dann 
wird  Q>  {x)  unendlich  von  der  Ordnung  2  a  für  u  =  0  und  je  von 
der  Ordnung  2  in  jedem  der  ß  Punkte  u,  die  umgekehrt  dem  tr  =  0 
entsprechen.  Also  hat  0(a:)  auch  2u  +  2ß  Nullpunkte;  unter  diesen 
müssen  die  Koincidenzpunkte  sein.  —  Der  Schluß  versagt  in  dieser 
Form  für  Korrespondenzen ,  für  die  ein  to^*"^  stets  =  —  m  ist,  da 
dann  0  {x)  identisch  Null  ist ;  aber  für  solche  ist  u  =  0  Koincidenz- 
punkt.    Es  gilt  somit  allgemein  der  Satz: 

IV.  Bie  Zahlen  C  und  k  sind  durch  die  Ungleichungen  beschränkt: 

15)  0^C^2a  +  2ß,      -S'+A^k^^p-. 

Insbesondere  giebt  es  nur  zwei  Arten,  eine  nicht  singulare 
elliptische  RiEMANNsche  Fläche  umkehrbar  eindeutig  auf  sich  selbst 
zu  beziehen,  oder  nur  zwei  Arten  von  (1,  1)  Korrespondenzen  auf 
der  Fläche:  1 -wertige  und  (—  l)-wertige.  Die  ersteren  sind  durch 
Gleichungen  der  Form: 

16)  u  +  ?(?  =  c, 
die  letzteren  durch  Gleichungen  der  Form: 

17)  u  —  w  =■  c 
detiniert.     Die  ersteren  haben  je  vier  Koincidenzpunkte: 

1^)  2~'      1+^1'      2"  "^^2»     y  +  '^^s' 

die  letzteren  keine, 

Ist  die  Gleichung  (6)  nicht  identisch  erfüllt,  so  erhält  man  aus  \ 
den  Gleichungen  (5)  durch  Elimination  von  r  auch  fiir  k  eine  Glei-  , 
chung  zweiten  Grades  (vgl.  §  119,  (5)): 

19)  Ä3-(a  +  d^)Ä  +  n  =  0. 

Soll  die  Korrespondenz  insbesondere  eine  (1,  l)-deutige  sein,  so  muß, 
wie    man    durch  Vertauschung   von  r   und  y   in    der  Gleichung  (4)    ! 
findet,  auch  1/ä  einer  Gleichung  derselben  Form  wie  (19)  genügen, 
d.  h.  einer  Gleichung,    in  der  der  Koeffizient  von  k^   gleich  1  und    ^ 
die  übrigen  Koeffizienten  rationale  ganze  Zahlen  sind.     Das  ist  nur 
für  w  =  ±  1   der  Fall;  da  n  =  —  1   nach  §  119,  (7)  ausgeschlossen 
ist,  so  folgt,  daß  n  =  +  1  sein  muß.     Satz  Et  von  §  11 9  giebt  dann    i 
das  Resultat:  j 
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IV.  Andere  {1,  1)- deutige  Korrespondenzen  als  die  durch  {16) 
und  (17)  gegebenen  existieren  nur  in  den  ^§  89  und  90  behandelten 
speziellen  Fällen; 

nämlich  im  harmonisdien  Falle: 

20)  W  -  C  ==    ±  2(W7-  c) 

mit  den  zwei  Koincidenzpunkten: 

21)  c    und    c  +  (öj ; 
im  äquianharmonischen  Falle: 

22)  t£  —  c  =  6(m?  —  c) 

mit  den  drei  Koincidenzpunkten  (vgl.  §  90,  (6)): 

23)  c,     c  +  f(l  — 6)«!,     c  — 1(1— 6)(öi. 


X 


nt 


Im  letzteren  Falle  kann  e  irgend  eine  der  vier  Größen  e    -^ 
i  =  J,  2,  4,  5  bedeuten. 


FÜNFZEHNTER  ABSCHNITT, 


üneare  Differentialgleichungen  IL  Ordnung,  deren  Koeffi- 
zienten elliptische  Funktionen  und  deren  Integrale  ein- 
deutige Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind. 

§  134.    Der  Satz  von  Picard. 

(Obwohl  die  Sätze  dieses  Paragraphen  für  lineare  Differential- 
gleichungen  beliebiger   Ordnung   gelten,   wollen    wir   uns  doch  bei 
ihrer  Entwicklung  auf  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
\    l)e8chränken.) 


Es    sei    eine    lineare    homogene   Differentialgleichung    zweiter 
.    Ordnung  vorgelegt: 


i 


L 


du*        '^^  ^   du 

AVir  müssen    die  beiden  folgenden  Sätze  als  bekannt  voraussetzeu*, 

BuRKUARDT,   Fuuktioneo.    IL  '^i^ 
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L  Li  jedem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche ,  in  dem  f^[u] 
und  /g  (u)  sich  regulär  ver/ialten,  existieren  zwei  nickt  bloß  um  evMh 
konstanten  Faktor  verschiedene  reguläre  Funktionselemente  yj  («),  y^[i\, 
deren  jedes  ^  in  die  Gleichung  (/)  eingesetzt,  sie  identisch  befriedigt 

II.  Jede  in  einem  solchen  Bereiche  reguläre  Funktion  y  («),  die  in 
die  Gleichung  (/)  eingesetzt  sie  identisch  befriedigt,  läßt  sich  als  lineare 
homogene  Kombination  der  beiden  Elemente  y^  («),  y^  (u)  mit  von  u  un-  i 
abhängigen  Koeffizienten  darstellen: 

2)  I/(u)  =  c^!/i{u)  +  c^y^{u). 

Wenn  man  aus  dem  Funktionen  element  y^  {u)  durch  analytische 
Fortsetzung  das  Element  y^{u  +  2  od)  erhält,  so  muß  dieses  nach 
I,  §  66,  IV  die  Gleichung  befriedigen: 

3)  f  +  f\{u  +  2fc>)y'  +/;(w  +  2(ö)y  =  0 

(wir  gebrauchen  die  Accente  als  Zeichen  der  Differentiation  nach «). 
Sind  f^  und  /j  periodische  Funktionen  mit  der  Periode  2  od,  so  fällt 
diese  Gleichung  mit  der  ursprünglichen  (1)  zusammen.  Dann  folgt 
aus  Satz  II: 

III.  Sind  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1)  periodische  Funk- 
tionen von  y  mit  der  Periode  2  od;  sind  y^  (u),  y^  (u)  zwei  der  Gleichung 
genügende  linear  unabhängige  Funktionselemente  mit  einem  gemein- 
schaftlichen  Befinitionsbereiche ;  sind  endlich  y^{u  +  2a>),  y^i^'^'^^) 
zwei  Funktionselemente,  die  aus  den  beiden  ersten  durch  simultane 
analytische  Fortsetzung   entstehen,   so   bestehen    Gleichungen   der  Form: 


4) 


y^  (w  +  2  0))  =  Oj,  yi  (w)  +  ^12 1/i  (")> 
y.^{u  +  2  fo)  =  «2, yi  (m)  +  a^^y^M, 


in  denen  die  a.j^  von  u  unabhängige  Großen  bedeuten. 

Man  pflegt  das  kürzer,  wenn  auch  weniger  präcis,  so  aus- 
zudrücken: 

III  a.    Bei  Vermehrung   des  Arguments  um   eine  Periode  erfahren 
zwei  beliebige  linear  unabhängige  Integrale  einer   linearen  Bifferential- 
gleichling  zweiter  Ordnung  mit  periodischen  Koeffizienten  eine  homogene    \ 
lineare  Substitution  mit  konstanten  Koeffizienten.  \ 

Man  kann  nun  fragen,  ob  es  nicht  möglich  ist,  hier  eine  lineare 
Substitution  von  besonders  einfacher  Form  dadurch  zu  erhalten,  daß 
mau  das  Paar  von  Integralen,  von  dem  man  ausgeht,  in  besonderer 
Weise  wählt.    Irgend  ein  Integral 

'"0  y  (")  =  <'i  yi  (w)  4-  fjj  yg  {u) 


i 
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geht  bei  der  Substitution  (4)  über  in: 

6)        y (tt  +  2 6))  =  (a^i  c^  +  a^^  c^)7j^  (u)  +  (öj,  c^  +  a^^  c^^y^  (m); 

es   wird    also    das    neue   Integralelement   gleich   einem   konstanten 
Vielfachen  des  alten  sein,  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 

Diese  Gleichungen  können  aber  nur  dann  für  Werte  von  e^ 
and  Cj,  die  nicht  beide  gleich  Null  sind^  zusammen  bestehen,  wenn 
die  Determinante: 


8)  i>(A)  = 


«11  -  ^        «11    ! 
«la        «a2  -  ^  I 
Null  ist,  wenn  also  mit  X  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

9)  i>(A)  =  0 

oder  ausführlich  geschrieben: 

^*  -  («11  +  «22)^  +  «11  «22  -  «la  «21  =  0 
1>ezeichnet  wird. 

Wäre  Ojj  Oj,  —  a^^  a^^  =  0,  so  wären  y^  (ti  +  2(ö)  und  y^  {u  +  2(o) 
nicht  linear  unabhängig  voneinander.  Das  kann  aber  nach  I,  §  66,  IV 
nicht  sein,  da  y^  (u)  und  y^  [u)  als  voneinander  linear  unabhängig 
vorausgesetzt  waren.  Also  hat  die  Gleichung  (9)  in  jedem  Falle 
mindestens  eine  endliche  und  von  Null  verschiedene  Wurzel.  Nimmt 
man  diese  in  den  Gleichungen  (7)  für  ^,  so  giebt  es  stets  Werte 
von  c^  und  c,,  die  diese  Gleichungen  befriedigen  und  nicht  beide 
gleich  Null  sind.     Also  gilt  der  Satz: 

IV.  Unter  den  Integralen  der  Gleichung  (/)  ist  unter  den  an- 
gegebenen Voraussetzungen  stets  mindestens  eines,  das  sich  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  eine  Periode  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  reproduziert. 

Will  man  über  diesen  Satz  hinaus  tiefer  eindringen,  so  muß 
man  verschiedene  Fälle  unterscheiden: 

1.  Die  Gleichung  {8)  hat  zwei  verschiedene   Wurzeln  X^   und  Ag. 

Dann  gehört  zu  jeder  dieser  Wurzeln  ein  Integral  der  Glei- 
chung (1),  das  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode 
diese  Wurzel  zum  Multiplikator  hat: 

1  y2("  + 2ö)  =  ia^aW- 

22* 
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Diese  beiden  Integrale  müssen  linear  unabhängig  sein;  denn  wenn 
sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterschieden,  müßten 
sie  denselben  Multiplikator  haben. 

2.  Die  Gleichung  {9)  hat  nur  eine  (DoppeU)Wurzel  Aj. 

Dann  sind  wieder  zwei  Unterfälle  zu  unterscheiden: 

2A.  Nicht  alle  Unterdeterminanten  der  Determinante  {8)  toerden 
Null,  wenn  man  A  =  ^  setzt. 

Dann  geben  die  Gleichungen  (7)  für  A  =  Aj  einen  wohlbeatunmten 
Wert  des  Koeffizientenverhältnisses  c^:c^;  es  giebt  also  in  diesem 
ünterfall,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  nur  ein  Integral 
der  Gleichung  (l),,das  ^  zum  Multiplikator  hat  Wir  können  an- 
nehmen, dieses  Integral  sei  als  das  oben  mit  y^  bezeichnete  ge- 
wählt, sodaß: 

sei  und  die  Gleichung  (8)  sich  auf: 

Ki-^)(«2a-^)  =  0 

reduziert.  Wäre  nun  a^^  von  Ojj  verschieden,  so  hätte  diese  Glei- 
chung noch  eine  von  ^  verschiedene  Wurzel  (nämlich  eben  a^^l 
und  es  gäbe  folglich  noch  ein  Integral  der  Gleichung  (1),  das  diese 
Wurzel  zum  Multiplikator  hätte,  entgegen  dem,  was  oben  bewiesen 
ist  Also  muß,  wenn  wir  die  angegebene  Verfügung  über  y^  treffen, 
«22  ~  «11'  «12  ~  ^  werden;  und  jedes  von  y^  linear  unabhängige 
Integral  hat  die  Eigenschaft,  daß: 

11)  y^{u  +  2  w)  =  0,1  ^1  (w)  +  }^t/^{u) 

ist.     Der  Quotient  y^/y^  erfüllt  in  diesem  Falle  die  Gleichung: 

2B.  Alle  Unterdeterminanten  der  Determinante  {8)  werden  Null, 
wenn    man   A  =  A^    setzt,    mit    andern   Worten,    es  ist   ßu  =  fljj  ^  \> 

«12  =  «21  ==  ^• 

Dann  sieht  man,  daß  jedes  Integral  der  Gleichung  (1)  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  2  co  sich  bis  auf  den  konstanten  Faktor  \ 
reproduziert;  wenn  man  zwei  beliebige  linear  unabhängige  Integrale 
mit    y^    und    y^    bezeichnet,    genügen    sie    den    Gleichungen  (10) 

für  /g  =  ^1  • 

Wir  nehmen  nun  weiter  an,  die  Koeffizienten  der  vorgelegten 
Gleichung  hätten  außer  der  einen  Periode  2^1  noch  eine  zweite  2wj; 
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übrigens  halten  wir  an  der  Voraussetzung  fest,  daß  sie  eindeutige 
li^unktionen  von  v  seien.  Sollen  dann  auch  die  Integrale  eindeutige 
Funktionen  von  u  sein,  so  gelten  für  die  zweite  Periode  analoge 
Folgerungen,  wie  für  die  erste;  auch  zu  ihr  gehört  eine  lineare 
homogene  Substitution  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Die  nächste  Frage  ist  nun:  können  die  beiden  linearen  Sub- 
stitutionen J^  und  J^,  die  der  Vermehrung  des  Arguments  bezw. 
um  die  eine  und  die  andere  Periode  entsprechen,  ganz  unabhängig 
Toneinander  gewählt  werden  oder  besteht  zwischen  ihnen  eine  Be- 
ziehung? Man  erkennt  sofort,  daß  das  letztere  der  Fall  sein  muß. 
Denn  man  erhält  dasselbe  Resultat,  ob  man  u  erst  um  2(o^  und 
dann  um  20^3  vermehrt,  oder  erst  um  2co^  und  dann  imi  2(0y 
Sollen  also  die  t/  eindeutige  Funktionen  von  u  werden,  so  muß  man 
dasselbe  Resultat  erhalten,  ob  man  auf  sie  erst  die  Substitution  A^ 
und  dann  die  Substitution  A^  anwendet,  oder  ob  man  umgekehrt 
verfährt;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

V.  Erfahren  zwei  eindeutige  Funktionen  von  u  bei  Vermehrung  des 
Arguments  um  je  eine  Periode  je  eine  homogene  lineare  Substitution, 
so  müssen  diese  Substitutionen  untereinander  vertauschbar  sein. 

Wenn  wir  näher  untersuchen  wollen,  wann  das  der  Fall  ist, 
können  wir  annehmen,  die  eine  der  beiden  Substitutionen  sei  schon 
auf  eine  der  oben  angegebenen  Normalformen  gebracht,  mit  andern 
Worten,  es  seien  y^  und  y,  so  gewählt,  daß  ihr  Verhalten  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  die  erste  Periode  entweder  durch  die 
Gleichungen  (10)  oder  durch  die  Gleichungen  (11)  angegeben  wird. 
Sollen  dann  außerdem  noch  die  Gleichungen  bestehen: 

13)  I  yi  ("  +  ^  ^s)  =  ^11 1/i  («)  +  ^12  y2  («)> 

I  ^2  (w  +  2  (Ö3)  =  ^,1  y^  (m)  +  g^^y^  (w), 

so  erhält  man  im  ersten  Falle: 

9MKyi+  9\2  K  y%  =  ^1  (^11  yi  +  ^12  ^2)* 

^21^1^1   +<722^2y2  =  ^2(^21^1   +U22y%)' 

Sind  Aj  und  X^  verschieden,  so  bestehen  diese  Gleichungen  nur 
dann  identisch,  wenn  g^^  und  g^y^  Null  sind.  Dann  verhalten  sich 
also  dieselben  Integrale,  die  sich  gegenüber  Vermehrung  des  Argu- 
:xnent8  um  die  erste  Periode  multiplikativ  verhalten,  auch  bei  Ver- 
xnehrung  des  Arguments  um  die  zweite  Periode  multiplikativ,  sind 
^so  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  (§  28). 

Tritt  dagegen  für  die  erste  Periode  der  mit  2A  bezeichnete 
fall  ein,   sodaß  die  Gleichungen  (11)  bestehen,    so  erhält  man  aus 


14) 
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diesen    und   den   Gleichungen  (13)   auf  demselben  Wege   statt  der 
Gleichungen  (14)  die  folgenden: 


15) 


92\^y\  +  9i%{^%xy\  +'^^2)  =  "lAsxxVx  +  9122/2)+ ^iff2i!/i+92tyi\ 

Sollen  sie  identisch  bestehen,  so  muß: 

5'i2«2i=0,    5^22  «21  =  5^11  «21 

sein.  Ist  nun  a^^  4^  0,  d.  h.  haben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2A  zu  thun,  so  folgt  ^,2  =  0,  ff^^  =  g^^,  d.  h.  anch 
bei  der  zweiten  Periode  tritt  der  Fall  2  ein,  und  ebendasselbe  In- 
tegral, das  sich  für  die  erste  Periode  multiplikativ  verhält,  verhält 
sich  aucli  für  die  zweite  multiplikativ.  Auch  in  diesem  Falle  giebt 
es  also  ein  Integral  y^,  das  eine  elliptische  Funktion  11.  Art  ist. 

Ist  endlich  a^i  ==  0,  d.  h.  haben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2B  zu  thun',  so  verhält  sich  für  sie  jedes  Integral 
multiplikativ;  wählen  wir  also  ein  Integral,  das  sich  für  die  zweite 
Periode  multiplikativ  verhält  —  was  stets  möglich  ist  — ,  so  haben 
wir  wieder  eine  elliptische  Funktion  11.  Art 

Das  Resultat  dieser  ganzen  Untersuchung  .ist  also  der  Satz: 
VI.  Wenn  jedes  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  (zweiter 
Ordnung),  deren  Koeffizienten  elliptische  Funktionen  L  Art  von  u  sini 
eine  eindeutige,  im  Endlichen  bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  von  u  ist, 
so  ist  unter  diesen  Integralen  stets  mindestens  eines  eine  elliptische 
Funktion  IL  Art. 

§  135.    Der  HERMiTE'sche  Fall  der  LAMf  sehen  Gleichung. 

Die  allgemeinen  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  ünden 
Anwendung  auf  eine  wichtige  spezielle  Diflferentialgleichung,  die  den 
Namen  Lam^s  trägt.  Sie  lautet  in  der  WEiERSTRAssschen  Be- 
zeichnung: 

1)  g'  =  [n(n  +  l)pu  +  B]g; 

dabei  wollen  wir  n  als  ganze  Zahl  voraussetzen  (weil  die  Gleichung 
sonst  kein  in  u  eindeutiges  Integral  hat).  Was  B  betrifft,  so  hat 
LAMfi  selbst  die  (in  §  138  zu  besprechenden)  Fälle  untersucht,  in 
denen  der  Gleichung  durch  eine  elliptische  Funktion  erster  Art 
(lenüge  geleistet  werden  kann;  Hermite  fand,  daß  sie  bei  will- 
kürlichem B  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  integriert 
werden  könne. 
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Der  Fall  n  =  0  ist  trivial;  der  Fall  eines  negativen  n  kann  auf 
den  eines  nicht  negativen  dadurch  zurückgeführt  werden,  daß  man 
n  durch  —  w  — 1  ersetzt.  Wir  nehmen  also  im  folgenden  an,  n  sei 
eine  positive  ganze  Zahl, 

Wenn  wir  auf  Grund  der  Resultate  des  vorigen  Paragraphen 
versuchen  wollen,  ein  Integral  der  Gleichung  (1)  lin  Form  einer 
elliptischen  Funktion  zweiter  Art  zu  finden,  müssen  wir  uns  zunächst 
überlegen,  wo  etwa  Pole  dieser  Funktion  liegen  können.  Da  sehen 
wir,  daß  kein  Pol  in  einem  zum  Nullpunkt  inkongruenten  Punkt 
liegen  kann.  Denn  ist  m  =  a  ein  Pol  k^^  Ordnung  von  y,  so  ist  es 
ein  Pol  [k  +  2y«'  Ordnung  von  y"\  das  verträgt  sich  mit  der  Glei- 
chung (1)  nur,  wenn  in  ihr  der  Koeffizient  von  y  in  ?i  =  a  einen 
Pol  zweiter  Ordnung  hat  Wenn  also  (1)  durch  eine  elliptische 
Funktion  zweiter  Art  integriert  werden  soll,  müssen  alle  Pole  dieser 
Funktion  im  Nullpunkt  (und  den  dazu  kongruenten  Punkten)  ver- 
einigt liegen.  Beginnt  ferner  die  Entwicklung  von  y  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunkts  mit  cw^,  so  beginnt  die  von  y"  mit 
k{k  +  l)c?£-'^-2.  (Ja  nun  die  von  pu  mit  w^  beginnt  (§  18,  (2)), 
80  folgt  aus  der  Vergleichung  der  Anfangsglieder  in  den  Entwick- 
lungen beider  Seiten  der  Gleichung  (2)  nach  Potenzen  von  ?/,  daß 
Ä  =  n  sein  muß. 

Zufolge  Satz  VII  von  §  28  können  wir  demnach  die  supponierte 
Lösung  als  Produkt  von  Elementarfaktoren  ansetzen: 

2)  y^eo^.fx^^-^rLe-^-r. 

Logarithmische  Differentiation  dieses  Ausdrucks  ergiebt,  wegen  §  23,  (4): 

t 

und  abermalige  Differentiation  (vgl.  §  23,  5); 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (8)  von  §  23: 
Andererseits  folgt  aus  (3): 
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p'u  +  p'ov\ 

pOr] 


j"^   ipu-paf,)ipu'-pay)' 

Hier  müssen  wir  nun  jedes  Glied  der  Doppelsumme  in  Partial- 
brüche zerlegen;  wir  erhalten  zunächst  (§  24,  I): 

und  für  die  Konstante  C  erhalten  wir  durch  Berücksichtigung  des 
konstanten  Terms  der  Reihenentwicklung  in  der  Umgebung  tod 
M  =  0  den  Wert : 

C  =  2  (»«„  +  vtty)  —  ^-^ — ^-^  (C««  —  C«y). 
Damit  geht  die  Gleichung  (4)  über  in: 


^^) 


y 


// 


H 


n 

+  7i(w  +  l)pu  +  (2n  —  l)'S;?ay. 


y  =  . 


Soll    sich    die    rechte  Seite    dieser   Gleichung   auf  n{n  +  l)pu-\-B 
reduzieren^  so  muß  zunächst  ^7/  herausfallen^  d.  h.  es  muß: 


6) 


(>  =  0 


sein.     Ferner  muß  jeder  der  Terme  ^{u  —  a^^)  einzeln  herausfallen, 
d.  h.  es  muß  für  jeden  Index  v: 

^.^yP^f^-poy 
sein.     Endlich  muß: 
8)  {2n^l)p(ay)  =  JJ 

sein.     Das  Resultat  ist  also: 

jrenn   das    allgemeine    Integral  der    Gleichung  (1)   eine  eirideiitigf 
Funktion  von  u  ist,  so  hat  eines  ihrer  Integrale  die  Form: 


«) 


" = n 


**       ?!?*.-  ^llp«  Ca. 


au  dOy 
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1»  der  die  Konstanten  Oy  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  Genüge 
leisten  müssen. 

Von  diesen  Gleichungen  ist  eine  eine  unmittelbare  Folge  der 
übrigen,  da  die  Summe  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  (7) 
identisch  Null  ist. 

§  136.    Diskussion  der  einfaclisten  Fälle  n  =  /  und  n  =  2. 

Bevor  wir  allgemein  die  Frage  nach  der  Verträglichkeit  der 
zuletzt  erhaltenen  Gleichungen  untersuchen ,  wollen  wir  die  ein- 
fachsten Fälle  direkt  erledigen. 

Im  Falle  n  =  1  fallen  die  Gleichungen  (7)  ganz  weg,  Glei- 
chung (8)  lautet  einfach: 

9)  pa^  =  B. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  im  allgemeinen  inkongruente  Lösungen, 
die  wir  mit  a  und  —  a  bezeichnen  wollen;  jede  derselben  liefert 
ein  Integral  der  vorausgesetzten  Form,  und  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung: 

10)  f  =  {2pu+pa)g 
lautet: 

'  '^  '^       auaa  ^      au  aa 

Im  Falle  n  =  2  haben  wir  eine  Gleichung  (7),  nämUch: 

12)  ^^^  -^  ^^^  =  0, 

dazu  die  Gleichung  (8): 

13)  pa^+pa^  =  :^B. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  gelingt  einfach,  wenn  man 
zunächst : 

14)  Oj  —  «2  =  öt 

als  Hilfsunbekannte  einführt;  es  folgt  nämlich  dann  aus  ihnen 
wegen  §  23,  (8): 

15)  pa^-\B 
und  femer  wegen  §  28,  (10): 

16)  p[-a,)^p'(a,)^p'{a). 

Man  hat  also  zunächst  einen  Wert  a  zu  bestimmen,  der  der  Glei- 
chung (15)    genügt   und   hierauf  die   beiden   von   a   verschiedenen 
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Werte  —  a^  und  a^  aufzusuchen,  für  die  die  Funktion  p'  denselben 
Wert  annimmt  wie  für  a;  dann  ist  ein  Integral  der  LAM^schen 
Gleichung  für  w  =  2: 

17)  ^(^_:i^^(^_?»)^(C«,  +  Ca,)ii. 

'  (T*U 

Ein  zweites  Integral  erhält  man,  wenn  man  die  andere  Wurzel  der 
(rleichung  (15)  wählt,  die  der  ersten  entgegengesetzt  gleich  ist;  man 
erhält  dann  auch  für  a^  und  a^  die  entgegengesetzten  Werte.  Das- 
selbe zweite  Integral  erhält  man  auch,  wenn  man  in  (17)  überall» 
durch  —  u  ersetzt;  bei  dieser  Substitution  bleibt  nämlich  die 
LAM£sche  Differentialgleichung  ungeändert 

Was  die  Bestimmung  der  Werte  a^  und  a^  betrifft,  so  sei  noch 
bemerkt:  Ist  pa  =  a,  pa^^  oder  pa^  =  |,  so  ist  nach  (16)  und  §  18,(6): 

4 1^  -  5^2  I  -  //3  =  4  «3  -  5^2  «  -  9^ 
oder  nach  Beseitigung  der  Wurzel  g  =  a: 

18)  ^2_ai  +  c,^^\ff,^0, 

Die  eine  Wurzel  dieser  quadratischen  Gleichung  ist  dann  pa^j  die 
andere  pa.,;  die  zugehörigen  Werte  a^  und  a^  selbst  bestimmen  sich 
hieraus  nach  Anleitung  von  §  120. 

§  137.    Bestimmung  der  Konstanten  im  allgemeinen  Falle. 

Wie    eben    schon   bemerkt,    bleibt'  die   LAMfische    Differential- 
gleichung ungeändert,  wenn  man  u  durch  —  u  ersetzt     Ist  also  i/(n)  \ 
ein  Integral  von  ihr,  so  ist  auch: 

ein  Integral.  Ist  insbesondere  y  ein  Integral,  das  sich  bei  Ver- 
melirung  des  Arguments  um  eine  Periode  multiplikativ  verhalt^ 
ist  also: 

i/{u  +  2a})  =  fii/{u) 

oder  (da  man  ?/  durch  7f  —  2  a?  ersetzen  darf):  j 

//(?/-  2(0)  =  ^-i|/{?/),  [ 

so  folgt:  f 

i/(u  +  2co)  =  fi-Uj{u),  \ 

d.  h.  hat  y  für  eine  bestimmte  Periode  den  Multiplikator  ju,  so  bat  t 
1/  für  dieselbe  Periode  den  Multiplikator  |tt-^     Paraus  folgt:  | 
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I.  Das  Produkt  derjenigen  beiden  partikulären  Integrale  der 
WiAMESchen  Differentialgleichung,  die  elliptische  F^mhtionen  zweiter  Art 
mnd,  ist  eine  elliptische  Funktion  erster  Art,  und  zwar  eine  gerade 
Funktion  von  pu. 

Das  letztere  folgt  nämlich  daraas,  daß  dieses  Produkt  eine 
gerade  Funktion  von  u  ist,  die  (nach  §  135)  nur  die  zu  Null  kon- 
^enten  Punkte  zu  Polen  hat 

Nun  kann  man,  wenn  irgend  eine  lineare  Differentialgleichung 
Bweiter  Ordnung  vorgelegt  ist,  aus  ihr  eine  lineare  Differential- 
^eichung  dritter  Ordnung  ableiten,  der  die  Produkte  je  zweier  In- 
»grale  der  ersteren  genügen.     Setzt  man  nämlich: 

10  ist: 

2)  i'  =  y/'  ^2  +  2  g^'g^'  +  yj  g^" . 

genügen  also  g^  und  g2  beide  der  Differentialgleichung: 

io  folgt: 

ind  daraus  durch  Differentiation: 

r"  ^2pr^  2p'  I  =  2y/>/  +  2y,>;' 

>der: 

I)  r"  -4pr  ^2p'r=o. 

G7ir  können  sagen: 

IL  Jedes  Produkt  zweier  Integrale  der  Gleichung  (3)  genügt  der 
Gleichung  (4), 

Sind  also  y,  und  g^  irgend  zwei  linear  unabhängige  Integrale 
ron  (3),  so  sind  y^*,  g^g^y  yg*  Integrale  von  (4),  also  auch  alle 
inearen  Verbindungen  dieser  drei  Funktionen.  Dieselben  sind  aber 
inear  unabhängig;  denn  aus  einer  linearen  homogenen  Relation 
Einsehen  ihnen  würde  eine  ebensolche  Relation  zwischen  y^  und  g^ 
folgen.  Also  hat  jedes  Integral  von  (4)  die  Form  ay,*  +  ßg^g2  +yy2^\ 
md  daraus  folgt: 

n.  Jedes  Integral  der  Gleichung  (4)  ist  ein  Produkt  zweier  In' 
^-egrale  der  Gleichung  (3), 

Ist  (3)  die  LAMfische  Gleichung,  so  lautet  die  Gleichung  (4): 

i)  Y"  -  4[w(m  +  \)pu  +  JS]  r  --  2n(n+l)puY=^  0; 
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wir  haben  also  zu  untersuchen,  ob  und  in  welcher  Weise  dieser, 
Gleichung  durch  eine  rationale  ganze  Funktion  von  pu  genügt 
werden  kann.  Da  wir  bereits  wissen  (§  135)^  daß  der  Grad  dieser 
Funktion  gleich  n  sein  muß,  so  können  wir  die  Aufgabe  durch  dei 
Versuch  erledigen.    Die  Rechnung  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  win 


6) 


s  =  pu  — 


B 


n(2n  -  1) 
als  unabhängige  Veränderliche  einführen;  es  wird  dann: 


V         dY    , 
ds  ^ 

dl 


d'Y 


und  Gleichung  (5)  geht  nach  Division  mit  pu  über  in: 


7) 


-.2n(7i  +  1)7=0. 


Schreiben  wir  b  für  -y^^—rr 

n(2n  -  1) 

Gleichung  die  Form  an: 


und  «  +  6   für  pu,   so  nimmt  diess 


f  [4.3  +  12^5^  +  (12^^  ^ff,)s  +  4^3-^3^  -^3]^ 

d^Y 


7  a) 


dY 


+  [18.«  +  36Ä.  +  18^,«  -  ig,]  -^^ 

+  [(-  4„2  ^4n  +  12)s  +  (-  12n^  +  12^)] 

-2n{n+  l)r=Ü. 
Setzen  wir  nun  versuchsweise: 

8)  r^±a,s\ 

und  setzen  in  (7  a)  den  Faktor  von  s^  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  aj^  eine  Rekursionsformel,  in 
der  fik  mit: 

j     4Ä(Ä-  l)(Ä-2)+  18Ä(Ä  -l)  +  (-4n^-4ri  +  I2)k 

\      -2n{n+l)  =  2{2k  +  l){k--n){k  +  n+l) 

multipliziert  auftritt,  außerdem  noch  öj^  +  i»  ^  +  2  ^^^  ^*  +  i»  ^*^^ 
sind   alle   diejenigen    Größen  a^^j   deren  Iudex  n    übersteigt,  gleich 
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ill  zu  setzen.  Die  letzte  dieser  Relationen  enthält  also  nur  a^, 
iltipliziert  mit  0,  ist  demnach  identiscli  erfüllt;  die  vorletzte  ent- 
It  a^_i  multipliziert  mit  einem  von  Null  verschiedenen  Faktor, 
stattet  also  a^__j  durch  a^^  auszudrücken;  vermöge  der  drittletzten 
ackt  sich  fl  -  durch  a  und  a  ,  aus  u.  s.  w.;  und  die  so  er- 
Itenen  Ausdrücke  versagen  für  keinen  Wert  von  b,  weil  eben  der 
ter  (9)  angegebene  Faktor  von  o^  in  keiner  dieser  Gleichungen 
=  «  —  1,  n  —  2,  . .  •  1,  0)  gleich  Null  ist     Also  folgt: 

IV.  Es  ist  stets  möglich,  die  Gleichung  (4)  durch  eine  ganze 
nhtion  n**"  Grades  zu  befriedigen;  und  zwar  abgesehen  von  einem 
nstanten  Faktor  nur  auf  eine  Weise. 

Daraus  geht  wegen  Satz  III  hervor,  daß  sich  die  LAM^sche 
eichung  stets  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  integrieren 
it  Um  diese  Funktionen  nach  Integration  der  Gleichung  (4) 
rklich  zu  bestimmen,  stellen  wir  neben  die  Gleichung  (1)  noch 
le  andere,  die  wir  folgendermaßen  erhalten:  Aus  y/' +  f^y^  =0 
d  y,"  +  py^  ~  ^  ^^^S^  durch  Elimination  von  p: 

)  yiy2"-yry2  =  o 

d  daraus  durch  Integration: 

)  yiy2'-yi'y2  =  2c. 

n  nun  aus  (1)  und  (11)  y^  und  y^  zu  berechnen,  leiten  wir  aus  (1) 
Dächst  durch  Differentiation  ab: 

)  yiy2'  +  .Vi'.v2  =  ^; 

mit  erhalten  wir: 
d  folglich: 

\  y}L  ^  -  ^  +  n"       yi_^c^  \r 

'  Vi  Y  ^        y,        '      Y       • 

kdurch  ist  die  Bestimmung  von  y^  und  y^  auf  je  eine  Quadratur 

rückgeführt. 

Man  kann  diesem  Resultat  noch  eine  etwas  übersichtlichere 
rm  geben  und  dadurch  seine  Übereinstimmung  mit  dem  von  §  135 
sh weisen.  Aus  der  ersten  Gleichung  (13)  folgt  nämlich  durch 
fferentiation : 

o: 

yC  =  _^  tiZÜ'  -  i  ^'' 
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oder  wenn  man  die  linke  Seite  darcfa  ihren  Wert  us  der  LAMlsschen 
Gleichung  eraetzt: 

14;  4  C«  =  r*  -  2  rr'  +  4[j«(j«  +  l)pm  +  B]T: 

Ifan  kann  daher  den  Wert  der  durch  die  Gleichong  (11)  eingeffthrten 
Integrationskonstanten  dadurch  bestimmen,  daß  man  hier  ftr  u 
irgend  einen  speziellen  Wert  einsetzt.  Wählt  man  z.  B.  eine  der 
Wurzeln  u,  ß  . . .  der  Gleichung  ¥(m)  =  0,  so  erfaUt  man: 

15)  c=±\r{a)=±\r{ßi^...', 

dabei   gilt   immer   für  die   eine  Ton  zwei  einander  entg^engesetzt 
gleichen  Wurzeln  dieser   Gleichung   das  obere,  för  die  andere 
untere  Zeichen.     Infolgedessen  kann  man  setzen: 

16)  Y  =  i2{^(«  -  «)  -  :(«  +  «)  +  2s«}; 

denn  die  rechte  Seite  hat  (eben  wegen  (15))  die  erforderlichen  Pole 
und  Besiduen  und  wird  außerdem  NuU  f&r  «  =  0.     Daneben  erbllt  : 
man  aus: 

nach  §  23,  (2): 

^^)       r-^^-i^^-^^^^''  +  ''^  +  ^^'"'^'^-^^''^' 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (13)  ein,  so  erhalten  wir: 


also  durch  Integration: 


y\ 


18)  ^,=^^11-^^---, 

und  ebenso: 

Damit  haben   wir   dieselbe  Form   der  Integrale   wie   in  §  135  er- 
reicht und  können  den  Satz  aussprechen: 

V.  Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  läßt  sich  die  LAMEsche  Differential» 
gUichumj  stets  durch  elliptische  Funktionen  IL  Art  integrieren, 

§  138.    Die  LAM^'schen  Polynome. 

Die  letzten  Rechnungen  würden  etwas  zu  modifizieren  sein, 
wenn  das  Polynom  Y  durch  pu  teilbar  wäre.  Aber  dieser  Fall 
kann  nicht  eintreten ;  denn  er  würde  zu  einem  Widerspruch  mit  der 
zu  Beginn  von  §  135   (p.  343)  abgeleiteten  Relation   A  =  w  führen. 
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Ferner  tritt  eine  Modifikation  der  letzten  Rechnungen  ein, 
wenn  C=  0  wird.  Dazu  ist,  wegen  der  Relationen  §  137,  (15)  er- 
forderlich und  hinreichend,  daß  jede  Wurzel  der  Gleichung 
Y[u)  =  0  entweder  eine  Doppelwurzel  oder  gleich  einer  Halb- 
periode sei  (das  letztere  nach  §  18,  p.  47,  da  T  [u)  den  Faktor 
jiu  hat). 

Man  überzeugt  sich  zunächst,  daß  J  =  0  in  keinem  Falle  eine 
drei-  oder  noch  mehrfache  Wurzel  haben  kann.  Wäre  nämlich 
gleichzeitig 

7=0,    r  =  o,    r'  =  o, 

so  würde  aus  der  Differentialgleichung  und  aus  den  aus  ihr  durch 
successive  Differentiation  hervorgehenden  Gleichungen  folgen,  daß 
auch  alle  höheren  Ableitungen  für  denselben  Argumentwert  Null 
sein  müßten.  Ebenso  würde,  wenn  für  eine  halbe  Periode  gleich- 
zeitig 7=0,  7'  =  0  wäre,  aus  §  137,  (7)  folgen,  daß  auch  7"  und 
alle  höheren  Ableitungen  für  dieselbe  Halbperiode  Null  wären;  also 
kann  keine  Halbperiode  mehrfache  Wurzel  sein.  Es  folgt  somit: 
I.  Im  Falle  C  =  0  hat  das  Polynom  Y  die.  Gestalt 

1)  7=  c^[pu  -  e^Y^^pu  -  e^y-(pu  -  e^f* .W[pw paf, 

in  der  jede  der  drei  Zahlen  e  entweder  0  oder  1  bedeutet 
Daraus  folgt  (vgl.  §  137,  (13)),  daß  in  diesem  Falle: 

2)  y^=y^==c  ^pu  -  e^' ^pu  -^^  j/pT^  e^"  W[p^'-'P<i) 

wird,  also: 

(IL  Im  Falle  C  =^  0  liefert  die  Methode  des  vorigen  Paragraphen^ 
abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor^  nur  ein  Integral  der  LAUEschen 
Differentialgleichung;  und  zwar  ist  dasselbe  eine  elliptische  Funktion 
L   Art  und  L  oder  IL  Stufe  (vgl^  §  30). 

Für  gerade  n  sind  (wegen  1)  alle  drei  €  oder  nur  eines  gleich  0; 
fbr  ungerade  n  eines  oder  zwei. 

Die  genauere  Diskussion  der  Gleichung  (14)  zeigt,  daß  C^  eine 
ganze  Funktion  (2n+  1)^°  Grades  des  in  der  Differentialgleichung 
auftretenden  Koeffizienten  B  ist.  Daraus  folgt,  daß  es  zu  jedem  n 
2n  +  1  Werte  dieses  Koeffizienten  giebt,  für  die  die  LAMfische 
Differentialgleichung  je  ein  Integral  der  Form  (2)  besitzt  Man 
lennt  diese  Integrale  LAUEsche  Polynome, 

um  die  übrigen  Integrale  der  LAMfischen  Differentialgleichungen 
A  diesen  Fällen  zu  finden,  bedient  man  sich  der  allgemeinen 
Kethode^   die   die  Ordnung   einer  linearen  Differentialgleichung  zu 
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erniedrigen  erlaubt,  wenn  ein  partikuläres  Integral  bekannt  ist  Ist 
nämlich  t/^  ein  solches,  so  führe  man  durch  die  Substitution: 

3)  y  =  ^1 2r 

eine  neue  abhängige  Veränderliche  in  die  Diiferentialgleichung  ein; 
man  erhält: 

y,  z"  +  2y/  /  +  y/'  ;r  =  [n(«  +  l)pu  +  jB]y,  z 
oder  da  y^  der  LAM^schen  Gleichung  genügen  sollte: 

woraus  durch  Integration: 

C  du 

Die  hier  verlangte  Integration  kann  in  jedem  Falle  mit  Hilfe  des 
Satzes  §  24,  II  ausgeführt  werden.  In  der  Umgebung  jedes  Null' 
punkts  a  von  y^  besitzt  y^  eine  Entwicklung  der  Form: 

da  vermöge  der  Differentialgleichung  y^"  mit  y^  zugleich  Null  wird. 
Infolgedessen  enthält  die  Entwicklung  von  y^-^  für  keinen  Pol 
Glieder  der  Ordnung  (—  1);  also  enthält  z  keine  Logarithmen,  wid 
es  gilt  der  Satz  (vgl.  §  57): 

Wenn  ein  Integral  der  LAiiEschen  Diffei'entialgleichung  ein  Lämk- 
sckes  Polynom  ist,  ist  der  Quotient  z  irgend  eines  andern  häeqrah 
geteilt  durch  das  erste  ein  elliptisches  Integral  IL   Gattung, 


SECHZEHNTER  ABSCHNITT. 
Das  sphärische  Pendel. 

§  139.    Aufstellung  der  DilTerentialglelchungen  des  Probtemi 

Unter  eine.  ma.W«»hen  sph«,ob,n  Pendel  ««Uh.  - 

einen  schweren  Punkt,  der  mittelst  eines  als  gewichtslos  betrachteten 
Stabes  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt,  also  gezwungen  ist,  sich  | 
auf  einer  Kugeltiäche  zu  bewegen. 
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um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  solchen 
Punktes  aufzustellen,  führen  wir  zunächst  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem der  X,  y,  z  ein,  dessen  Nullpunkt  mit  dem  Aufhänge- 
punkt zusammenfällt  und  dessen  positive  ar-Axe  der  Richtung  der 
Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Die  Masse  des  Pendels,  die 
ohnedies  aus  den  Formeln  herausfällt,  nehmen  wir  gleich  1  an,  die 
Intensität  der  Schwere  bezeichnen  wir  mit  g,  den  Eugelradius  (die 
Länge  des  Pendelstabes)  mit  L,  die  Spannung  des  'Stabes  mit  K 
Dann  lauten  die  Gleichungen: 


1) 


d^x   _^         Nx 
~dt^  '^  ZT' 

cPy    _  _   Ny 
dt^    "  L 


> 


dt*    ~~  L         ^' 

zu  ihnen  tritt  noch  die  Gleichung  der  Kugel: 

2)  X«  +  y*  +  ^*  =  i^* 

mit  der  aus  ihr  folgenden  Differentialgleichung: 

o\  dx    ,       dy     ,       dx        f. 

§  140.    Reduktion  auf  Quadraturen. 

Durch  Elimination  der  Spannung,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, durch  Benutzung  der  allgemeinen  Prinzipien  der  Mechanik 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1)  von  §  139  zwei  unmittelbar 
integrable  Kombinationen. 

Multipliziert  man  nämlich  der  Reihe  nach  mit  äxfät,  dyjdt, 
dzjdt  und  berücksichtigt  die  Gleichung  (3),  so  erhält  man  die 
Energiegleichung : 

Die   hierdurch    eingeführte    Energiekonstante  H  muß  jedenfalls    der 
Ungleichung: 

2)  H^^2gL 

genügen,  da  sonst  die  linke  Seite  von  (1)  für  alle  mit  den  Bedin- 
gungen der  Aufgabe  verträglichen  Werte  von  r,  für  die  nämlich 

3)  -  L^z^L 
ist,  negativ  wäre,  was  nicht  sein  kann. 

BuRKHABDT,   Funktionen.    II.  23 
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Eliminiert  man  femer  die  Spannung  nur  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (1)  von  §  139,  so  erhält  man  die  Flächengleichung: 

A\  dy  dx        ^ 

4)  *rfF-^-d7-  =  ^- 

Die  hiermit  eingeführte  Flächenkonstante  C  ist  zwar  an  und  für  sich 
ganz  willkürlich;  wenn  aber  H  bereits  gegeben  ist,  kann  C  gewisse 
später  (§  141y«(l))  anzugebende  Grenzen  nicht  überschreiten. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an, 
wenn  man  in  der  ary- Ebene  durch  die  Gleichungen: 

5)  X  =  r  cos  qp,    y  =  r  sin  y) 
Polarkoordinaten  einführt;  nämlich: 

7)  »-^^T-^C. 

dt 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  von  §  139  werden  dabei: 

8)  r«  +  z«  =  i;«; 
n\                                                       dr  dx        f^ 

9)  'IT  +  'TT^^' 

Aus  den  so  umgeformten  Gleichungen  kann  man  ohne  neue  Inte- 
gration r,  drjdt  und  dcfjdt  eliminieren  (qp  selbst  kommt  gar  nicht 
vor);  man  erhält  zunächst  aus  (6)  durch  Multiplikation  mit  r*  nnd 
Berücksichtigung  von  (9): 

und  daraus  mit  Hilfe  von  (7)  und  (8): 

10)  X2  (^Y  =  (ff-  2gz)[L^  -  z«)  -  C\ 

Da  in  dieser  Gleichung  die  unabhängige  Veränderliche  (die  Zeit) 
explicite  nicht  vorkommt,  geschieht  ihre  Integration  durch  die 
Quadratur:  ! 


11)  .=/ 


Ldx 


y(H-  2gx){L^  -  *«)-  0' 


«0 


in  der  z^^  den  Anfangswert  von  z  bedeutet;  also  durch  ein  elliptischem 
Integral  L  Gattung, 
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Die  Bestimmung  des  Winkels  (p  geschieht  dann  zufolge  (7) 
durch  die  zweite  Quadratur: 

z 

.ox  __     _  r   ^^ ^^ 

«0 

(unter  tp^  den  Anfangs  wert  von  tp  verstanden);  also  eben&lls  durch 
ein  elliptisches  Integral y  und  zwar,  wie  wir  sehen  werden,  durch  ein 
solches  IIL  Gattung. 

§  141.    Diskussion  der  gefundenen  Lösung. 

Für  die  Einsicht  in  die  Natur  des  Bewegungsvorgangs  ist  vor 
allem  wichtig  zu  erkennen,  daß  die  Verzweigungspunkte  der  auf- 
tretenden Quadratwurzel  in  jedem  Falle  alle  reell  sind.  Dazu  führen 
die  folgenden  Überlegungen: 

Bei  gegebenem  Wert  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  gegebener 
Anfangslage  erhält  man  den  größten  Wert  für  C,  wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit zur  z-Axe  senkrecht,  wenn  also: 

ist    Dann  ist  aber  nach  §  140,  (6)  und  (7): 
also  ist  allgemein: 

(Die  linke  Seite  dieser  Ungleichung  ist  nach  §  140,  (1)  stets  positiv). 
Daraus  folgt,  daß  die  in  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  ganze  Funktion  dritten  Grades: 

2)  ' 

I  =jyi2gz^-Hz*-2gL*z+UL*-C^'] 

tOx  z=z^   nicht  negativ  ist;  es  ist  nämlich: 

also  nach  §  140,  (8)^0.  Somit  erhalten  wir  für  die  Vorzeichen 
der  Werte  von  f{z)  folgende  Tabelle: 

z  =  —  CO     —  L      Zq        L       +00 

f(z)  =  -cc     ^0     ^0     ^0     -foo, 

^d  damit  den  Satz: 


}ifii.  ZjOf^  m^HärtmOkH 


feda    Wwrz^fto;.:  ^am  ^mPKitßt^   —  L   wmsd  r,.,  mmt  smmmätm  sl   mmB  Z, 


j&>iiifitttnm»n.  kinuffsL  nur  ^amFOtttn: 

«    iF>na  ^^  ^  ^  Ji   vsi     üun.  mofc  r:==:  (*  «sl  Inf  <&  *irci 

«mit:    ^  /.    ^  L.    ^     .  «iidii£  4siitt  limmmnHL  -MiAwii, 
v    i^-^sut    <^  » r^*  j£/  — ierr,^    JÄ.   äft   äoL  f^==»#*  Oft.     In 

•AUft  WuriM:*^   zvWilm,  x^    und  X    M«r  4kk  j^ihAm  —  Z  und 

r'/rbjMyif^^  Mid>^rä«iL  ^»»sö^ndjil»  «xusr  rvadbCB  X  «ad   -h  oc.     N 

i>««  A.v5tr»^j»  ^sisbtr  I^f^j^iahriKBiü  ist  a2w  Uer  vegeB  der  Ui 
gldcbttuiceij    $  340^    jf    iii«d    I  141   1     iardi   je    zwei  Relation 

3)  -Ärt»**4w:     z,  =      Z    «ad   J5r=     2yZ 

4;  'yyvt:     z^  =  —L    aad    H  =  —  2gL 

''^  I  nsA  Hz,=g  (3  z^-1^. 

Au<>  d«o  }^d«ii  Itixzuen  GUidam^ea  folgt  noch: 

Hie   können  ako  ckmaU  zai>ammen  bestehen,  wenn  Zg  positiv  ist    i' 
Um  no<;h  näher*;*  6^'*=''  'h>  Wurzeln  Ton  f{z)  za  erfahren,  bilden  wir:    i 

Die  Nallponk**  »Heuer  Funktion  sinrl  in  jedem  Falle  reell  and 
haben  ventcbi«^*"  ^"''''''""-  "«  ''"«  algebraisch  kleinste  Wnnel 
•OD  A^)  U«*"*  "**"  '""'*'  "'"  '""  "'^'''"■^'sch  kleinste  ron  f  [z,  » 

rM«M>A    kMn.Kt.'    H„r:el  der   Glekhag  f( : .  =  C  ^ 

tA\X*\^\x  ^mw  Wur.ol  stets  positiv  ia.  isi.-  sä« 
*<I^W;   »bo   wnuloiv  Wurzel    bat   dassdbf   Tfcwirir- 


cl 


I 
I 

i 
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Indem  wir  uns  zunächst  zur  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles 
wenden,  bezeichnen  wir  die  Wurzeln  mit  r^,  z^,  Zg,  so  zwar,  daß: 

8)  ^1   >  ^2  >  ^3 

ist.     Das  Integral  §  140,  (11)  geht  dann  über  in: 


1/2(1   J 


dx 


y2g  J   Vix  -  *,)(»  -  *,)(»  -  x^ 

Aus  dieser  Gleichung  ist  die  Änderung  von  z  im  Verlauf  der 

JZeit  zu  entnehmen.     Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  ge- 

irichtet,   so   ist   der  Quadratwurzel   für   ^  =  0,   z  =  z^   der  positive 

Wert  beizulegen,     z  nimmt  also  zunächst  zu  und  zwar  bis  z^ ;  denn 

c^eser  Wert  wird  nach  einer  endlichen  Zeit  erreicht,  da  das  bis  z, 

erstreckte  Integral  nach   §  7,  I   endlich  ist     Darüber  hinaus  kann 

-:«  nicht  zunehmen,  da  sonst  die  Quadratwurzel  imaginäre  Werte  er- 

lialten    würde;    also    muß   von    da   ab    dz/ dt  negativ   werden,   die 

^Quadratwurzel  muß  negativ  genommen  werden  und  z  nimmt  ab  bis 

zu  dem  Wert  Zg,    der   ebenfalls   nach  endlicher  Zeit  erreicht  wird. 

'Yon  da  nimmt  z  wieder  zu  bis  z^  u.  s.  w.     Da  man  für  den  Fall 

«iner  nach  unten  gerichteten  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende 

Resultate  erhält,  so  kann  man  den  Satz  aussprechen: 

in.  Das  Pendel  bewegt  sich  fortwährend  zwischen  den  beiden 
jParallelkreisen  z  ==  z^  und  r  =  ^3  hin  und  her;  die  Dauer  einer  Periode 
(Hin-  und  Rückweg)  beträgt: 

2L    r  dx 


10)  2co,^-i^C 


y2g  J  y{x,  -*)(«*-  X)  (x  -  ^) 

der  Fall  dauert  ebensolange  wie  das  Aufsteigen, 

Das  Integral  §  140,  (12)  können  wir  schreiben: 

t 

Daraus  geht  vor  allem  hervor: 

IV.  Der  Winkel  rp  wächst  beständig  oder  nimmt  beständig  ah,  je 
nachdem  C  y>  0  oder  <  0  ist;  die  durch  das  Pendel  und  die  z-^Äxe 
gelegte   Vertikalebene  dreht  sich  also  beständig  in  demselben  Sinne, 

Während  einer  Halbperiode  von  z  nimmt  der  Winkel  <p  zu  um: 


12)  0=  f-  ^ 


Ldx 


y2g  y^  -*)(*»-*)(»-*,) 
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Für  diesen  Winkel  0  kann  man  zwei  Grenzen  angeben,  zwischen 
denen  er  eingeschlossen  ist,  wenn  man  beachtet,  daß  in  dem 
Integrationsintervall : 


^1  -  ^J  : 

ist;  man  erhält: 

s^l 

i  -•^^•^1  -h 

13)                         --^^ 0, 

,> 

wo  <i>o  durch  das  Integral: 

0  -  rV^  - 

dx 

•       J  V2g 

(L' 

-«»)]/(*,-»)(«-«,) 

gegeben  ist  Es  ist  also  2  0^  gleich  dem  auf  der  rechteii  Seite 
stehenden  Integrale,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden 
Verzweigungspunkte  z^  und  z^  umgiebt.  Ein  solcher  Weg  kann  auf 
je  eine  Umkreisung  des  unendlich  fernen  Punktes  und  der  beiden 
Punkte  ±  L  zusammengezogen  werden;  es  ist  also  nach  I,  §  45, 
II  und  V  <i>^  =  2  ;r  I  X  der  Summe  der  Eesiduen  der  zu  integrieren- 
den Funktion  in  diesen  Punkten. 

Das  Residuum  im  Unendlichen  ist  0,  das  in  +  Z: 


2l/25r(^-L)(L-*,)   ' 
das  in   —  L: 


Somit  ist:^ 


14) 


^29    l  ]/(L  +  a^,)  (L  +  «s)        |/(L-»,)(L-^,) 


nC     I  /  2  L*  +  2  ;?,  *,  +  V  (L«  -  *,»)  (L>  -  x^^) 


Dieser  Ausdruck  läßt  sich  noch  etwas  übersichtlicher  schreiben, 
wenn  man  die  Ausdrücke  der  Koeffizienten  der  Gleichung  (2)  durch    , 
ihre  Wurzeln  benutzt.     Man  hat  nämlich:  \ 

TT 

15)  ^1+^2+^3=^^' 


*  Die    beiden    Quadratwurzeln  im   Nenner   von    (Pq    sind    mit   demselbeD 
Vorzeichen  zu  nehmen ;  denn  beim  Durchgang  durch  ^  =  oo  ändert  die  Wurtd-     1 
große  ihr  Vorzeichen. 


^Kl«  oia  Funktion 

der  Zeit. 
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K,  =~l> 

H            {7<  -  HL* 

f-"^^- 

*.  +  *) 

---(--■  +  =.)(--.+ 

--,){--,  +  ',). 

^BwB  z,  +  2,  stets  negativ 
^P^enetzen  durch: 

ist).)    Man  kann 

■  1'  +  ! 

•,«,  +  2V(t'-V)(i' 

-  V' 

-(%  +  -) 

"(16): 

••.«.  +  V        .       .        !•■  + 

1".  + 1.) 

''l    1    '-' 

-.,'  +  aV(l'-V)(i- 

-..•) 

X.-  +  !^S  +  V 

L  ^  /.« - 

-V  +  zW-^JCf 

-•;■) 

dieser  OrenzbestimmungeQ  zeigt,  daß  in  jedem  Fall: 

te  ergiebt  kein  bo  einfaches  B^sultat,  da  der  rechts 
ruck  über  alle  Grenzen  wächst,  wenn  man  erst  z,  =  —  Z 
in  zur  Grenze  z^  =  L  Qbergeht  (was  mit  der  Bedingung 
erträglich  ist). 

Darstellung  der  Höhe  als  Funktion  der  Zeit 
durcli  Tlietaquotienten. 

nkehrung  der  Gleichung  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
Sbe  z   des   Pendelpunktes    Über   der   x-y-Ebene 
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explicite  als  Funktion  der  Zeit  darstellen.  Um  das  auszaföhren, 
müssen  wir  die  Formeln  (7)  bis  (9)  von  §  56  ^  für  imsem  jetzigen 
Zweck  einrichten.  Wir  werden  vor  allem  wünschen,  daß  reeUen 
Werten  der  Zeit  auch  reelle  Werte  des  Thetaarguments  entsprechen; 
dazu  ist  erforderlich,  daß  wir  einen  der  Endpunkte  des  in  §  141,  HI 
genannten  Intervalls  mit  a^  bezeichnen.  Femer  ist  zu  beachten: 
die  damaligen  Formeln  bezogen  sich  zunächst  auf  den  Fall,  daS 
alle  Yerzweigungspunkte  im  Endlichen  liegen;  wir  können  aber  den 
erforderlichen  Grenzübergang  sofort  ausführen.  Identifizieren  wir 
z.  B.  die  damals  mit  a^,  a^,  a^,  a^  bezeichneten  Größen  der  Beihe 
nach  mit  z^,  Zg,  Zj,  oo,  so  erhalten  wir  aus  jenen  Formeln  zunächst: 


2)  _l_  =  i/ZZj~ 

0\  X  -  Xj     __       /Xi  -  X^      ^o'(P] 

^  *  -  *8        y  «,  -  *»     ^i'(r) 

und  hieraus  durch  Division  z.  B.  noch  die.  folgenden: 

Das  in  diesen  Formeln  auftretende  Argument  v  ist  durch  die 
Gleichung: 


6)  v  =  -^f 


rfx 


definiert,  hängt  also  mit  der  Zeit  /  (§  141,  (9))  durch  die  Gleichung 
zusammen : 

t  \     r   dx 


1)  -=/—  -o'-f     - 

«0 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  gerichtet^  so  ist  in  (?) 
auf  dem  kürzesten  Wege  zu  integrieren;  ist  sie  aber  nach  unten 
gerichtet,  so  ist  von  z^  zunächst  bis  z^  und  von  da  wieder  nach  •j 
zurück  zu  integrieren;  mit  andern  Worten,  es  ist  zu  setzen: 


*  In  jenen  Formeln  ist  der  Faktor  \  vor  und  der  Faktor  o©  ^°ter  dem 
Wurzelzeichen  zu  streichen. 
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8) 


/ 


V  = 


2  tu, 


+ 


•0 


dx 


vm 


Besondere  Beachtung  erfordert  noch  die  Bestimmung  der  Vor- 
zeichen der  Quadratwurzeln  in  den  Formeln  (1)  bis  (5).  In  den 
allgemeinen  Formeln  von  §  56  sind  die  den  Wurzeln  beizulegenden 
Werte  bis  zu  einem  gewissen  Grade  willkürlich;  nämlich  insoweit, 
aJs  die  verschiedenen  Formeln  vermöge  der  zwischen  den  Theta- 
quadraten  bestehenden  Relationen  miteinander  übereinstimmen 
müssen.  In  unserm  Falle  aber  müssen  wir  dafür  sorgen,  daß  wir 
mit  den  Ergebnissen  von  §  141  in  Übereinstimmung  bleiben;  das 
ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  in  (1) 
ujid  (2)  negativ,  in  (3),  (4)  und  (5)  positiv  nehmen. 

Für  manche  Zwecke  bieten  die  WsiEBSTBASsschen  Funktionen 
Yorteile.  um  die  auf  sie  bezüglichen  Formeln  (4)  und  (5)  von  §  56 
hier  anzuwenden,  machen  wir  in  ihnen  den  Grenzübergang: 

lim  «2  =  00,     lim  a^  c^,  =  —      ^ 


9) 


L« 


und  identifizieren  z^,  z^,  z^  der  Reihe  nach  mit  a^,  a^,  a^\  wir  er- 
halten  dann: 


10) 


und: 


1  ^2  "~    or«V^l         ^2'»     ^2         ^3  ~"    9  7.«v^2  ^Zn 


2V 


*1   ""  ^8  ~"    9  f  >  V^l   ""  ^3/ 


11)« 


/>«-«!=  ^i  (^1   -  't) 


X  —  X, 


'*'  X,  —  « 


P«  -  «2  =  öTiVi  -  h)i'2  -  h)-T-\: 


X  —  X. 


P"-*''=2L5(^2-^3)t^- 


Verzichten  wir  auf  den  Vorteil,  daß  reellen  Werten  der  Zeit  auch 
reelle  Werte  des  Arguments  u  entsprechen,  so  können  wir  noch 
einfachere  Formeln  erhalten.     Setzen  wir  nämlich: 


12) 


lim  e^j  =  00 ,     lim  a^a^  =  — 


^9 


und  identifizieren  u^^  «g,  a^  der  Reihe  nach  mit  z^,  z^,  z^,  so  en 
halten  wir: 

13)  ^  -  ^fc  =  -^  {pu,  -  O»     (^  =  h  2,  3). 
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In  diesen  Formeln  entsprechen  reellen  Werten  der  Zeit  Werte 
von  t£^,  deren  imaginärer  Bestandteil  gleich  der  Hälfte  der  rein 
imaginären  Periode  ist;  es  ist  nämlich: 


t  s 

/'  dx  .     r  dx  , 

OC  St 


ON  dx         2L*     , 

2)  -17  =  —n-P  «1 


§  143.    Darstellung  des  Winkels  q>  als  Funktion  der  Zeit 

Will  man  aach  den  Winkel  (p  explicite  als  Funktion  der  Zeit 
darstellen,  so  erhält  man  die  analytisch  (wenn  anch  nicht  f&r  die 
numerische  Rechnung)  einfachsten  Formeln,  wenn  man  an  die  letzten 
Formeln  von  §  142  anknüpft;.  Den  Werten  z  =  —  2/  und  r  =  +  i 
entsprechen  nämlich  dann  zwei  Werte  Mj  =  a  und  t£j  =  i,  von  denen 
der  erste  rein  imaginär  ist,  während  der  reelle  Bestandteil  des 
zweiten  gleich  (o^  ist     Für  jeden  dieser  Werte  ist: 

da  andererseits  vermöge  §  142,  (13): 

dx 

'dt 
ist,  so  folgt: 

p^a=^p^b  =  --^iß-' 

Wählt  man  —  was  noch  freisteht  —  a  und  b  so,  daß  ihre  imagi- 
nären Bestandteile  zwischen  0  und  Wg  fallen,  so  wird  pa  negativ, 
p'b  positiv  imaginär  (vgl.  §  86,  IX).     Also  hat  man,  wenn  C  positiv  ist, 

ZU  setzen.     Damit  geht  die  Gleichung  (11)  von  §  141  über  in: 

^  =  -  -^-  -  =  —  -  I    *^       I       1      \ 
du^  "'  L^  -  x^        2  L  i  L  -  *  "^  L  +  ^  1 

=  -^-1 l + ? l 

4L'l       pui  —  pb         pui  —  pa  ] 

^ 1_  I P'l^  ,  V  a        \ 

2\  \  pu^  —  pb         pUi  —  pa  ] 

=  Y^[^'K  +  *)  -  U^i-^)  +  C{tii+a)-.^(u,-.a)^2:a^2^b]. 

Hier  kann  die  Integration  mit  Hilfe  von  §  23,  (3)  sofort  vollzogen 
werden;  man  erhält: 

4)  2  .>  =  log  "-J'^'  -^- 1 -^  -^j;  -  2  «,  {Ca  +  fe  6)  +  C. 
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Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  den  in  §  141,  (12)  mit  </> 
bezeichneten  Winkel,  indem  man  die  Integration  von  irgend  einem 
Werte  u^  bis  zu  dem  um  2  coj  größeren  Werte  erstreckt  Man  kann 
aber  auch: 

6 

setzen,  sodaß  </>  als  m)oppelintegral  erscheint,  und  dann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  vertauschen,  da  die  Integrationswege  sich 
nicht  schneiden  (vgl.  §  60).     Man  erhält  so: 

h 

I 

Bedingung  für  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  ist,  daß  a  und  b  so 
wie  oben  angegeben  gewählt  werden. 

§  144.    Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung 

von  Kräften. 

In  den  Entwicklungen  der  beiden  letzten  Paragraphen  ist  auf 
die  Möglichkeit  keine  Rücksicht  genommen,  daß  die  auftretenden 
elliptischen  Funktionen  ausarten  (vgl.  den  IX.  Abschnitt). 

Eine  solche  Ausartung  tritt  zunächst  ein,  wenn  eine  Wurzel 
der  Gleichung  f{z)  =  0  (§  141)  unendlich  groß  wird,  sodaß  die 
Gleichung  sich  auf  den  zweiten  Grad  reduziert.  Das  ist  nur  dann 
der  Fall,  wenn  ^  =  0  zu  setzen  ist,  d.  h.  wenn  man  es  mit  der  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung  von  Kräften 
zu  thun  hat 

Die  direkte  Untersuchung  dieses  Falles  führt  zu  folgenden  Re- 
sultaten:    Die  Gleichung  f{z)  =  0  reduziert  sich  auf: 

1)  H[L^--z^)-  0^  =  0; 

ihre  Wurzeln  sind: 


2)  .^=+|/i»_g, 

Setzt  man  demgemäß:^ 


^8  —         ^2' 


L      r      dx 


a 

«0 


^  H  ist  in  diesem  Fall  nach  §  140^  (2)  stets  positiv. 
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80  erhält  man  durch  Integration: 

3)  z  =  z^siav,     ü  =  ^-U  +  arcsin  — 1 . 

» 

Damit  geht  die  Gleichung  (12)  von  §  140  über  in: 

t  V 

k  0 

CL    r  dv 


ü '  '  H 


=  "*'*«(lW*^'') 


oder: 

4)  tgr  =  -^^^tg(9)-yo). 

Um  aus  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden  die  Zeit  zu 
eliminieren  und  so  die  Gleichung  der  Bahnkurve  zu  erhalten^  setzen  wir: 

5)  z  =  Lsin©. 
Wir  erhalten  dann  aus  (3): 

cos^  0  =  1  —  (1  —  -^jj  sin^t?)  =  cos^r  +  -=jj  sin^r, 

aus  (4): 

_1 H  U  cos«  g  +  C«  sin«  p 

COS*(<JP  —  (Jpo)  £f  L*C08*t> 

/  VY-        T-o/        j«L'co8*p+  (7ßin*» 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Bahnkurve  lautet  also: 

8)  tg»  0  = -^ sin« (9  -  qpj. 

Das  ist  aber  die  Gleichung,   die*' die  beiden  Katheten  eines  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  verbindet,  wenn: 


9)  tgy=Vg^' 

die  Tangente  des  der  Seite  0  gegenüberliegenden  Winkels  ist.  D.  h. : 
Im  Falle  g  =  0  beschreibt  der  Punkt  auf  der  Kugel  einen  Haupt- 

kreis,  der  unter  dem  Winkel  y  gegen  die  Horizontalebene  geneigt  ist 
Sehen  wir  nun  zu,   ob   und   wie  wir  dieses  Resultat  aus  den 

allgemeinen  Formeln  durch  Grenzübergang  erhalten  können.     Dazu 
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gehen   wir   am   bequemsten   von   den  Formeln  (10)  von  §  142  aus. 
Setzen  wir  in  ihnen: 

10)  lim  ^  =  0,    lim  (2  ^  z^)  =  H, 
80  geben  sie: 

11)  e^^e^=^e^-e^  =  :^—,      e^-e^=0, 

woraus: 

H 


12)                        «  =  i|. 

^2  -  <^8  =    - 

1 

12 

und  also  nach  §  80,  (6): 

13) 

n  _yH 

6)l                L 

Damit  können  wir  den  Grenzübergang  an  den  Formeln  §  142,  (11) 
mit  Hilfe  von  §  80,  (12)  und  (13)  ausführen;  wir  erhalten: 

14)  X7TC0tV  =  ^-7T 


4L«  2  4L*    x^  -  X 

•«e\  "  9    ^  Ja         Xa  —  Ä» 

15)  — yy  cosec*  --  =  —yY  — ' 

'  4L*  2  4  L*    «4  —  Ä 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  ganz  ebenso  aus  (8);  man  muß  nur 
beachten,  daß  v  hier  von  einem  um  eine  Viertelperiode  verschiedenen 
Anfangspunkt  aus  gerechnet  ist  (für  z^z^  wird  hier  r  =  0,  dort  =  n\2\ 
Will  man  den  Grenzübergang  auch  an  den  Gleichungen  von 
§143  ausführen,  so  hat  man  zu  beachten,  daß  die  Formeln  von 
§  80  nur  unter  der  dort  ausdrücklich  hervorgehobenen  Voraus- 
setzung eines  endlichen  Argumentwertes  gelten.  Diese  ist  hier  ffir 
keinen  der  drei  Argumentwerte  iij,  a,  h  erfüllt;  man  muß  daher 
erst  durch  die  Substitutionen: 

16)  Mj  =  «3  +  u,     a  =  ft>3  —  a',     ^  =  ö>3  —  h' 

Größen  m,  a ,  h'  einführen,  die  auch  in  der  Grenze  endlich  bleiben. 
Gleichung  (4)  von  §  148  geht  dann  mit  Rücksicht  auf  §  20,  (7)  zu- 
nächst über  in: 

'  *  1  (t(m  -  oOfff«  -  6')J 


-2(«  +  o,3)(^4-^:)4-C. 


Wenden  wir  nun  die  Gleichungen  (4)  und  (14)  von  §  80  an,  indem 
wir  zur  Abkürzung  setzen: 
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80  erhalten  wir: 


lim  (2 .»  =  2  fi,  {b'  +  d)  +  — "^^  [(«  +  ay  +  (u  +  b')* 

-{u  +  ar  -{u-  in  +  log  ?|£iL±ÜLO?m(r+i^ 
^  '         ^  /  j    '       ^  Sin  (»  —  at)  am  (r  —  pij 


n« 


Euer  fallen  die  mit  u  multiplizierten  Glieder  heraus,  die  von  u  frei 
geben  wegen  §  80,  (11)  und  §  19,  (14) 

also  einen  endlich  bleibenden  Wert;  und  wir  erhalten,  wenn  wir  i 
Konstanten  in  die  Definition  von  cp  mit  hereinnehmen: 

18)  lim  (2 1»  =  log  »?n»  +  «08m(.-ffal 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  daß  wir  die  Grenzwerte  von  a  und 
bestimmen,     a'  und  b'  sind  gegeben  durch: 

d»  .    r  dx  ^,       c  dx 


«t  «1  «t 


mit  Hilfe  von  (2)  folgt  daraus: 

L 


19) 


lim*'  =  -^L  r     '^'_  =  -Ai log  ^  +  v*---V- 


«1 


und: 

20)  lima  =«j  +limÄ'. 

(Wegen  der  Vorzeichenbestimmungen  vgl.  man  §  143.) 
Es  wird  also,  da  nach  (3)  limo;,  =  — ^  ist: 

^     yn 

21)  limai  =  lim/9i  +  ^-,     lim/?«  =  41og-^^^^^3^- 
und  folglich: 

lim  2 ,  y.  =  log  T^l"  ^Jß  =  log  -  *«  ^1±^-1-^1 
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oder,  da  nach  I,  §  56,  (7): 

log— -f-7  =  2iarctg^ 
05  —  yt  X 

ist: 

22)  lim  ff'  =  arc  tg  ^ — ^^^  ctg  t; 

Aus  (21)  folgt  aber: 


also  geht  (22)  über  in: 

23)  cot  V  =   ^ —  tg  ff . 

Man  sieht,  daß  diese  Gleichung  mit  (4)  übereinstimmt,  wenn 
man  wieder  die  Verschiedenheit  des  Nullpunkts  der  Zählung  Ton  v 
berücksichtigt 

Man  erhält  also  durch  Ausführung  des  Grenzübergangs  die- 
selben Formeln  wie  durch  direkte  Behandlung  des  Grenzfalls; 
daraus  folgt: 

Bei  im  Verhältnis  zu  '^gL  sehr  großer  Anfangsgeschwindigkeit 
bewegt  sich  das  Pendel  während  endlicher  Zeit  nahezu  auf  einem 
größten  Kreise, 

§  145.    Asymptotische  Bewegung  des  Pendels. 

Die  elliptischen  Funktionen  arten  femer  noch  aus,  wenn  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  =  0  zusammenfallen.  Sollen  Zj  und  z^ 
zusammenfallen,  so  müssen  sie  beide  =  L  werden,  da  sie  ja  stets 
durch  Jj  getrennt  sind;  das  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
gleichzeitig: 

1)  C=0,  H^2gL 
ist.     Dann  wird  aber: 

2)  -|^  =  0 ,  qp  =  const , 

d.  h.   das  Pendel   bewegt   sich  in  einer  Vertikalebene;   femer  wird 
Z3  =  —  L ,  also: 

L     r  dx 


3)  ^=^r— 

1/2^  J  (L  - 


y2gj  (L  -  x)  YlTI 
«0 
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Die  Substitution: 

r  =  —  Z  +  ** 

führt  dieses  Integral  über  in: 

*  

A\  *        2L    C     da  1  _  /L  L      5  + 


]/2L 


V2L_ 


Setzen  wir: 


g    ,    ,   ^  <fo  +  V2L 


5)  2,,/f  +  log  ^  _  ^^^^ 

80  erhalten  wir  durch  Umkehrung: 

6)  s  =  ^f2L^^^^ 


=  2», 


Diese  Gleichung  zeigt,  daß  z  mit  wachsender  Zeit  fortwährend 
wächst  und  sich  asymptotisch  dem  Werte  z  =  L  nähert  Dabei  ist 
vorausgesetzt,  daß  die  Wurzelgröße  in  (3)  positiv  genommen  wird; 
ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  unten  gerichtet,  so  nimmt  z 
zuerst  ab,  bis  es  nach  der  endlichen  Zeit: 

den  Wert  —  L  erreicht.    Dort  wird  dz  I  dt  =  0,  aber  für  die  Hori- 
zontalkomponente der  Geschwindigkeit  ergiebt   sich   aus   §    140,  (1) 

der  von  0  verschiedene  Wert  2YgL, 

Um  diese  Formeln  durch  Grenzübergang  aus  den  allgemeinen 
zu  erhalten,  müssen  wir  in  jenen  nicht  die  rein  imaginäre,  sondern 
die  reelle  Periode  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Man  hat  dann 
in  den  Formeln  von  §  80  co^  durch  «g  und  die  dadurch  auftretenden 
trigonometrischen  Funktionen  rein  imaginären  Arguments  durch  EIk- 
ponentialfunktionen  reellen  Arguments  zu  ersetzen.  Dabei  kann 
man  aber  nicht  unmittelbar  an  die  Formeln  (11)  von  §  142  an- 
knüpfen, weil  das  dort  mit  ti  bezeichnete  Integral,  dessen  untere 
Grenze  in  z^  liegt,  für  alle  z  unendlich  groß  wird;  man  muß  viel- 
mehr aus  ihnen  erst  mit  Hilfe  von  §  23  (6)  (vgl.  auch  §  46  (2)) 
ableiten: 

wo  u^  =  fo^  —  u  gesetzt  ist.     Dann  erhält  man  in  der  Grenze: 


^n. 
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»  —  «8 


8)  (?fL. .  t::JZiy  =  L 

mit: 

9)  t;  =  ^''* 


Die    rein  imaginäre  Halbperiode  (o^  wird  aber  in  der  Grenze: 


10) 


Ik. 
Wg 


C  dx  ^  2i_L  r  d% 


-00  J 

00 


4«L   r     ds       _      .    fU 

0 

also  ist  die  durch  (9)  definierte  Größe  v  in  der  That  mit  der  durch 
(5)  definierten  identisch  und  Gleichung  (8)  geht  über  in: 

m  %  +  L  _  (eo-  e~^y 

!  L-^x-y—r-)  • 

Da  sich  aas  (6)  ergiebt: 

Z-z  =  **-2Z  =  2Z.  ( — ? — V  , 

so  findet  auch  zwischen  (6)  und  (11)  Übereinstimmung  statt. 

Was  die  Ausführung  des  Grenzübergangs  an  den  Formeln  von 
§143  betrifft,  so  beachte  man  zunächst^  daß  in  diesem  Fall: 

12)  lima  =  (Ö3,  lim  ^  =  «02 

wird.     Man  erhält  also: 

18)  lim  (2i»  =  log [e^^*  +  2»7.)«t)  -  2u^  {rj^  +  V^)  +  C  ==  C. 

Doch  ist  damit  nichts  bewiesen,  da  in  der  Grenze  cj^  unendlich  wird 
und  die  Formeln  von  §  80  für  unendlich  große  Argumente  nicht 
gelten.  In  der  That  kann  für  Anfangsbedingungen,  die  von  den  Be- 
dingungen des  hier  untersuchten  Falles  beliebig  wenig  verschieden 
sind,  der  Wert  der  Periode  (l>  noch  ein  zwischen  gewissen  Grenzen 
ganz  beliebiger  sein. 

§  146.    Bewegung  des  Pendels  auf  einem  Horizontalkreis. 

Es  bleibt  endlich  noch  der  Grenzfall  zu  besprechen,  daß 

wird.  Da  z  —  z^  stets  negativ  ist,  ist  in  diesem  Falle  {dzldt)^ 
niemals   positiv   und  nur  0,   wenn  z  beständig  =23  =  ^3  ist     Das 
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Pendel  bleibt  also  dann  beständig  auf  einem  und  demselben  Hori- 
zontalkreis; und  aus  Gleichung  (7)  von  §  189  geht  hervor,  daß  es 
diesen  Ereis  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  beschreibt 

Der  Wert  dieser  Geschwindigkeit  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen  (15)  bis  (20)  Ton  §  141  durch  L,  g  und  z,  ausdrücken. 

Setzt  man  nämlich  in  ihnen  ir,  =  Z3,  so, folgt: 

also: 


^1  = 


^>\  ^  -        ^       —  1  /  9 

^^  dt  "■/.•-«,•""  V  -«/ 

Man  sieht»  daß  z,  negativ  sein  muß. 

An   den  Formeln   von   §  143   ist   in   diesem  Fall   der  Grenz- 
übergang unter  Beibehaltung  von  u^  auszuführen. 
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Berichtigungen. 

Zum  ersten  Teil. 

Seite  75,  Def.  XI  bedarf  des  Zusatzes,  daB  der  Zusammenbang  (I>ef.  Vni) 
durch  innere  Punkte  (Def.  XII)  vermittelt  sein  muß. 

Seite  75  Satz  XVII  ist  zuzufügen:  ,)Und  für  das  dyjdx  nicht  öfter  als 
einmal  unendlich  wird'^ 

Seite  125  Z.  3  v.  u.  statt  ^^zwei'^  lies  „einen". 

Zum  zweiten  Teil. 

Seite  64,  Satz  I  ist  zuzufügen :  „wenn  die  Äy  i  der  Bedingung  (4)  genögen". 
Seite  139  In  den  Formeln  (7)  bis  (9)  ist  ^  und  a^  zu  streichen. 

4 

Seite  140,  (12)  statt  )/     lies  V^. 

Seite  201,  Z.  10  u.  6  v.  u.  statt  Ui  lies  2ftii. 

Seite  207,  Z.  6  v.  u.  statt  V  lies  V««"^- 

Seite  216,  Z.  16  statt  x^  lies  x\ 

Seite  219,  Z.  9  v.  u.  statt  10  lies  19. 

Seite  225,  §  93,  Z.  4  statt  64  lies  63. 
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GESCHICHTE 

DES 

PRINCIPS  DER  KLEINSTEN  ACTION. 

Akademische  Antrittsvorlesung 

von 

Dr.  Adolph  Mayer, 

Professor  der  Mathematik  an  der  UniTersltit  Leipsig. 
gr.  8.     1877.    geb.  80  ^. 

LEHRBUCH 

DEB 

DARSTELLENDEN  GEOMETRIE 

von 

Dr.  Karl  Rohn,  und        fh*.  Erwin  Papperitz, 

Professor  der  Mathematik  Professor  der  Mathematik 

an  der  KönigL  Siebs.  Technischeil  Hodischole  und  darstellenden  Geometrie  an  der 

zu  Dresden,  «Königl.  Sachs.  Berg-Akademie  zu  Freiberg. 

Zwei  BKnde. 

Mit  über  600  Figuren  im  Text, 
gr.  8.     1893  u.  1896.    geh.  Preis  25  J^  eleg.  gebunden  27  Ji, 

Die  darstellende  Geometrie  hat  gegenwärtig  eine  doppelte  Bedeutung: 
die  der  Darstellung  räumlicher  Gebilde  und  die  der  Entwickelung  der  Raum- 
anschauung.  Das  vorliegende  Werk  sucht  die  beiden  genannten  Zwecke  zu 
vereinigen.  Die  verschiedenen  Projektionsmethoden,  Orthogonal-,  Parallel-, 
Centralprojektion,  Axonometrie,  sowie  die  Flächen,  die  den  Techniker 
interessieren  können,  werden  behandelt;  in  einem  besonderen  Kapitel  wird  die 
Theorie  der  Flächenbeleuchtung  gegeben.  Bei  der  Darlegung  des  StoiSes 
wird  das  Yer&hren  des  Projicierens  auch  möglichst  zur  Gewinnung  der  Eigen- 
schaften des  dargestellten  Objektes  verwendet.  Durch  die  Behandlung  zahl- 
rmeher  höherer  stereometrischer  Aufgaben,  das  ausführliche  Kapitel  über  Flächen 
zweiten  Grades  mit  seinen  Aufgaben,  die  Untersuchung  der  Regelflächen  dritter 
und  vierter  Ordnung  u.  s.  w.  wird  auch  auf  die  Cntwic£elung  der  Raumanschau- 
ung ein  besonderes  Gewicht  gelegt. 

KOMPENDIUM  DER  THEORETISCHEN  PHYSIK. 

Von 

Dr.  Woldemar  Voigt, 

o.  ö.  Professor  der  Phjsik  an  der  UniTersitftt  Q&ttingen. 

Zwei  BSnde. 

Erster  Band:  Mechanik  starrer  und  nichtstarrer  Körper.  Wämcielehre. 

Zweiter  Band:   Klektrlcität  und  Magnetismus.    Optik. 

gr.  8.     1895  u.  1896.     geh.  82  Ji^  geb.  in  Halbfranz  36  M. 

Je  weiter  die  theoretische  Physik  sich  entwickelt,  und  je  gewaltiger  die 
Werke  anschwellen,  welche  einzelne  Teile  derselben  erschöpfend  zu  behandeln 
bestrebt  sind,  um  so  gebieterischer  stellt  sich  das  Bedürfnis  nach  einer  zusammen- 
fassenden Darstellung  der  gewonnenen  Resultate  heraus,  welche  dem  Lernenden 
nach  Bewältigung  einiger  Spezialgebiete  einen  Überblick  über  die  gesamte 
Disziplin  zu  erwerben  gestattet  Eine  solche  Darstellung,  die  auch  dem  reifen 
Forscher  willkommen  sein  dürfte,  fehlte  bisher  in  der  deutschen  Litteratur;  das 
vorliegende  Werk  sucht  diese  Lücke  auszufüllen. 
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LEHRBUCH 

D£B 

EXPERIMENTALPHYSIK 

zum  eigenen  Studium  und  zum  Grebrauch  bei  Yoriesungen 


von 

Dr.  Eduard  ..^w^^^w, 

o.  o.  Professor  der  Physik  an  der  üiilTersit&t  Götiinfcen 

Zwei  Bünde. 

Mit  gegen  700  Figuren  im  Text 

Lex.  8.     1896.    geh.  18  ÜV,  geb.  in  Ghinzleinen  20  JH. 


In  diesem  ausgezeichneten,  durchaus  auf  dem  Boden  der  neuen  AnsdiM-  . 
ungcn  und  Forschungen  stehenden  Werke,  welches  in  xwei  handlieken  Barnim 
ikis  ganxe  Gebiet  der  Physik  umfEtßt,  wird  ein  wirldiches  leabareB  Lehzfoach  der 
Physik  geboten.  Mathematische  Entwickelungen  sind  nur  sparsam  darin  ent- 
halten und,  wo  sie  nicht  zu  vermeiden  waren,  in  elementaren  Grenzen  sehaHen. 
Das  Buch  wendet  sich  an  alle,  welche  der  Physik  wissenschaftliches  IntereM 
entgegenbringen,  an  die  Hörer  an  Universitäten  und  technischen  Hoehstkulmt 
an  den  Lehrer^  an  den  großen  Kreis  derer,  die,  auf  verwandten  G-ebietea 
im  Dienste  der  theoretischen  Forschung  oder  der  technischen  An- 
wendungen thätig,  ihre  Kenntnis  von  der  Entwickelung  derPhyaÜL 
wieder  ergänzen  möchten. 

Das  Buch  ragt  weit  über  die  gebräuchlichen  Lehrbücher  der  Physik  bin- 
aus.  Manches  ist  darin  im  Zusammenhang  behandelt,  was,  oft  nur  sehr 
schwer  zugänglich,  in  Zeitschriften  oder  Sammelwerken  zerstreut  ist;  man  findet 
darin  aber  auch  sehr  vieles  Neue,  was  man  in  anderen  Lehrbüchern  vergeblich 
suchen  wird  (z.  B.  Strömungen  und  Wirbel  der  Flüssigkeiten,  die 
MaxwelTsche  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  die  TesU* 
ströme,  die  ausführliche  Darstellung  der  Hertz'schen  Versuche, 
Elektrolyse). 

„  Unter  den  neuerdings  erschienenen  LehrbücJiem  der  Experimentaiphysik 
für  Hochschulen  nimmt  dae  vorliegende  eine  in  doppelter  Hinsieht  besondere 
S feilung  ein.  Es  bietet  einerseits  eine  wirkliche  Hochsehulphysik ,  indem  es  die 
elementare  Darstellungsweise  jener  meist  für  eine  sehr  ungleich  vorgebildete  Zu- 
hörerschaft berechneten  Werke  völlig  bei  Seite  läßt  und  wirklich  die  Physik  so 
behandelt j  wie  man  es  im  Unterschied  xu  den  vorbereitenden  Lehranstalten  xur 
Universität  erwarten  muß.  Andererseits  aber  entMlt  es  auch  nicht  ein  bloßes 
Konglomerat  des  Wissefiswürdigsien,  sondern  es  trägt  den  Stempel  einer  Persön- 
lichkeit, in  deren  Geiste  der  ganxe  Stoff  gleichsam  flüssig  geworden  und  um- 
geschmolxen  worden  ist\  es  xeigt  eine  Art  von  künstlerischem  Oepräge,  das  die 
Lektüre  dieses  Werkes  xu  einem  wahren  Oenusse  macht.  Ein  besonders  günstiger 
Umstand  ist  es,  daß  der  Verfasser  die  theoretische  wie  die  experimentelle  Seile 
der  Physik  in  gleichem  Maße  belierrscht\  dementsprechend  sind  die  Beziehungen 
zwischen  beiden  mit  einer  Vollkomtnenheit  xur  Darstellung  gelangt^ 
wie  sie  xuvor  yioch  nicht  erreicht  worden  ist.^* 

(Zeitschrift  für  den  physikalischen  und  chemischen  Unterricht  1897.) 
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ELEKTROCHEMIE. 

Ihre    Geschiiclnte    und    Lehre. 

Von 

Dr.  Wilhelm  Ostwald, 

o.  ö.  Professor  dor  Chemie  an  der  Unlversitöt  Leipzig. 
Mit  260  NachbilduDgeu  geschichtlicher  Originalfiguren. 

Lex.  8.     1896.     gell.  28  Ji^  eleg.  geb.  30  Ji, 

l>ie  wiBBCDschaftlicbe  Elektroclieuiie  scheint  dazu  berufen,  nicht  nur  flkr  die  allgemeine 
Chemie  von  entscheidender  Bedeutung  zu  werden,  sondern  auch  der  Technik  bei  Ihrem  Vor- 
dringen in  neue  Bahnen  behilflich  zu  sein  und  ihr  neue  Wege  zu  weisen.  Es  läßt 
sich  wohl  mit  an  Sicherheit  grenzender  WahrKchcinlicbkeit  voraussagen,  daß  der  nScbste  große  und 
umgestaltende  Schritt  der  modernen  Technik  sich  auf  dem  Gebiete  der  Elekti  ochemie  rollxiehen  wird. 

Deshalb  darf  ein  Werk,  das  sich  die  Aufgabe  gestellt  hat ,  die  wissenschaftlichen  Anfinge 
dieser  Disziplin  von  Galvani  und  Volta  ab  in  ihrem  Zusammenhange  aus  den  Quellen  zu 
schildern  und  die  Entwickelung  derselben  bis  zur  Gegenwart  fortzuflihren ,  auf  die  Beachtung 
weitester  Kreise  Anspruch  machen  —  ganz  besonders  wenn  es  von  einem  so  hervorragenden  Forscher 
und  in  so  äußerst  anziehender  Form  dargeboten  wird. 
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